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1. 서


 론 

비틀림 진동문제는 주로 기어 세트, 왕복동엔진 

및 압축기, 전기 기계 등에서 발생한다. 전형적인 

비틀림 진동 모형은 변화하는 토크가 가해질 때 비

틀려 질 수 있는 축에 연결된 몇 개의 높은 관성 질

량으로 이루어져 있다. 가진력이 비틀림 고유진동수

와 일치될 때 급격한 축의 균열이 발생될 수 있는데, 

비틀림 진동은 횡방향의 평면에 연결되지 않기 때

문에 외부에 어떤 경고표시 없이 비틀림 파괴가 일

어날 수 있다. 따라서, 축계의 비틀림 진동감쇠, 부

하지지 능력의 향상, 내구성 등을 갖춘 회전축계 모

델을 설계하는 것이 중요하다. 이를 위해 본 연구에

서는 회전축에 베어링을 고려하여 비틀림 진동 특

성을 고찰하였다. 

2. 운동방정식 

2.1 운동학 

그림1은 시간에 따라 변하는 토크를 받는 원형 

단면의 회전축계와 좌표를 보여주고 있다.  

 

 
(a) shaft without bearing 
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(b) shaft with bearing 
 

Fig. 1 A shaft under time dependent torque with 
bearing 

 

 

축단면의 비틀림 변위장을 표현하기 위해 그림 2 와 

같이 나타낼 수 있다.   
 

  
Fig. 2 A point under torsional displacement 

 

(1) 변위장 (Displacement field)  

여기서 ሺx, y, zሻ와 ሺr, β, zሻ는 각각 점P의 직교 좌표, 

는 원통좌표이고, θሺx, tሻ와 ሺu୶, u୷, u୸ሻ는 각각 각변

위와 병진 변위를 의미한다. 비틀림 변위의 변형률

장과 응력은 아래와 같이 정리된다. 

 
u୶ ൌ 0    (1a) 
u୷ ൌ െrθsinβ ൌ െzθሺx, tሻ  (1b) 
u୸ ൌ rθcosβ ൌ yθሺx, tሻ  (1c) 
 

한국소음진동공학회 2014년 춘계학술대회논문집, pp. 402~403

-402-



   
 

(2) 변형률장 (Hamilton’s principle) 
ε୶୶ ൌ u୶,୶=0   (2a) 
ε୷୷ ൌ u୷,୷=0   (2b) 
ε୸୸ ൌ u୸,୸=0   (2c) 

ε୷୸ ൌ
ଵ

ଶ
ሺu୷,୸ ൅ u୸,୷ሻ=0   (2d) 

ε୶୷ ൌ
ଵ

ଶ
ሺu୶,୷ ൅ u୷,୶ሻ ൌ െ

ଵ

ଶ
zθ,x   (2e) 

ε୸୶ ൌ
ଵ

ଶ
ሺu୸,୶ ൅ u୶,୸ሻ ൌ

ଵ

ଶ
yθ,x   (2f) 

 
2.2 해밀턴 원리 
비틀림 운동방정식을 구하기 위해 해밀턴 원리를 

이용한다.  

δJ ൌ δ ׬ ሾܶ െ ܷ െܹ െ ሿܦ
௧భ
௧బ

ݐ݀ ൌ 0      (3) 

 

여기서, t ൌ t଴, t ൌ tଵ:	ߠߜ ൌ 0 
T, U는 각각 운동에너지, 변형에너지를 나타내며 W
는 외부에 작용하는 일(work done)를 의미한다. 

 

U ൌ ׬ ቂ
ଵ

ଶ
τ୶୷γ୶୷ ൅

ଵ

ଶ
τ୸୶γ୸୶ቃ dV୚
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୅

௟

଴
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ଵ
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ଵ

ଶ
Gyଶߠ,୶ଶቃ୅

dAdx
௟

଴
   

 

T ൌ ׬ ׬ ቂ
ଵ

ଶ
ρ൛uሶ ୶ଶ ൅ uሶ ୷ଶ ൅ uሶ ୸ଶൟቃ୅

dAdx
௟

଴
ൌ

׬ ׬ ቂ
ଵ

ଶ
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dAdx
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여기서 극관성 모멘트(polar moment of inertia) J는 

아래와 같다.  
 

J ൌ
ଵ

ଶ
׬ ሺzଶ ൅ yଶሻ
୅

dA  

 
U 변형에너지, T 운동에너지, W는 가상일, D는 

Dissipation function 이며 아래와 같이 정리할 수 

있다.  
 

U ൌ
ଵ

ଶ
׬ GJ
௟

0 ୶ଶdx,ߠ ൅
ଵ

ଶ
݇௜௝ߠଶሺ݈௜ሻ    (4a) 

T ൌ
ଵ

ଶ
׬ ρJ
௟

0  ሶଶdx     (4b)ߠ

W ൌ
ଵ

ଶ
׬ ሾM ൅ M଴δ∗ሺx െ x଴ሻሿ
୪

0  dx   (4c)ߠ

D ൌ
ଵ

ଶ
ܿ௜௝ߠሶଶሺ݈௜ሻ     (4d) 

 
식(4)를 해밀턴 원리 식(3)에 대입하여 부분적분을 
취하여 정리하면 축계에 베어링을 고려한 비틀림 
운동방정식과 경계조건을 구할 수 있다.  
 

δJ ൌ 0 ൌ ׬ ׬ ൣρJߠሶδߠሶ െ GJߠ,୶δߠ,୶ െ Mδߠ ൅
௟

଴

୲భ
୲బ

M଴δ∗ሺx െ x଴ሻδߠ൧ dxdt    

δJ ൌ ׬ ቂ׬ ൛ρJߠሷ െ GJߠ,୶୶ ൅ M ൅ M଴δ∗ሺx െ x଴ሻሽδߠ
௟

଴
dx ൅

୲భ
୲బ

൛݇௜௝ߠδ∗ሺx െ x଴ሻ ൅ ܿ௜௝ߠሶδ∗ሺx െ x଴ሻൟδߠ ൅ ൣGJߠ,୶൧଴
௟
ቃ dt ൌ

0          (5) 

식(5)를 만족하기 위한 조건에서 비틀림 진동의 운

동방정식과 경계조건을 유도할 수 있다.  

비틀림 진동 운동방정식(torsional vibration EOM) 

δߠ:	ρJߠሷ െ GJߠ,୶୶ ൅ ݇௜௝δ∗ሺx െ x଴ሻߠ ൅ ܿ௜௝δ∗ሺx െ x଴ሻߠሶ ൅
M ൅ M଴δ∗ሺx െ x଴ሻ=0      (6a) 

경계조건(boundary conditon) 

 

ൣGJߠ,୶൧଴
௟
ൌ 0 (6b)

  

2.3 경계조건에 따른 변위 함수 선정과 진동해석 

임의의 경계조건을 만족하는 비틀림 진동 변위를 

다음과 같이 사용할 수 있다.  

 

ሼߠሽ ൌ ∑ ൛ܽ୨ߠ୨ሺݔሻൟஶ
୬ୀଵ ሻݐሺݍ ൌ ∑ ൛ܽ୨ݖ୬ൟஶ

୬ୀଵ  ሻ     (7)ݐሺݍ	

 

여기서 n은 보의 길이 방향 모드 형상의 차수를 

의미한다. ߠ୨ሺxሻ 는 기하학적 경계조건을 만족하는 

시험함수(trial function)를 의미하며, ܽ୨임의의 상수 

계수 값(arbitrary constants)을 의미하고, ݍሺݐሻ ൌ
e୧ன୲의 값을 나타낸다. 확장된 Galerkin 방법을 사용

하여 식(7)을 해밀턴 원리인 식(5)에 대입하여 정리

하면 임의의 경계조건을 만족하는 이산화 된 운동

방정식(discrete equation of motion)을 비틀림방정

식에 대하여 식(8)의 형태로 구할 수 있다.  

 

ሼെωଶሾMሿ ൅ ωሾCሿ ൅ ሾKሿሽ൛x୨ൟ ൌ 0        (8) 

여기서 ሾMሿ은 질량행렬(mass matrix), ሾCሿ는 베어링

coefficient에 의한 감쇠행렬(damping matrix), ሾKሿ
는 강성행렬(stiffness matrix)을 의미한다.  

3. 결  론 

본 논문에서는 회전축에 베어링을 고려하여 비틀

림 진동 특성을 고찰하였다. 
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