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[Abstract]

Lots of tasks including physical systems modeling, chemical reaction prediction, and relation 

extraction require dealing with higher-order relations. Graph neural networks (GNNs) are favorite models 

for relational data but they have inherent limits due to their focus on pairwise relationships. Topological 

data analysis (TDA) provides insight into the "shape" of data (or underlying data topology). TDA aims 

to infer information about data manifold such as connectivity and offers higher-dimensional analog of 

graphs. Topological deep learning (TDL) combines various deep learning techniques with TDA. TDL 

enables us to formulate simplicial complex and cell complex through techniques such as 

low-dimensional embedding and attention. In this paper, we summarize recent achievements especially 

on simplicial complex and cell complex. We also provide succinct descriptions of related concepts. 

▸Key words: TDL(Topological Deep Learning), TDA(Topological Data Analysis), Simplicial complex, 

Cell complex, Computational topology

[요   약]

화학 반응이나 경제 현상을 모델링할 때는 개체 간의 상호작용을 표현해야 한다. 상호작용의 

분석이 필요한 도메인에서 그래프 뉴럴 네트워크를 활발히 적용하고 있으나, 데이터에 존재하는 

위상 구조를 표현하는 과정에서 그래프 뉴럴 네트워크의 표현 능력이 충분하지 않다고 알려져 있

다. 데이터에 존재하는 위상 구조를 활용하는 토폴로지 데이터 분석(TDA)과 딥러닝을 결합한 토

폴로지 딥러닝(TDL)은 복잡한 관계를 내포한 데이터의 분석 및 표현에 강점이 있는데, 본 논문에

서는 특히 단체 복합체(simplicial complex)와 셀 복합체(cell complex)에 주목하여 토폴로지 딥러닝

의 주요 접근법을 소개하고자 한다. 본 논문에서는 단체 복합체와 셀 복합체를 이해하는 과정에

서 요구되는 기본 개념과 주요 접근법을 요약 소개하여 토폴로지 딥러닝을 응용하려는 연구자에

게 도움을 제공하고자 한다.

▸주제어: 토폴로지 딥러닝, 토폴로지 데이터분석, 단체복합체, 셀복합체, 계산 토폴로지
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I. Introduction

관계형 데이터의 분석에 있어 그래프 뉴럴 네트워크

(graph neural network)는 많은 성과를 보였으나 그래프

로 표현할 수 있는 관계성이 제약되어 있다는 한계가 있

다. 다양한 도메인에서 고차원의 상호작용에 대한 모델링

을 요구하며 데이터 자체에 고차원의 구조 및 상호작용과 

연관된 특성이 존재하기도 한다. 그러나 첫째, 그래프 기

반 모델을 이용하여 자연계에 일반적으로 존재하는 구조

(예: 분자의 고리 구조)를 취급하는 방법을 아직 확립하지 

못하였으며, 둘째, 메시지 패싱 뉴럴 넷이 표현할 수 없는 

구조가 존재하고, 마지막으로 그래프의 표현력을 높이기 

위해 지불해야 하는 계산 비용이 너무나 과도하다는 것이 

보고되었다[1-3]. 토폴로지 뉴럴 네트워크(topological 

neural network, TNN)는 보다 고차원의 관계 구조를 분

석할 수 있는 기제를 제공하여 다양한 태스크에서 놀라운 

성능을 달성하였다[4, 5]. 본 논문에서는 토폴로지 뉴럴 네

트워크를 이해하는데 필요한 다양한 핵심 개념을 소개하

고, 특히 단체 복합체(simplicial complex)와 셀 복합체

(cell complex)를 활용한 데이터 분석 성과들을 요약하여 

토폴로지 뉴럴 네트워크를 응용하려는 연구자들에게 도움

을 주고자 한다.

II. Architectures of Topological Neural 

Networks and Message Passing1)

Ⅱ장에서는 주요 키워드의 의미를 설명하고, 메시지 패

싱 방법의 기본 동작 과정을 간단하게 설명하여 토폴로지 

뉴럴 네트워크의 최신 연구 성과의 이해에 필요한 기반 지

식을 제공하고자 한다. 

1. Important Keywords

토폴로지 공간(topological space) 은 집합 

와 의 오픈 셋(open set)이라고 불리우는 의 부분 

집합들의 컬렉션 로 구성되며 다음의 조건을 만족한

다: (1) 공집합과 는 에 속한다. (2) 오픈 셋들의 

유한한 교집합은 에 속한다. (3) 오픈 셋들의 임의의 

합집합은 에 속한다. 토폴로지 공간의 구성 요소 중 

를 에서의 토폴로지(Topology)라고 한다. ∈

인 포인트 를 포함하고 있는 의 오픈 셋 

( ⊆ )가 의 이웃(neighborhood)을 구성한다.

단체 복합체(simplicial complex) 는 노드 집합 의 

공집합이 아닌 부분집합의 모음으로 다음의 조건을 만족

한다: (1) 는 의 모든 한 원소(singleton) 부분집합을 

포함한다. (2) 의 부분집합은 에 속한다. 기수가 

 인 의 원소    ∈를 차원 단체 

혹은 단체라고 하며, 단체는 노드, 에지뿐만 아니

라 보다 고차원의 개체들도 표현할 수 있다. 단체가 

주어졌을 때 기수가 인 부분집합을 면(face), 단체를 

포함하는(면으로 갖는)   단체를 해당 단체의 

공면(coface)이라고 한다.

셀 복합체(cell complex)는 셀들의 서로소인 합집합

(disjoint union)으로 구성된 토폴로지 공간이다. 정규 셀 

복합체는 셀이 정의된 토폴로지 공간으로 다음의 성질을 만

족한다: (1) 모든 , 에 대하여 ∩
≠∅⇔ ⊆

 . 

여기서 는 셀 와 경계를 함께 의미한다. (2) 모든 셀 

는 일부 에 대하여 과 위상동형(homeomorphic)이

다. (3) 모든 ∈에 대하여 
 의 닫힌 공(closed ball)에

서 로의 위상동형사상(homeomorphism) 가 존재한

다. 여기서 닫힌 공의 내부에 대한 의 제한(restriction)은 

에 대한 위상동형사상이다. 셀은 노드 혹은 노드 간의 관

계를 의미하며, 크기(포함하고 있는 셀의 수)와 랭크(고유 차

원 혹은 내재 차원)의 특성을 갖는다. 도메인의 데이터는 셀

에서의 특성으로 표현되는데, 예를 들어 hx
tr

은 TNN의 

번째 층에 존재하는 랭크 의 셀 ∈와 연관된 특성 벡터

를 의미한다. 

단체 복합체와 셀 복합체에서 스켈레톤(skeleton)을 

정의할 수 있다. 단체 복합체 에서 스켈레톤은 를 

구성하는 단체 중 차원이 보다 작거나 같은 모든 단체의 

집합을 의미한다. 셀 복합체의 스켈레톤은 셀 

(dim≤ k)들의 서로소인 합집합을 의미한다. 

토폴로지 딥러닝에서 이웃 관계를 표현할 때는 경계 관

계(boundary relation)를 활용한다. 랭크가 인 셀 가 

랭크가 인 와 연결되어있고 인 경우 셀 의 경

계에 존재한다고 정의한다. 

경계 연산자(  CkKR→CkKR, boundary 

operator)를 이용하여 경계를 파악할 수 있는데 는 차원 

인 영역을 입력으로 받아 입력의 경계에 해당하는 차원 

의 영역을 반환한다. 경계 연산자의 정의에서 

1) Ⅱ장의 주요 내용은 [4]에서 정의된 개념들을 정리한 것임.
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Ck KR 혹은 Ck는 실수를 계수로 하는 벡터 스페이스로 

유향 단체(oriented simplex, 노드의 순서가 명시

된 단체를 의미)를 기저로 갖는다. 또한, 해당 벡터 스페이스

를 구성하는 원소를 -체인이라고 한다. Ck가 주어지면 기

저 요소에 작용하는 경계 연산자를 다음과 같이 표현할 수 

있다:

     
  



       . 경계 연산자

의 정의에서  는 가 배재되었음을 의미한다. 경계 연산자

는  의 경계를 구성하는 면의 합을 계산한다. 

경계 연산자 를 행렬 B k로 표현할 수 있는데 B k의 행은 

  -단체에 기반하여 인덱스를 부여하고 B k의 열은 

-단체에 기반하여 인덱스를 부여한다.

2. Message passing

메시지 패싱(message passing)은 TNN의 번째 층에

서 이루어지는 연산을 정의한 것으로 (1) 메시지, (2) 이웃

내 통합(within-neighborhood aggregation), (3) 이웃간 

통합(between-neighborhood aggregation), (4) 갱신

(update)의 단계로 구성된다. 

메시지 함수 를 이용하여 랭크 ′의 셀 에서 랭크 

의 셀 로 전달되는 메시지를 

→
′→  

hx
t r hy

t r′  t로 표현한다. 여기서 
t

는 파라미터를 의미하며,  는 셀 의 이웃이다. 

메시지가 전달되면 에 속한 모든 셀 에서의 메

시지가 통합되어 이웃 내 통합 메시지 
′→

가 생성된

다. 이웃 내 통합 메시지를 생성하는 과정은 다음과 같다

(통합 과정에서 AGG는 통합연산을 의미):


′→ AGGy∈Nkxmy→x

r′→r.

이웃내 통합 후에 이웃간 통합을 진행한다. 이웃 집합 

에 속한 이웃들에서 메시지가 통합되어 이웃간 통합 메

시지 


을 생성한다. 이웃간 통합 메시지를 생성하는 

과정은 다음과 같다: 
 AGGNk∈N mx

r′→r
.

메시지 
를 수신하면 셀 의 특성 hx

tr
를 갱신하

게 된다(갱신 과정에서 U는 갱신 함수를 의미): 

hx
tr Uhx

trmx
r. hx

tr은 셀 의 갱신된 

특성이며 층의 입력으로 활용된다.

III. Important Results on Simplicial 

Complexes and Cell Complexes

Ⅲ장에서는 토폴로지 딥러닝 중 단체 복합체와 셀 복합

체를 활용한 접근법과 주요 성과 그리고 향후 해결해야 할 

문제들을 소개한다. 

1. Hodge Laplacian 

호지-라플라시안은 그래프와 같은 이산 표현의 고차 속

성과 연속적인 표현을 연결해주는 역할을 한다[6-8]. 경계 

연산자 가 정해졌을 때, 유향 -단체에 대하여 정의된 

연산자:Lk  Ck→ Ck를 -호지 라플라시안(-Hodge 

Laplacian)이라고 하며 행렬식으로 표현하면 다음과 같

다: Lk  B k
TB k B k  B k  

T
(  ).

-호지 라플라시안에서 Bk
TBk를 하부 라플라시안 

Lkl Bk
TBk, BkBk

T 를 상부 라플라시안 

Lku  B k  B k  
T 이라고 호칭한다. -호지 라플라시안

의 정의에서 B k는 경계 연산자 의 행렬 표현이며, 


T  Ck → Ck  은 공통경계 연산자로 Bk

T 는 
T 의 행렬 

표현이다. 호지-라플라시안에 포함된 정보는 호몰로지 그

룹(homology group)의 계산에 사용될 수 있는데, 호몰로

지 그룹으로 사이클 혹은 루프의 숫자를 추정하거나 상호 

연결된 컴퍼넌트의 개수를 추정하여 단체 복합체의 특성

을 분석할 수 있다.

2. Simplicial Complex

세 개 이상의 노드가 참여하는 복잡한 상관관계를 표현

할 수 있는 고차원 구조에 대한 초기 연구는 [9]에 잘 정리

되어 있다. 단체 복합체는 그래프의 일반화라고 간주할 수 

있는데, 두 노드를 연결하는 에지가 페어와이즈(pairwise) 

관계를 표현하는 그래프와 다르게 세 개의 에지가 모여 삼

각형의 면을 구성하고, 네 개의 삼각형이 모여 사면체를 

구성한다.

단체 복합체와 신경망을 결합할 때 주의해야 할 성질이 

존재할 수 있다. [10]에서는 permutation equivariance, 

orientation equivariance, 그리고 simplicial awareness

의 세 가지 성질을 정의하였다. 참고로 세 가지 성질의 설명 

과정에서 등장하는 SCNW   C j→C l은 c j∈Cj를 입력으

로 하는 신경망을 의미하며 해당 신경망의 파라미터는 가중

치 W와 경계 연산자 이다. 단체 복합체를 위한 신경망에

서 Permutation equivariance를 다음과 같이 정의한다: 
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  Pkk  
K

으로 치환 행렬(permutation matrix)의 집

합을 표시하고,     
 로 경계맵을 표시할 때, 

SCNW c j  P lSCNW PP jc j를 만족하면 

permutation equivariance를 만족한다고 정의한다(조건

식에서   P k kPk
T

).

Orientation equivariance는 임의로 주어진 

  W c j에 대하여 SCN이 

SCNW c j  D lSCNW D D jc j의 관계를 만족하는 

상황을 의미한다. 이때   Dkk  
K

는 대각의 값이 

± 인 대각 행렬의 집합을 의미한다(조건식에서 

  Dk  kDk ).

Simplicial awareness는 SCNW   C j→C l와 

≠  ≠ 인 자연수 를 이용하여 설명된다. 

  ′   (여기서 는 노드 집합을 의미),   ′ , 

  ′ , ≠′인 단체 복합체 와 ′이 존재한다고 

가정하고 두 단체 복합체의 경계 연산자를 각각 과 ′으로 

표시하자. SCNW  c j≠SCNW ′ c j를 만족하는 

c j∈C j와 가중치 W가 존재하면 SCN이 차수 의 

simplicial awareness를 만족한다고 한다. 단체 복합체에

서 permutation equivariance, orientation 

equivariance, 그리고 simplicial awareness의 성질을 강

조한 것은 도메인의 대칭성과 불변성을 반영함으로써 일반

화 성능을 높이기 위함이다. [10]에서는 그래프 컨볼루션 네

트워크에 기반한 SCoNe (simplicial complex net)를 제안

하였으며 궤적 예측 문제에 적용하여 성능을 확인하였다. 궤

도 예측 과정에서 SCoNe는 먼저 궤적을 구성하는 노드 시퀀

스    을 유향 에지의 시퀀스 

        로 표현한다. 그리고 시퀀

스 구조를 1-체인으로 변환한 후 활성화함수 와 경계맵을 

이용하여 다음과 같이 c 
l
로부터 c

l을 계산한다: 

c
l←

Tc
lW

l c
lW

l 
Tc

lW
l . 개의 레이어를 

통과하면 c
L c

LW
L을 계산한 후 후보 노드의 분포를 

소프트맥스 함수로 추정하였다.

[11]에서는 메시지 패싱 알고리즘을 발전시켜 단체 복합

체를 위한 MPSN (message passing simplicial 

networks)를 개발하였다. MPSN에서는 복합체를 구성하

는 단체들이 메시지를 주고받으며 뉴럴 표현(neural 

representation)을 계산하는데, 단체간의 결합 관계

(incidence relation)를 표시하는 공통경계 맵

(coboundary map)이 메시지 패싱 절차를 결정한다. 단

체 복합체에서는 하부 인접(lower adjacency) 관계와 상

부 인접(upper adjacency) 관계를 정의할 수 있는데, 두 

단체가 공통의 면을 갖는 경우가 전자에 해당하며 두 

단체가 동일한   단체의 경계에 존재할 경우 

후자에 해당한다. MPSN에서는 하부 인접과 상부 인접 관

계를 이용하여 네 가지 유형의 인접 단체를 정의한다: (1) 

경계 인접   ≺ , (2) 공통경계인접 

  ≺ , (3) 하부 인접

↓ ∃ ≺ ∧≺ , (4) 상부 인접 

↑ ∃ ≺ ∧≺ . 여기서 ≺는 경계결합관

계(boundary incidence relation)를 나타내는 연산자로 

⊂이고 ⊂⊂인 가 존재하지 않을 때 ≺ 라

고 표시한다. 네 가지 인접 관계에 대응하는 메시지를 다

음과 같이 정의한다: 

(1) 
    AGG∈B MB h

t h
t , 

(2) 
    AGG∈C MC h

t h
t , 

(3) ↓
    AGG∈N↓M↓ h

t  h 
t h∩

t , 

(4) ↑
    AGG∈N↑M↑ h

t  h 
t h∪

t . 

메시지 갱신 과정은 다음과 같다: 

h
t    Uh

t  mB
t  mC

t  m↓
t    m↑

t  . 

MPSN에서는 서로 다른 차원의 단체가 상호작용할 수 있

다. TU데이터셋[12]에 대하여 성능을 확인해본 결과 다양

한 상호작용이 발생하는 데이터에서 MPSN이 높은 성능을 

발휘하고, 고차원의 상호작용이 존재하지 않는 경우 일반

적인 그래프 기반 네트워크와 유사한 성능을 발휘함을 확

인하였다.

BScNets에서는 AHLB (adaptive Hodge Laplacian 

based) 블록 연산자에 기반한 블록 컨벌루션 연산자를 제

안하였다[8]. 블록 컨벌루션 모듈(H-ABC)의 정의는 다음

과 같다: Z l    L
B
Z l 

l l . 모듈의 정의에서 

 
l

과  
l

는 학습으로 확보되는 가중치 행렬이며, Z
l

은 번째 층의 노드 특성 행렬을 의미한다. L
B

는 어답티

브 호지 블록으로 L

softmaxReLUL

 로 획득된다. 

L
B 




 Lk fPd LkLk

fPd LkLk Lk




는 AHLB 블록 연

산자를 의미하며, 2블록 호지 라플라시안 

L 



Lk 
 Lk




와 유사도 함수 에 의해 (일반적으로 유
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사도 함수 에 주어지는 인자의 차원이 일치하지 않기 때

문에 P d를 이용하여 차원을 조정) 획득된다. Lk과 Lk

의 관계는 유사도 함수를 학습하여 추정하는데, 유사도 함

수로는 내적 함수와 내장 내적 함수(embedded 

inner-product)함수를 정의하였다. (1) 내적 함수: 

Pd
Lk i

Lk j  
Pd
Lk i

Lk j 과 (2) 내장 내적: 

PdLk iLk j  PdLk iLk j (와 는 

가중치 행렬). Z
l   이 주어졌을 때 노드 와 사이의 

거리는 distuv
H  ABC  Z u

l   Z v
l   로 계산하며, 

노드 사이의 에지 연결 확률을 다음과 같이 표현한다: 

  expdistuv  
  (와 는 하

이퍼 파라미터). distuv는 HABC모듈과 그래프 컨벌

루션 연산의 출력을 모두 활용한 거리이다. 연결 관계를 

표현하는 다양한 데이터([13, 14] 등)에서 링크 예측 성능

이 기존 방법들을 능가함을 확인하였다. 

단체 복합체로 모델링된 토폴로지 공간에서 신호를 처

리할 수 있는 선형 필터인 단체 컨볼루션 필터(simplicial 

convolutional filter)가 제안되었다[15]. 차-호지 라플

라시안( th-Hodge Laplacian) Lk가 주어졌을 때 단체 

컨볼루션 필터를 다음과 같이 정의한다:

H k  hI 
l  

L 

lB k
TB k 

l
l  

L 

lB k B k  
T 

l.필

터의 정의에서 H k (Hk HLkl Lku)는 하부 및 상부 호

지 라플라시안의 행렬 다항식으로 필터 계수  , 

 L 
T

,  L  
T

, 필터 오더  , 

와 함께 정의된다. Ⅲ-1에서 살펴보았듯 B k는 -단체를 

면에 해당하는   -단체로 매핑하는 행렬로, 호지 

라플라시안 Lk에서 하부 라플라시안은 단체간의 하부 인

접 관계를 표현하고 상부 라플라시안은 상부 인접 관계를 

표현한다. 하부와 상부 라플라시안에 별도의 계수를 부여

함으로써, 단체 컨볼루션 필터는 하부 인접 관계와 상부 

인접 관계를 분리하여 다룰 수 있게 되었다. 제안 구조는 

외환시장 분석 및 페이지 랭크를 통해 표현된 런던 도로 

구조 분석을 통해 성능을 확인하였다.

단체 복합체에서 어텐션 기제를 활용할 수 있도록 

simplicial attention network가 제안되었다[16]. 단체 복

합체에서의 어텐션 기제는 상부 및 하부 인접 관계를 활용

하는데, [16]에서는 우선 상부 및 하부 인접 관계를 위한 

어텐션 계수를 다음과 같이 정의하였다(와 는 단체, 

는 어텐션 계산 함수, ∈± 은 단체 와  사이의 

상대 방향을 의미): 


↑ ⋅softmax∈N↑

aWh
kWh

k , 


↓   ⋅softmax∈N↓

aW h
k W h

k . 어텐션 

계수를 활용하여 단체 의 표현을 다음 식과 같이 갱신한

다: h
k ∈N↑


↑W

kh
k 
∈N

↓


↓W

kh
k

. 참고로 통합

식에서 는 하부 및 상부 인접체에서 전달한 메시지를 결

합하는 갱신 함수를 의미한다. 어텐션 헤드가 개 존재할 

경우 h
k  을 다음과 같이 표현할 수도 있다(표현에서 

는 연결(concatenation) 연산을 의미): 

h
k    z ≤ Z ∈N↑

 
↑zW 

kh
k 
∈N

↓

 
↓zW 

kh
k

. 제

안 방법은 수퍼 픽셀 그래프 문제와 궤적 분류 문제[11]에 

적용되어 다른 방법들보다 우수한 성능을 보유함을 확인

하였다. 

논문 공저자 관계[17]나 표현형 온톨로지(phenotype 

ontology)는 고차원 상호관계를 내포하기 때문에 단체 복

합체로 표현하는 것이 적합하다. 저차원 모델이 표현할 수 

없는 분포가 존재하기 때문에 고차원 모델을 채택할 필요

가 있다는 사실은 이미 [18]에서 지적되었다. [18]에서는 

차 라플라시안을 활용하여 단체  와 의  -차 

인접 행렬()의  요소   를 다음과 같이 정의

하였다:    I  (면을 공유하는 경우)

 I  (공면을 공유하는 경우). 를 이용하여 단

체 복합체의 -체인에 대한 콘볼루션 층을 다음과 같이 

정의할 수 있다(는 활성화 함수,  


, 

 , 는 단체의 수를 의미):

Hk
l    Dk

 Ak
Dk
 

Hk
lW k

l . 단체 컨볼루션 

네트워크와 단체 복합체 컨볼루션 네트워크를 적용하면 

논문 공저자 데이터처럼 고차원의 상호관계가 존재하는 

데이터에 대하여 저차원 모델보다 높은 성능을 확보할 수 

있음을 실험적으로 확인하였다.

[18]에서 제안한 네트워크 구조에 하부 인접 단체와 상

부 인접 단체로부터 단체로의 프로젝션을 추가한 네트

워크 구조가 제안되었다[19]. 제안 모델에서 메시지는 

x kd
l    B k

Tx k 
l  과 x ku

l    B k  x k  
l   (B k는 기수 

인 단체 복합체의 라플라시안Lk  B k
TB k B k  B k  

T

의 구성 요소)를 이용하여 다음과 같이 계산한다: 

x k
l  Hk d

l x k d
l  H k

l x k
l  Hku

l x ku
l   . 제안 구조

는 단체 예측 문제 및 에지 흐름 예측 문제에서 우수한 성
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능을 달성하였다.

TopoSRL (topology preserving self-supervised 

simplicial representation learning)에서는 단체 사이에 

내재된 관계를 포착하는 증강기법을 제안하였다[20]. 

TopoSRL에서는 열린 단체(open simplex)와 닫힌 단체

(closed simplex)의 개념을 활용하는데, 전자는 열린 단체 

자체는 단체 복합체를 구성하지는 않지만 열린 단체의 모

든 부분집합은 단체 복합체를 구성하는 상황에 해당하며, 

후자는 단체 복합체를 구성하는 단체에 해당한다. 

TopoSRL에서 제안한 증강기법에서는 단체 복합체 로

부터 베르누이 샘플링에 기반하여 닫힌 단체를 제거한 단

체 복합체 
 과 역시 베르누이 샘플링에 기반하여 열린 

단체를 추가한 단체 복합체   를 생성하는데,  과 


 가 단체증강(simplicial augmentation)에 해당한다. 

TopoSRL은 sub와 rel의 두 가지 손실함수를 정의하였

는데(전체 손실함수는   sub  Lrel로 정의), 

각 손실함수의 정의는 다음과 같다:

sub  
k  

K


i  

Nk



j  

Nk


Ck
  i j W k i j와 

rel 
k 

K


ij 

Nk



i′j′ 

Nk


Ck
ijCk

i′j′
Wk ii′ Wk jj′ . 손실

함수 정의에서 Ck
i  (   )는 단체 복합체  를 구성

하는 단체 표현 간의 거리로 구성된 비용 행렬, Ck
 는 

  과  를 구성하는 -단체 간의 거리로 구성된 비

용 행렬이다. Ck
i의 (,)번째 원소 Ck

ipq는 

Ck
ipq  Zk

ipZk
i q

로 구해지며, Ck
 의 (,)번째 

원소는 Ck
  pq  Z k

 p  Z k
  q 

로 구해진다. 

Z k
i p는  에 속한 -단체 의 표현을 의미하며, Wk

는  에 속한 단체와   에 속한 단체의 관계를 표현

하는 가중치 행렬이다. 
는  에 속한 단체의 개수

를 표시한다. 식에서 알 수 있듯 sub는 인접한 단체들이 

더 가깝게 임베딩되도록 하며, rel은 다른 단체 복합체에 

속하는 단체 쌍들이 유사한 관계를 공유할 때, 임베딩 공

간에서 해당 관계 정보를 유지하면서 동시에 단체 쌍 사이

의 거리를 줄이도록 학습을 진행한다. 

3. Cell Complex

셀 복합체는 단체 복합체를 일반화시킨 것으로 간주할 

수 있는데, 공간에서 한 입체가 가질 수 있는 모양에 제한

이 없다. 셀 복합체에서 셀은 다양한 차원의 볼

(topological ball)과 위상동형인 개체를 의미하며, 셀 복

합체는 셀의 서로소인 합집합에 의해 획득된 위상 공간이

다. [21]에서 정의된 CXN(cell complex neural 

network)은 셀 복합체에서 뉴럴넷 형태의 연산을 가능하

게 해주는 구조로 CXN에서 순전파를 다음과 같이 정의한

다: hcn
k  n  

k hcnk  E
n∈Nadjc

n ⋅. 정의에

서 ∈ 
⋅은

∈ 
  
  hcn

k  

han
k  Fen∈COan cn hen

  

의 축

약형을 의미한다. 정의 과정에서 사용된 기호 중 hcn
l 은 

셀   의 층에서의 특징 벡터, 
 와 



≤  ≤  는 훈련 대상인 미분 가능 함수, 와 

는 미분 가능한 불변환(permutation invariant) 함수, 

 은 셀  및 셀  과 인시던트(incident) 관

계인  -셀들의 교집합,  는 셀 와 인접한 

모든 셀의 집합을 의미한다(셀 복합체에서는 셀 과 셀 

이 
 과 인시던트한 셀 들의 집합에 속할 때 셀 

과 셀 이 인접하다고 정의). 

[22]에서는 셀 복합체를 활용한 셀 어텐션 네트워크(cell 

attention network)를 소개하였다. 셀 복합체, 그중에서

도 셀 복합체는 고차 조합 라플라시안(higher-order 

combinatorial Laplacians)을 이용하여 다음과 같이 정

의할 수 있다: LK  BK
TBK , Lk  Lk lLk u (=

 ), L  B B 
T . 셀 복합체의 정의에서 

B k는 -차 부호 경계 행렬(-th signed boundary 

matrix)을 의미한다.

하부 라플라시안과 상부 라플라시안은 -차 셀의 하부 

인접과 상부 인접 관계의 개체들을 표현한다. 셀 어텐션 

네트워크는 (1) 입력으로 주어진 그래프를 정규 셀 복합체

로 임베딩 (2) 어텐션 리프트를 이용하여 노드 특성으로부

터 에지 특성 추출의 단계를 거쳐 생성되며 [22]에서는 에

지 레벨에서의 어텐션 메시지 패싱 방법을 제시하였다. 정

규 셀 복합체로 임베딩 하는 과정은 [11]에서 소개된 셀률

러 리프팅 맵이 활용되었다. 에지 특성 추출 과정은 어텐

션 리프트를 활용하였다. 어텐션 리프트는 학습 가능한 함

수로 구체적인 정의는 다음과 같다: 

x e  gx ix j  k  
F  an

k x ix j. 여기서 
는 어텐션 

연산을 의미한다. 셀 어텐션 네트워크의 메시지 패싱 알고

리즘은 메시지 교환이 에지 수준에서 발생함에 주목하여 

개발되었다. 번째 메시지 패싱에서 에지 임베딩의 갱신은 
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다음과 같이 진행된다: 

he
l
 lhe

l ⊕k∈Nd
l ead

l he
l hk

l d
l hk

l 

⊕∈ 
  

 he
l hk

l u
l hk

l 

. 

갱신식에서 ⊕는 통합연산을 의미하며 대표적으로 sum, 

mean, max 연산 등이 활용될 수 있다. 
 과 

 은 상부 

및 하부 인접 관계를 활용한 어텐션 기제를 의미한다. 

와 는 어텐션 기제에서 밸류(value)에 해당하는 개체를 

산출하는 역할을 한다. 제안 구조는 TU데이터셋과 

PROTEINS 데이터셋[23]과 같이 복잡한 상호작용을 나타

내는 데이터셋에 적용하여 성능을 확인하였다.

DCM (differential cell complex module)은 입력으로 

주어진 데이터 포인트 간의 고차원 상호작용을 묘사하는 

셀 복합체를 학습한다[24]. DCM의 출력은 갱신된 노드 특

성 행렬과 은닉 셀 복합체를 출력하는데, (1) 은닉 셀 복합

체의 1-스켈레톤을 샘플링한 후(DGM의 역할) (2) 샘

플링된 에지로부터 생성된 사이클에서 다각형을 샘플링하

여(PIM의 역할) 셀 복합체를 학습한다.

DGM (differentiable graph module)은 은닉 

셀 복합체의 1-스켈레톤을 추정하는 역할을 한다. 

DGM의 계산 과정은 다음 식과 같이 표현할 수 있다: 

p i  ENT LNz i . 여기서 은 layer 

normalization을 의미하며, z i는 노드 임베딩 사이의 근

사도 계산 결과를 모은 것으로 

z i  simx  aux i x  aux j와 같이 계산되는데 계

산식에서 sim은 근사도 함수를 나타낸다. x  aux i는 

x  aux i= X   을 통해 확보된다. 이때 X  은 노

드 특성 행렬을 의미하고, 는 학습 가능 함수이다. 마지

막으로 는 [25]에서 소개된 entmax function으

로 다음과 같이 정의된다: 

 s  argmaxu∈du
TsHu. 여기서  는 

 차원의 단체를 는 Tsallis  엔트로피를 의미한다.

PIM (polygon inference module)은 1-스켈레톤에 사

이클 부분집합을 샘플링하여 은닉 셀 복합체의 다각형을 

추정한다. 다각형 확률은 p ENT LNz의 형태로 

계산된다. 와 은 DGM와 같은 의미를 갖는

다. 벡터 z∈R
P (는 추정된 사이클의 개수)에 유사도가 

저장되는데 에지   에 대한 유사도 계산 과정은 다음

과 같다:

x aux i x aux j x aux v

 x  aux i x aux j x  aux i x  aux v

 x  aux j x aux v

또한 X  aux는 X aux   X  aux 로 확보된다. 

4. Achievements and open problems 

단체 복합체나 셀 복합체는 고차원의 상호작용이 존재

할 때 우수한 성능을 발휘한다. 예를 들어, 감염성 질환의 

전파 모델의 모델링 데이터[26]에 대한 링크 예측 작업에

서 BScNets[8]은 ROC-AUC 측도로 98,60의 성능을 달성

하였는데, 동일 작업에 대하여 Hyperbolic graph 

convolutional neural network[26]는 90.80의 성능을 달

성하였고 GCN (graph convolutional neural network)

은 64.70의 성능을 달성하였다. CiteSeer[27]와 같은 일반

적인 그래프 노드 분류 벤치마크에서 DCM[24]은 GCN이 

달성한 69.97의 정확도에 대비하여 78.72의 정확도를 달

성하였다. 

기존의 딥러닝 모델은 유클리드 기하학의 구조로 표현

할 수 있는 데이터에 대하여 우수한 성능을 발휘하였다

[28]. 그러나 의사소통 패턴분석, 그룹 상호작용 데이터의 

분석, 복잡계 시스템에서 창발적으로 발생하는 현상의 분

석 등은 고차원의 상호작용을 표시할 수 있는 표현 구조를 

요구하고 있다[29, 30]. 단체 복합체나 셀 복합체에 기반

한 모델은 그래프 모델의 벤치마크 데이터에서 그래프 기

반 모델보다 우수한 성능을 달성하였으며 네트워크 분석, 

교통흐름 모델링, 경제 현상 모델링, 화학 작용 모델링, 단

백질 상호작용 모델링 등이 가능함을 보였다[28, 31, 32].

단체 복합체 및 셀 복합체 대한 연구가 활성화되기 위해

서는 다음과 같이 몇 가지 해결되어야 하는 한계가 존재한

다고 보고되었다[28]. 첫째, 단체 복합체나 셀 복합체와 같

은 비유클리드 구조를 효율적으로 다룰 수 있는 소프트웨

어 프레임워크가 개발될 필요가 있다. 둘째, 방향성을 갖

는 에지를 취급할 수 있는 효율적인 방법이 개발되어야 한

다. 셋째, 제한된 샘플을 이용하여 단체 복합체나 셀 복합

체를 생성 모델에 적용할 수 있는 접근법이 필요하다.

IV. Conclusions

본 논문에서는 단체 복합체 및 셀 복합체를 적용하여 고

차원의 상호작용을 내포하는 데이터를 분석하는 최신 연

구 성과를 소개하였다. 단체 복합체는 그래프를 일반화한 
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개념이며, 셀 복합체는 단체 복합체를 일반화한 것으로 그

래프 기반 모델보다 고차원의 상호작용 및 관계를 표현할 

수 있다. 본 논문에서는 단체 복합체와 셀 복합체에 대한 

다양한 연구 중 단체 복합체 및 셀 복합체에서의 임베딩 

방법과 컨볼루션 필터의 구성, 어텐션 기제의 활용에 대한 

최신 연구 성과를 요약하였다. 또한, 단체 복합체 및 셀 복

합체에 기반한 모델들의 성능 향상에 필요한 향후 연구 방

향을 간단하게 소개하였다.
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