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History of Studies on the Envelope Curves and
Various Definitions of the Envelope
포락선 연구의 역사와 포락선의 여러 가지 정의

CHANG Jeongwook 장정욱

Research on the caustic, the envelope of light rays, began with the geometric op-
tics studies of Huygens and others in the 17th century. One of the most important
problems in optics in the 17th century was focusing the sun’s rays. This was a
problem that had to be solved in order to manufacture various practical optical in-
struments at the time. Beginning with research on the caustic during this period,
the concept of envelope became generalized and expanded to various fields until
the 19th century. This paper examines the mathematical history involved in the
study of envelope curves. We compare several methods of defining the envelope
and provide an example of calculating the envelope accordingly.
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1 서론

평면이나 공간에서 주어진 어떤 곡선들의 모임에 대한 포락선(envelope curve, 包絡線)
이란 그 모임에 속하는 모든 곡선 각각과 한 점에서 접하는 곡선을 뜻한다. 그리고 공간

에서 주어진 곡면들의 모임에 대해서는 그 모임에 속하는 모든 곡면 각각과 한 점에서 접

하는 곡면을 포락면(envelope surface, 包絡面)이라고 한다. 포락선이라는 용어는 대상을
둘러싸서 포장한다는 의미로 이해할 수 있다. 예를 들어, 그림 1과 같이 평면에서 중심이
한 직선 위에 있고 반지름이 같은 원들의 포락선은 평행한 두 개의 직선이고, 공간에서 포
물면의 모임 x2 + y2 = 4t(z − t) (t ∈ R)에 대한 포락면은 원뿔 x2 − y2 = z2이다.

수학과 경제학에서 포락선 정리(Envelope Theorem)는 여러 형태가 있다. 수학에서 포
락선 정리는 변분법(calculus of variations)에서 축폐선(evolutes)과 관련한 새로운 이론
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Figure 1. Simple examples of envelope curves and envelope surfaces; 포락선과 포락면의 간
단한 예

으로 1894년 제르멜로(Ernst Zermelo, 1871–1953) [30]와 다르부(Jean Darboux, 1842–
1917) [10], 1898년 네사(Adolf Kneser, 1862–1930) [15]에 의하여 소개되었다. 경제학에
서의 포락선 정리는 단기비용 곡선과 장기비용 곡선에 대한 1931년 바이너(Jacob Viner,
1892–1970)의 고전적인 논문 [28]에서 시작되었다. 경제학에서 포락선을 이용하는 한 예
로 그림 2에서와 같이 장기평균비용 곡선(LRAC, long–run average cost)이 단기평균비용
곡선(SRAC, short–run average cost)들의 포락선으로 나타나는 것을 볼 수 있다 [9, 19].

Figure 2. Example of an envelope diagram in economics; 경제학에서의 포락선 관계 도식의
예

물리와 공학의 파동 이론에서는 그림 3에서와 같이 진동하는 신호 파동의 극점들을 연결
하는 부드러운 곡선을 포락선이라고 한다. 이는 접하는 곡선이라는 수학에서의 포락선과는
다른 개념이다.

포락선은 수학의 여러 분야의 연구에도 이용된다. 클레로(Clairaut)의 방정식 같은 예에
서 상미분방정식의 일반해를 곡선의 모임이라고 할 때 그 포락선이 주어진 상미분방정식의

특수해가 된다. 1계 편미분방정식에서는 단순한 해들로부터 더 복잡한 해를 만들어내는

방법으로 포락선을 이용하기도 한다. 1계 편미분방정식에 대한 몽쥬 원뿔(Monge cone)
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Figure 3. Envelopes for waves in physics and engineering; 물리와 공학에서의 파동에 대한
포락선

은 포락선과 연관된 개념이다. 리만기하에서 어떤 리만다양체의 한 점 P를 지나는 측지선

(geodesic)들의 모임이 포락선을 가지면 점 P가 각 측지선이 포락선과 교차하는 점에서

켤레점(conjugate point)를 가진다는 사실이 알려져 있다. 이 사실은 더 일반적으로 변

분법(calculus of variation)에서 함수들에 대하여 적용된다. 이외에도 행렬이론(matrix
theory), 쌍곡기하(hyperbolic geometry) 등의 수학 분야에서도 포락선이 이용된다.

포락선 연구는 미분기하의 초기 시대라고 할 수 있는 17세기에 광학 도구 개발의 필요
에 의하여 연구된 초면(caustic, 焦面), 즉 광선의 포락선에 대한 연구에서 시작되었고, 이
후 초면은 광선뿐만 아니라 파동을 다루는 여러 분야에서 다루게 되었다. 초면이 중요한
역할을 하는 기술 분야로 수중음향학(hydroacoustics)과 항공음향학(aeroacoustics)을 들
수 있다. 이러한 분야에서 초면과 관련된 효과를 비균질 또는 비선형 매질에서 소리의 전
파와 연결하여 분석한다 [6, 21]. 또한 레이저 초점 품질을 평가를 위한 레이저 기술 [18],
원통형 거울을 이루는 광섬유들을 통한 빛의 전달을 연구하는 광섬유 통신 [5]에서도 실질
적으로 사용된다. 그리고 우주의 아주 먼 영역을 탐색하는 천문학에서 멀리 있는 별에서
방출된 빛을 관측할 때 별과 관측자 사이에 있는 거대한 물체의 중력장에 의한 빛의 편향

(deflection)에 의하여 초면이 만들어지는데, 여기에서 중력장은 렌즈 역할을 하며 지구에
도달하는 별의 이미지는 사실 ‘중력 렌즈 현상’의 결과로 형성된 초면의 단면이고, 이를
분석하여 중요한 정보를 얻는다 [20].

이 논문에서는 포락선 곡선 연구에 관련된 수학적 역사를 살펴보고 포락선을 정의하는

몇 가지 방법을 비교하여 그에 따라 포락선을 구하는 예을 제시한다.

2 포락선 연구의 역사

포락선 연구는 미분기하의 초기 시대라고 할 수 있는 17세기에 광선의 포락선인 초면

(caustic, 焦面)에 대한 연구에서 시작되었고, 이후 19세기까지 ‘envelope’이라는 용어가
자연스럽게 널리 사용된 것으로 보인다. 영어 단어 caustic의 어원은 태운다는 의미의 그
리스어 καυστóζ이다. 17세기에 광학에서 가장 중요한 문제의 하나가 태양 광선을 초점
에 모으는 것이었고, 이는 당시의 여러 실용적인 광학기구 제작을 위하여 해결해야 하는

문제였다. 여기에서 초면 곡선은 반들거리는 곡면에 반사된 광선의 포락선(catacaustic) 또
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는 주어진 면에 의하여 굴절된 광선의 포락선(diacaustic)으로 나타났다. 광선의 포락선인
초면에 대한 이론은 17세기에 호이겐스 [14](Christiaan Huygens, 1629–1695), 배로우
(Isacc Barrow, 1630–1677), 뉴턴 (Isaac Newton, 1643–1727) 등의 많은 뛰어난 수학자
들에 의하여 기하적 광학과 연관하여 연구되었다. 이러한 초면 곡선들이 수학의 역사에서
포락선의 많은 예를 제시했고, 원에 반사된 광선들의 초면 곡선의 길이를 구하는 라이프니
츠(Leiniz, 1646–1716) 등의 연구로 이어졌다.

라이프니츠 시대 이전에는 본격적으로 미분기하학(differential geometry)이라고 할 수
있는 연구는 없었다. 이전에도 기하학에 무한소를 적용한 사례는 많았지만 곡선, 곡면, 입
체에 대한 길이, 넓이, 부피를 구하는 문제와 특별한 곡선에 대한 연구 등이었으며 미분기
하학에서는 연구 주제가 아니라 간단한 예시 정도로만 언급되는 내용이다. 케플러(Kepler),
데카르트(Descasrtes), 페르마(Fermat), 카발리에리(Cavalieri) 등의 곡선과 무한소에 대한
많은 새로운 연구들은 대부분 매우 특수하거나 매우 일반적인 성격의 것이었다.

미적분학이 기하학에 최초로 활용된 것은 초면 곡선의 길이나 둘러싼 넓이를 구하는 문

제였다. 그리고 역문제로 광선의 출발점과 초면 곡선을 먼저 정하고, 이를 만드는 거울면의
모양을 찾는 문제(anticaustic)도 연구되었다. 미분기하학의 초기 역사에서 중요한 위치를
차지하는 1673년 발간된 호이겐스의 진자 시계에 관한 저서 Horologium oscillatorium
에서 정확한 방법으로 시간을 측정하는 문제에 대한 새로운 수학적 이론을 제시했다. 이
책의 장 중 하나는 평면에서 축폐선(evolute, 縮閉線)과 신개선(involute, 伸開線)에 대한
완전한 이론을 제시하고 있다. 축폐선에 대해 본래의 곡선을 신개선이라고 한다. 축폐선은
본래의 곡선(신개선)의 법선군(法線群)의 포락선이다. 축폐선을 본래 곡선으로 생각하면

신개선은 본래의 곡선(축폐선)에 접하는 한 직선을 곡선을 따라 움직일 때 직선 위의 한

정점이 그리는 곡선이 된다. 호이겐스는 진자의 진동주기가 위도에 따라 달라지지 않는

사이클로이드 진자 문제를 축폐선과 신개선 이론으로 설명했다 [26].

빛의 실체가 무엇인가 하는 문제는 17세기 후반 이후 몇 백년 동안 과학자들이 논쟁을
벌여온 문제였다. 호이겐스는 저서 《빛에 대한 논고》(Traité de la Lumière, 1690)에서
빛의 파동성에 근거하여 빛이 어떻게 전파하여 나가는 지에 대한 원리를 기술했다. 호이겐
스 원리(Huygens’ principle)로 불리는 이 원리는 파면(wave front)의 각 점들이 새로운
구면파를 발생시키는 점광원이 되고, 무수히 많이 생기는 이 구면파의 바깥쪽 포락선이 그
다음 파면을 형성한다는 것이다.

호이겐스는 이 이론에 기초하여 빛의 반사와 굴절의 법칙을 기하학적으로 설명할 수 있

었다. 우리가 스넬의 법칙(Snell’s law)이라고 부르는 일반 굴절(ordinary refraction)의
원리를 호이겐스가 다음과 같은 도식 [Figure 4]으로 이해하였다.
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Figure 4. Huygens’ principle for the propagation of light in a plane; 평면에서의 빛의 전파
에 대한 호이겐스의 원리

Figure 5. Refraction of light by Huygens’ principle; 호이겐스의 원리에 의한 빛의 굴절

여기에서 빛 파동이 진행 속도가 더 높은 매질에서 진행 속도가 더 낮은 매질로 일정한

방향으로 진행할 때, 선분으로 나타낸 연이은 파면(wave front)이 매질의 경계면을 일정
한 각을 이루면서 통과한다. 이때 경계면에 도달한 순서에 따라 각 점광원에서 발생하는
구면파의 포락선이 빛의 원래 진행 방향에서 꺽여 진행하는 굴절 현상이 나타나는 것을 볼

수 있다.

한편 뉴턴은 저서 《광학》 (Opticks, 1704)에서 빛은 작은 입자의 흐름이라고 주장했다.
이 당시의 실험 기술로는 파장이 매우 짧은 빛의 파동적 성질을 확인할 수 없었고, 또 뉴
턴의 권위로 인해 입자 이론이 우세하였다. 이후 1821년 프레넬(Augustin–Jean Fresnel,
1788–1827)이 호이겐스의 파동 이론을 받아들여 빛의 직선 전파(rectilinear propagation)
와 회절 현상(diffraction effects)을 완벽하게 설명하여 오늘날 호이겐스 원리를 호이겐스–
프레넬 원리(Huygens–Fresnel principle)라고도 부른다. 결과적으로 빛이 때로는 파동으
로 때로는 입자로 작용하는 이중성을 설명하고자 했던 아인슈타인(Albert Einstein, 1879–
1955), 플랑크(Max Planck, 1858–1947), 드 브로이(Louis de Broglie, 1892–1987), 보어
(Neils Bohr, 1885–1962), 슈뢰딩거(Erwin Schrödinger, 1887–1961)를 비롯한 여러 과

학자의 연구에서 양자역학이 탄생했다.

빛의 포락선, 즉 초면에 관한 연구들이 17세기 후반까지 활발하게 이루어지면서 초면

의 실험적, 기하적, 대수적인 모든 면이 흥미로운 연구 대상이 되었다. 이후 제이콥 베르
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누이(Jakob Bernoulli, 1654–1705)와 존 베르누이(Johann Bernoulli, 1667–1748)가 초

면 곡선에 대한 연구를 발전시켰다. 최초의 미분학(Differential Calculus) 교재인 1696년
로피탈(L’Hôpital, 1661–1704)의 저서 Analyse des infiniment petits pour l’intelligence
des lignes courbes의 목차를 보면 17세기에 이미 초면 곡선은 주요 주제였음을 알 수 있다
[11]. 이러한 초기 기하적 광학 연구는 17세기 끝 무렵 미분기하학의 기본적 원리가 되었
고, 수리물리학이라는 새로운 분야의 토대가 되었다 [24]. 19세기에 이르러 광학 현상은

3차원에서의 광선 시스템, 직선의 합동에 대한 연구로 이어졌다. 1808년 말루스(Etienne
Malus, 1775–1812)가 어떤 곡면에 수직인 곡선들의 모임을 나타내는 수직 합동(normal
congruence)이라는 개념을 도입했다. Malus–Dupin의 정리는 한 곡면에 대한 수직 합동
직선들은 몇 번의 반사와 굴절을 거쳐도 역시 수직 합동임을 보였다 [11].

기하적 광학에 대한 책들 [12], [13]에서 초면에 대한 연구를 찾을 수 있고, 곡선에 대한
책들 [16], [17]에서도 언급되었다. 케일리(Arthur Cayley, 1821–1895)가 1857년에 쓴 논
문 [8]에서 반사뿐만 아니라 굴절에 대해서도 연구하였으며, 원의 경우에 자세한 계산을

하였다. 3차원 공간에서 포물면의 초면 등의 특정 초면에 대한 연구는 세이델(P. L. von
Seidel, 1821–1896)에 의하여 정립되었다 [25].

종이를 접어 포락선을 나타내는 다양한 방법에 대한 관심도 나타났으며, 특히 종이를

접어 포물선이 나타나도록 하는 방법은 잘 알려져 있다. Row가 1917년에 출간한 짧은 책
[23]은 이 방법을 비롯하여 기하적 종이접기에 관한 많은 흥미로운 내용을 포함하고 있다.
Yates의 1952년 책 [29]에서 이 방법을 소개하고 있으며, 이외에도 많은 곡선에 대하여

풍부한 정보를 담고 있다. Pohl이 1986년 출간한 스트링 디자인에 관한 책 [22]에는 이

방법에 대한 또 다른 접근법이 소개되어 있다.

포락선에 관한 수학적 이론의 고전적인 결과를 Arnold [1]의 9장과 [27]에서 찾아볼 수
있다. 특히 Arnold 등의 책([2], [3], [4])에서 파면(wave fronts)과 초면의 특이점을 연구
하여 Lagrangian mapping과 Legendrian mapping에 관한 이론을 발전시켰다.

3 현대 미분기하학에서 포락선을 정의하는 여러 가지 방법

초기 연구부터 현대에 이르기까지 포락선의 직관적인 정의는 주어진 여러 곡선과 각각

한 점에서 접하는 곡선이 될 것이다. 그러나 이러한 정의를 통하여는 직접적인 계산을 하기
어렵다는 단점이 있다. 따라서 포락선의 효율적인 응용을 위하여 동치가 아니더라도 여러
가지의 정의를 생각하려는 노력이 있어 왔다. 예를 들어 계산의 편리를 위하여 다변수함수
와 그 편미분을 포함하는 연립방정식을 만족하는 점들의 집합으로 정의하는 방식이 널리

사용된다. 그런데 이 정의를 따르면 직관적인 정의에 따르는 포락선 이외의 다른 곡선이



CHANG Jeongwook 99

나타나는 경우가 생기기도 한다. 이 절에서는 포락선의 몇 가지 정의와 그에 따른 포락선의
예를 통하여 각 정의들의 차이를 간단히 살펴보고자 한다.

다음 그림에서 직선 y = 1과 y = −1에 각 원 (x − t)2 + y2 = 1이 한 점에서 접하며,
그 접점에 가까운 근방에 그 원과 가까이 있는 원의 교점이 놓인다. 이러한 직선 y = 1과

y = −1을 주어진 원들의 모임 F (t, x, y) = (x − t)2 + y2 − 1 = 0에 대한 포락선으로

정의하는 것이 일반적인 개념이다.

Figure 6. The concept of envelope; 포락선의 개념

열린구간에서 변하는 t에 대하여 부드러운 함수(smooth function)인 다변수함수 F (t, x, y)

를 생각하고, 곡선들의 모임 F (t, x, y) = 0에 속하는 각 곡선을 집합 Γ(t)로 나타내자. 즉,

Γ(t) = {(x, y) | F (t, x, y) = 0} .

이제 F (t, x, y) = 0으로 주어진 곡선들의 모임에 대한 포락선의 정의 세 가지를 살펴보도

록 한다.

정의 1: 다음과 같이 정의되는 점들의 집합 E1을 곡선의 모임 F (t, x, y) = 0의 포락선이라

한다.
E1 =

{
(x, y) | 어떤 t에 대하여 F (t, x, y) =

∂F

∂t
(t, x, y) = 0

}
.

예 1. 실수 t마다 주어진 곡선의 모임 F (t, x, y) = (x− t)2 + y2 − 1 = 0에 대하여

∂F

∂t
(t, x, y) = 2(t− x) = 0

과 연립하여 풀면 x = t, y2 = 1을 얻는다. 따라서 정의 1에 따라 직선 y = 1과 y = −1이

포락선이다. ♦

정의 2: 곡선의 모임 F (t, x, y) = 0에 속하는 각 곡선을 Γ(t)라 할 때, 같은 극한으로 수렴
하는 어떤 두 수열 tn ̸= t′n에 대하여 두 곡선의 교점 (xn, yn) ∈ Γ(tn)∩Γ(t′n)이 수렴하는

점 (x, y)의 집합 E2를 곡선의 모임 F (t, x, y) = 0의 포락선이라 한다.
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예 2. 그림 6에서 직선 y = 1과 y = −1 위에 있는 점 (x, y)는 원 두 개를 점점 가까이

잡으면서 교점 (xn, yn)을 찍을 때 (xn, yn)의 극한점으로 볼 수 있다. 따라서 정의 2에
따라 직선 y = 1과 y = −1이 포락선이다. ♦

정의 3: 곡선의 모임 F (t, x, y) = 0에 속하는 각 곡선을 Γ(t)라 할 때, 어떤 부드러운 곡
선 E3이 존재하여 각 t에 대하여 곡선 Γ(t) 위의 어떤 점 (X(t), Y (t))에서 두 곡선 E3와

Γ(t)가 같은 접선을 가지면, 곡선 E3를 곡선의 모임 F (t, x, y) = 0의 포락선이라 한다.

예 3. Figure 6에서 직선 y = 1과 y = −1은 각 원 Γ(t)과 점 (X(t), Y (t)) = (t, 1)

또는 (X(t), Y (t)) = (t,−1)에서 접한다. 따라서 정의 3에 따라 직선 y = 1과 y = −1이

포락선이다. ♦

이러한 세 가지 정의의 포락선이 항상 일치하는 것이 아니다. 이 중 정의 3이 직관적인
기하적 접근 방식이라고 할 수 있다. 일반적으로 E2 ⊂ E1, E3 ⊂ E1인 관계가 성립하며,
E2 = E1, E3 ⊂ E1, E3 ⊂ E2가 각각 성립하는 특정한 조건이 알려져 있다 [7]. 특히
E2 = E1이 성립하는 조건을 다음 정리에서 확인할 수 있다.

정리 1: 모든 (x, y) ∈ E1 ∩ Γ(t)에 대하여
∂2F

∂t2
(t, x, y) ̸= 0이 성립하고, F (t, x, y) = 0

을 만족하는 모든 (t, x, y)에 대하여
∂F

∂x
̸= 0 또는

∂F

∂y
̸= 0 중 하나가 성립하면 E2 = E1

이다.

위의 정리 1의 조건을 만족하지 않으면 E1이 E2와 일치하지 않는 경우가 있음을 다음과

같은 간단한 예에서 볼 수 있다.

예 1-1. Figure 7에서 원 (x − t3)2 + y2 = 1들의 포락선은 직선 y = 1과 y = −1이다.
이는 Figure 6에서와 같이 마찬가지이다.

Figure 7. The envelope of the family of circles (x − t3)2 + y2 = 1; (x − t3)2 + y2 = 1의
포락선
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그런데 여기에서 정의 1을 적용하여 F (t, x, y) = (x− t3)2 + y2 − 1 = 0과

∂F

∂t
(t, x, y) = −6t2(x− t3) = 0

을 동시에 만족하는 점 (x, y)를 모두 찾아 포락선 E1을 구하면 y = 1과 y = −1뿐만

아니라, t = 0일 때의 원 Γ(0) : x2 + y2 = 1도 포함된다. 그러나 원 x2 + y2 = 1은 정의

2나 정의 3에 의한 포락선이 될 수 없다. 여기에서
∂2F

∂t2
(t, x, y) = −12t(x− t3) + 18t4

은 t = 0일 때, 즉 (x, y) ∈ E1 ∩ Γ(0)에서
∂2F

∂t2
(t, x, y) = 0이 되어 정리 1의 조건을

만족하지 않는다. ♦

한편 F (t, x, y) = 0꼴로 주어지지 않고 x, y가 각각 어떤 매개변수 s의 식으로 주어진

곡선들, 즉 두 개의 매개변수 t와 s의 식으로 주어진 곡선들의 모임에 대해서는 포락선의

정의를 다음과 같이 세울 수 있다.

정의 4: 각 t 마다 곡선 Γ(t)가 x, y가 매개변수 s로 표현되는 곡선으로 주어지는 경우, 즉

Γ(t) : x = x(t, s), y = y(t, s)

인 경우를 생각하자. 이때 Γ(t)의 식과 함께 식∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂t

∂x

∂s
∂y

∂t

∂y

∂s

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

을 만족하는 점들의 집합 E4을 곡선의 모임 Γ(t) : x = x(t, s), y = y(t, s)의 포락선이라

한다.

예 4. Figure 6의 원들이 실수 t마다 Γ(t) : x(t, s) = t+cos s, y = sin s (0 ≤ s ≤ 2π)으

로 주어졌을 때, 식 ∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂t

∂x

∂s
∂y

∂t

∂y

∂s

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣1 − sin s

0 cos s

∣∣∣∣∣ = cos s = 0

과 연립하면 x = t, y = ±1을 얻는다. 따라서 정의 4에 의하여 두 직선 y = ±1이 포락

선이다. ♦

마지막으로 정의 1과 정의 4를 사용하여 포락선의 식을 찾는 예 세 개를 더 살펴보도록

한다.
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예 5. 매개곡선 x(θ) = cos θ + θ sin θ, y(θ) = sin θ − θ cos θ (0 ≤ θ < ∞)의 축폐선

(evolute)을 포락선의 정의 1을 이용하여 찾아보자. 곡선 위의 점 (x(θ), y(θ))에서의 접선

의 기울기는

dy

dx
=

dy

dθ
dx

dθ

=
cos θ − cos θ + θ sin θ

− sin θ + sin θ + θ cos θ =
θ sin θ

θ cos θ = tan θ

이므로 점 (x(θ), y(θ))에서의 법선의 방정식은

y = − 1

tan θ
(x− (cos θ + θ sin θ)) + sin θ − θ cos θ

이다. 이 식을 정리하면 y sin θ− sin2 θ+ θ sin θ cos θ = −x cos θ+ cos2 θ+ θ sin θ cos θ,
즉,

y sin θ + x cos θ = 1

을 얻는다. 이 곡선의 모임 F (θ, x, y) = y sin θ + x cos θ = 1에 대하여

∂F

∂θ
(θ, x, y) = y cos θ − x sin θ = 0

과 연립하면 x = cos θ, y = sin θ이다. 따라서 정의 1에 의하여 원 x2 + y2 = 1이 포락선

이다.
Figure 8에서 주어진 나선의 법선들에 대한 포락선, 즉 주어진 나선의 축폐선이 원 x2+

y2 = 1임을 볼 수 있다. 참고로 이 그림에서 주어진 나선의 모양이 아르키메데스 나선

(Archimedean Spiral)과 비슷해보이지만, 정확히 같은 것은 아니다.
한편, 이 문제의 역으로 원 x2 + y2 = 1에 대하여 정의에 따라 신개선을 구해보면 매개

곡선 x = cos θ + θ sin θ, y = sin θ − θ cos θ (0 ≤ θ < ∞)으로 얻어지는 것을 확인할 수

있다. ♦

Figure 8. The evolute of the parametric curve x = cos θ + θ sin θ, y = sin θ − θ cos θ (0 ≤
θ < ∞); 매개곡선 x = cos θ + θ sin θ, y = sin θ − θ cos θ (0 ≤ θ < ∞)의 축폐선

예 6. 타원들의 모임 x2

t2
+

y2

(1− t)2
= 1 (0 < t < 1)에 대한 포락선을 정의 4를 이용하여

찾아보자.
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각 타원을 곡선 Γ(t) : x(t, θ) = t cos θ, y = (1− t) sin θ (0 ≤ θ ≤ 2π)로 나타내고, 식∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂t

∂x

∂θ
∂y

∂t

∂y

∂θ

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ cos θ −t sin θ

− sin θ (1− t) cos θ

∣∣∣∣∣ = (1− t) cos2 θ − t sin2 θ = cos2 θ − t = 0

과 연립하면 x = cos3 θ, y = (1−cos2 θ) sin θ = sin3 θ을 얻는다. 따라서 x
2
3 +y

2
3 = 1이

포락선의 식이다.
Figure 9에서 주어진 타원들의 모임에 대하여 마름모별 모양(astroid)의 포락선을 볼 수

있다. ♦

Figure 9. The envelope of the family of ellipses x2

t2
+

y2

(1− t)2
= 1 (0 < t < 1); 타원들의

모임
x2

t2
+

y2

(1− t)2
= 1 (0 < t < 1)의 포락선

예 7. 타원들의 모임 x2

t2
+

y2

1− t2
= 1 (0 < t < 1)에 대한 포락선을 정의 4를 이용하여

찾아보자.
각 타원을 곡선 Γ(t) : x(t, θ) = t cos θ, y =

√
1− t2 sin θ (0 ≤ θ ≤ 2π)로 나타내고, 식∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂t

∂x

∂θ
∂y

∂t

∂y

∂θ

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
cos θ −t sin θ

− t√
1− t2

sin θ
√
1− t2 cos θ

∣∣∣∣∣∣ =
cos2 θ − t2√

1− t2
= 0

즉, 식 |t| = | cos θ|과 연립하면 |x| = cos2 θ, |y| = sin2 θ을 얻는다. 따라서 |x| + |y| =

1이 포락선의 식이다.
그림 10에서 주어진 타원들의 모임에 대하여 정삭각형 마름모 모양의 포락선을 볼 수

있다. ♦
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Figure 10. The envelope of the family of ellipses x2

t2
+

y2

1− t2
= 1 (0 < t < 1); 타원들의

모임
x2

t2
+

y2

1− t2
= 1 (0 < t < 1)의 포락선
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