
I. 서  론

초음파의 산업적 응용에 있어서 란주반형 트랜스

듀서는 매우 넓은 분야에서 활용되고 있다.[1-3] 초음

파 트랜스듀서의 동력적인 응용분야에 있어서는 면

내 진동의 절에 해당하는 위치에 프렌지를 두어 트

랜스듀서의 고정점에 의한 영향을 최소화 하는 것이 

일반적이다.[4-6] 그러나 란주반형 초음파 트랜스듀
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초    록: 란주반 트랜스듀서에 의해 강제 진동되는 원형 진동판으로부터 방사되는 음장의 분포를 해석하기 위하여 

L. Rayleigh에 의해 도출된 진동 원판의 운동방정식을 기초로 구동 영역 및 고정 경계영역의 경계 조건을 적절히 적용

하여 이론적 해석모델을 도출하였다. 도출된 해석모델을 이용하여 진동 원판의 표면에 분포하는 진동 변위를 계산하

고 이로부터 방사되는 초음파에 의해 형성되는 음장을 계산한 결과, 진동 원판의 넓이에 따라 방사 특성이 크게 변함을 

확인할 수 있었다. 비교를 위하여 유한요소법인 COMSOL 프로그램을 사용하여 동일한 시스템에 대한 시뮬레이션을 

수행한 결과 이론 계산 결과와 좋은 일치를 보여 본 연구에서 도출한 이론적 해석모델의 유효성을 확인할 수 있었다. 

본 연구에서 도출한 이론적 해석모델은 초음파 화학분야 등 관련 디바이스의 설계 및 개발에 활용될 수 있을 것으로 

기대된다.
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서의 효율을 고려하여 대칭적인 진동분포를 선택하

는 응용의 경우, 진동의 절에 해당하는 위치에는 압

전 세라믹 진동자가 삽입되어 트랜스듀서의 고정점

은 불가피하게 진동의 절이 아닌 경우가 많다.[7,8] 란

주반형 초음파 트랜스듀서를 상용으로 사용하고 있

는 초음파 세척기의 경우, 일반적으로 란주반 트랜

스듀서는 진동면을 수조면에 부착하여 사용한다. 이 

경우 초음파 진동에너지는 수조의 바닥 면뿐만 아니

라 측면으로 전달되어 음향 매질로의 에너지 전달이 

비효율적이다. 음향 매질로의 효율적인 음향에너지 

전달뿐만 아니라 다양한 응용에 있어서 목적에 맞는 

최적의 설계를 위해서는 수조 내의 음향 매질에 전

달되는 방사 특성을 예측할 수 있는 효율적인 방법

이 요구된다. 일반적으로 트랜스듀서의 음향 특성 

해석에 널리 이용되고 있는 유한요소법에 따른 예측 

방법은 방대한 계산시간과 구조물들의 정확한 물성

값 요구와 같은 제약조건이 있어, 보다 실용적인 해

석법이 필요하다.[9-11]

본 연구에서는 란주반형 트랜스듀서에 의한 음향 

매질 내의 방사 특성을 개선할 목적으로, 란주반형 

초음파 트랜스듀서의 방사면에 일정 면적의 원형 진

동판이 부착된 모델을 제안하고, 이 경우에 대한 원

형 진동판의 강제진동 해석을 수행하여 이론적 해석

법을 도출한다. 

원형 판의 진동에 관한 연구는 이미 1920년대부터 

많은 학자에 의해 다양한 목적으로 연구가 수행되었

다.[12-17] Laura et al.[18-20]은 간단한 다항식 표현을 사용

하는 방법으로 원형 진동판의 경계조건에 따른 자유

진동을 해석하였다. 그러나 이들은 외부의 구동력에 

의한 강제진동에 대한 해석까지는 고찰하지 못하였

다. 그 후 이들은 이론을 확장하여 정현적인 강제진

동이 가해지는 원형 평판에 적용하여 이론적 해석 

결과를 보고하였다.[21] 이들의 해석에서는 적용된 

외력이 원형 평판 전면에 걸쳐 일정하게 가해지는 

경우로, 원형 평판의 일부 면적에만 외력이 가해지

는 조건에서는 적용이 적절하지 못하다.

본 연구에서 제안된 모델의 강제진동 해석에 있어

서는 Rayleigh[22]에 의해 도출된 원판 진동체의 운동

방정식을 도입한다. 가장자리가 고정된 원판의 중심

에 부착된 란주반형 트랜스듀서에 대해, 경계조건 및 

구동력의 방사면을 고려한 강제진동에 대한 해를 도

출한다. 도출된 이론적 해석법은 유한요소법에 따른 

결과와 비교함으로써 그 유효성을 확인한다.

II. 이론적 해석법

Fig. 1은 란주반형 트랜스듀서의 방사면에 원형 진

동판이 부착된 경우에 대한 강제진동 모델을 나타낸 

것이다. 가장자리가 고정된 반지름 인 얇은 원판의 

중앙에 반지름 인 방사면을 가진 란주반형 트랜스

듀서가 고정되어 형태로 구동력이 작용하고 

있다. 주변이 고정된 원형 진동판에 대한 강제진동

의 변위 는 다음과 같은 운동방정식을 만족한다.[9]

∇  



, (1)

여기서 

 


 (2)

이며, , ,  및 는 원형 진동판의 밀도, 포아송비, 

영률 및 두께를 각각 나타낸다. 또한  는 구동 외력

의 진폭이고, 는 그 외력의 각진동수이다. 진동판

의 반지름을 라 두면 가장자리가 고정된 원형 진동

판의 주변에 대한 경계조건은 다음과 같다.

  ,  


 , at   . (3) 

x

a1 a

Fig. 1. (Color available online) Vibration model of 
Langevin ultrasonic transducer attached with fixed 
rim circular plate.
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한편, Eq. (1)의 해를 도출하기 위해서는, 우선 고

유진동의 해를 구하여 원형 진동판의 자유진동에 대

한 고윳값을 구할 필요가 있다. 이에 본 연구에서는 

강제진동 해석을 하기에 앞서 자유진동의 해를 먼저 

도출하고 이를 통해 강제 구동력이 인가된 상황에 

해당하는 강제진동 해를 도출하고자 한다.

자유진동의 해를 구하기 위해 운동방정식을 다음

과 같이 변형한다.

∇   . (4)

Eq. (4)의 방정식을 만족하는 해는, 아래의 두 개의 2

차 선형미분 방정식에 대한 해들의 1차 결합으로 나

타낼 수 있다.

∇   , (5)

∇   . (6)

Eqs. (5)와 (6)의 해는 Bessel 함수의 조합으로 나타낼 

수 있다. 더욱이,   에서 유한진폭을 갖는 진동임

을 고려하면, Eq. (4)의 해는 다음과 같은 형태를 보이

게 된다.

  , (7)

여기서 는 제1종 0차 베셀함수, 는 제1종 0차 변

형 베셀함수이다.

Eq. (7)의 미정계수  및 를 도출하기 위하여 Eq. 

(3)의 경계조건을 적용하면, 

 , (8)

  (9)

와 같은 관계식이 구해지며 와 는 다음의 관계식

을 만족시키는 고윳값들에 의해 관계지어진다.







. (10)

Eq. (10)의 고윳값은 Table 1에 나타낸 바와 같다.

한편, Eq. (2)의 에 위의 고윳값을 적용하면, 고유 

각진동수는

 








(11)

로, 각 고윳값에 해당하는 각진동수 형태로 표현할 

수 있다. 또한 미정계수들도 고윳값을 적용하여 다

음과 같은 관계로 표현된다.










. (12)

이상의 관계들을 적용하면 고윳값들에 대한 진동변

위는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

  





, (13)

여기서   


이다. 따라서 자유진동에 대한 원형 진

동체의 진동 변위에 대한 일반해는 모든 고윳값에 

대한 진동 변위의 전체 합으로 다음과 같이 표현될 

수 있다.

 




   









   





, (14)

여기서 

  


 (15)

이다.

Table 1. Eigenvalues of Eq. (10).

m 1 2 3 4 ...

   3.1961 6.3064 9.4395 12.577 ...
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한편, 본 연구에서 수행하고자 하는 강제진동은, 

원형 진동체에 외력 를 인가하는 경우로, Eq. 

(1)의 시험해는, 상술한 고유진동 해의 형태를 도입

하면, 다음과 같은 급수 형태로 둘 수 있다.

 


. (16)

또한 외력의 진폭 분포도 다음과 같은 형태로 둘 수 

있다.

 


. (17)

Eqs. (16)과 (17)을 Eq. (1)에 대입하면 다음과 같은 관

계로 표현할 수 있다.

∇ 


 






. (18)

한편, 고유진동 해에서    


인 경우,

∇  





 (19)

이므로 이를 Eq. (18)에 적용하면 미정계수인 은 

다음과 같은 형태로 도출된다.

 





 


. (20)

상술의 관계식들로부터 가장자리가 고정된 원판의 

강제진동 변위에 대한 정상해는 Eq. (21)의 형태로 정

리할 수 있다.

 







 


, (21)

여기서 Eqs. (17) ~ (21)에 표현된 전개 계수 은 구

동력이 원형 진동체에 전달되는 힘의 분포를 나타내

는 것으로 다음과 같이 표현된다.

  


 

, (22)

여기서 는 단위면적당의 힘이다. 본 연구에서 대

상으로 하는 란주반 트랜스듀서의 경우는, Fig. 1에 

보여진 바와 같이, 구동력이 작용하는 영역은 반경 

인 원 내부에만 일정하게 분포하는 것으로 간주할 

수 있다. 따라서 Eq. (22)의 적분 범위는 부터 까

지이고, 원판의 반경 로 규격화시켜서 의 범위를 

  


 로 하여 적분을 수행한 결과, 전개 계수 

은 다음과 같이 구해진다.

 

 





 



 

 





. (23)

따라서, Eq. (15)와 Eq. (23)을 Eq. (21)에 대입하면, 가

장자리가 고정된 진동원판의 강제진동에 의한 진동

변위가 도출된다.

III. 결과 및 분석

이론해석에서 도출된 진동변위 Eq. (21)을 이용하

여, 가장자리가 고정된 원형판의 강제진동에 대한 

진동변위 분포 및 방사 특성을 조사하였다. Fig. 1에 

있어서 원형 진동판의 물성값 및 두께에 대한 설정

값은 Table 2에 정리하여 나타내었다. 또한 란주반 

트랜스듀서 방사면의 반지름은   × m, 

구동 주파수   × Hz로 설정하였고, 음향매

질은 물로 가정하였다. 트랜스듀서에 부착되는 원형 

진동판의 반지름은  = 29.6 mm, 39.5 mm, 49.3 mm, 

59.2 mm 등 4가지 경우에 대해 계산하였다.

Eq. (21)을 이용하여 계산된 진동 원판의 진동 변위 

분포를 Fig. 2에 나타내었다. 그림에서 수직축은 진동

Table 2. Thickness and physical properties of circular 
plate.

Thickness 
(mm)

Density 
(kg/m3)

Poisson ratio
Young’s modulus 

(MPa)

1.0 7850 0.3 205
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진폭, 수평축은 원형 평판의 반지름 방향을 나타낸

다. 본 연구에서는 진동 형태에 관심이 있으므로 진

동변위의 크기는 규격화하였으며, 원판의 반지름 방

향인 방향의 진동모드만을 고려하기로 한다. 이는 

원형 진동판은 중심의 비교적 넓은 영역이 란주반형 

트랜스듀서의 방사면으로 고정되어 있으며 원판 주

위의 경계면 역시 고정된 경계 조건을 갖고 있어 중심

축에 대칭인 진동모드 이외의 진동 모드는 발생하기 

어렵다. Fig. 2에서 빨간선이 진동변위를 나타낸 것

이고, 진동변위가 0인 위치의 검은선은 진동 원판의 

반지름의 길이를 나타낸 것이다. 진동 원판의 크기 

변화에 따른 진동변위 형태를 보면, 란주반 트랜스듀

서의 반지름() 영역에 해당되는  ≦  ≦  mm 

범위 내에서는 일정한 힘을 가하므로 균일한 변위를 

보이고 있으나,    영역에서는 원형 진동판의 반

지름에 따라 상이한 굴곡 진동 형태를 보인다. 원판

의 반지름    mm인 경우의 결과인 Fig. 2(a)를 

보면, 트랜스듀서의 반지름 과의 차이가 약 7 mm 

정도로 매우 작아 원판의 정상상태의 진동 모양은 매

우 단순한 형태를 보인다. Fig. 2(b)의 결과는, 원판의 

반지름 와 트랜스듀서의 반지름 의 차이가 약 17 

mm 정도로, 진동판의 진동할 수 있는 영역이 늘어남

에 따라 반파장의 형태를 지닌 진동 변위 모양을 보여

준다. 진동 원판의 면적이 더욱더 증가한 경우인 Fig. 

2(c)와 (d)에서는 진동 가능한 영역이 증가함에 따라 

파장이 증가한 형태의 진동 형태가 나타남을 확인할 

수 있다. 

50 kHz로 구동되는 란주반 트랜스듀서에 의해 강

제진동 하는 원형 진동판에 의한 음향방사 특성을 
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Fig. 2. (Color available online) Normalized vibration 
displacement depending on the radius of circular 
plate. 
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Fig. 3. Coordinate for acoustic field generated from 
the circular plate. 
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Fig. 4. (Color available online) Calculation results of 
acoustic pressure field depending on the radiation 
surface by using the theoretical analysis method.
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Fig. 5. (Color available online) Calculation results of 
acoustic pressure field depending on the radiation 
surface by using the finite element method. 
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계산하기 위하여 Fig. 3과 같은 좌표계를 설정하였

다. 진동 원판 위의 입자속도를 라 두면 이 입자속

도에 기인한 임의의 평면 위의 한 점에 나타나는 

음압은 다음과 같은 형태로 표현된다.

  
  






, (24)

여기서 와 는 각각 음향 매질의 밀도 및 음속이고, 

원판 위의 입자속도 는 상술한 Eq. (21)인 진동변

위로부터 구할 수 있다. Eq. (24)에 의한 계산결과를 

Fig. 4에 나타내었다. 이때 원형 진동판의 방사면의 

진동분포는 Fig. 2에서 계산된 원판의 크기에 해당되

는 진동 변위 분포를 적용하였다. 음장 계산 영역은 

180 mm × 180 mm이며, 란주반 트랜스듀서에 부착된 

원형 평판은 그림의 아래쪽 중심에 자리 잡고 있다. 

이 결과를 보면 원형 평판의 면적이 달라짐에 따라 

매질 내로 방사된 음압의 분포는 큰 변화를 보인다. 

특히 Fig. 4(d), 원형 진동판의 반지름    mm인 

경우, 22.25 mm≦  ≦59.2 mm 사이 영역의 음장이 

점 음원들로부터 방사된 음장과 아주 유사한 형태를 

보이고 있음을 확인할 수 있으며, 이는 Fig. 2(d)에서 

예측한 것과도 일치함을 알 수 있다.

본 연구에서 도출된 이론해석법에 대한 유효성 

검증을 위하여 Fig. 1에 나타낸 모델에 대해, 상용의 

COMSOL 프로그램을 사용하여 유한요소 해석을 

수행하였고, 이론해석법 계산과 같은 조건으로 계

산된 음장분포 결과를 Fig. 5에 나타내었다. 결과를 

보면, 원형 평면의 면적이 달라짐에 따라 매질 내로 

방사된 음압의 분포는 큰 변화를 보이고 있으며, 특

히 원형 진동판의 반지름    mm인 경우를 나

타낸 Fig. 5(d)의 결과는 이론적 해석법에 의한 결과

와 매우 유사한 음장분포를 나타냄을 볼 수 있다. 정

량적인 비교를 위하여 음축상의 음압 수준을 추출

하여 비교한 결과를 Fig. 6에 나타내었다. 원형평판

의 반경이    mm 및    mm인 두 경우에 

대한 결과로, 이론적 해석법에 의한 결과와 유한요

소 해석법에 의한 결과가 아주 유사함을 확인할 수 

있다.
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Fig. 6. (Color available online) Comparison of sound 
pressure level along the acoustic axis calculated 
from the theoretical analysis method and the finite 
element method. 
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IV. 결  론

광범위한 산업현장에서 활용되고 있는 란주반형 

트랜스듀서의 경우, 사용 목적에 따라 여러 가지 행

태 및 경계조건을 부여하여 설계되고 있다. 본 연구

에서는 가장자리가 고정된 원형 진동판에 부착된 란

주반 트랜스듀서에 대한 음향방사 특성을 해석하기 

위한 이론적 해석 방법을 제시하였다. 란주반 트랜

스듀서에 의해 가진되는 원형진동판의 진동변위 분

포를 도출하였고, 그 결과 진동변위의 분포는 부착

된 원형진동판의 크기에 의존함을 확인하였다. 도출

된 진동변위 분포를 적용하여 음향방사 특성을 계산

한 결과, 원형 진동판의 크기에 따라 변하는 진동변

위 분포에 기인한 상이한 음원의 분포로 인하여 방

사음장 역시 변화가 발생함을 확인할 수 있었다. 이 

결과를 상용의 유한요소법에 의한 계산결과와 비교

함으로써 그 유효성을 확인할 수 있었다. 본 연구 결

과는 란주반 트랜스듀서를 사용한 다양한 목적의 초

음파 시스템 설계에 유용한 수단으로 제공될 수 있

을 것으로 기대된다.
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