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점프 항을 포함하는 이자율 기간구조 모형의 채권 가격결정을
위한 수치적 분석 및 시뮬레이션

☆

Numerical Analysis and Simulation for the Pricing of Bond on 
Term-Structure Interest Rate model with Jump

박 기 섭1*

Kisoeb Park

요    약

본 논문에서는 점프 항을 포함하는 이자율 기간구조 모형의 채권 가격을 결정하기 위하여 이토의 보조정리(Ito's Lemma)를 적용하

여 채권가격편미분방정식(Partial Differential Bond Price Equation; PDBPE)을 유도한다. PDBPE으로부터, 지수함수에 대한 매클로린 급수

(Maclaurin series; MS)와 적률생성함수(moment-generating function; MGF)를 이용하여 채권 가격의 수치해(Numerical Solution; NS)를 구
한다. 그리고 몬테 카르로 시뮬레이션(Monte Carlo Simulation; MCS) 기법을 이용하여 채권의 가격을 결정하기 위한 알고리즘을 제안

하고, 시뮬레이션 과정을 통하여 채권의 가격을 결정한다. 수치적 분석을 이용한 채권 가격의 NS와 MCS를 이용하여 얻은 채권 가격

의 결과를 비교하기 위하여, NS의 값과 MCS의 값의 비율인 상대오차(Relative Error; RE)를 구한다. 이로부터 얻은 RE가 약 2.2%보다 
작음을 확인할 수 있고, 이것은 수치적 분석뿐만 아니라 제안한 알고리즘을 이용해도 채권의 가격을 매우 정확하게 예측할 수 있음

을 의미한다. 또한, 지수함수에 대한 MS를 이용하여 얻은 채권 가격의 NS가 MGF를 적용하여 구한 채권 가격의 NS보다 상대적으로 

오차가 작다는 것을 확인할 수 있다.

☞ 주제어 : 이자율 기간구조, 채권 가격, 몬테 카르로 시뮬레이션, 알고리즘

ABSTRACT

In this paper, we derive the Partial Differential Bond Price Equation (PDBPE) by using Ito’s Lemma to determine the pricing of bond  

on term-structure of interest rate (TSIR) model with jump. From PDBPE, the Maclaurin series (MS) and the moment-generating function 

(MGF) for the exponential function are used to obtain a numerical solution (NS) of the bond prices. And an algorithm for determining 

bond prices using Monte Carlo Simulation (MCS) techniques is proposed, and the pricing of bond is determined through the simulation 

process. Comparing the results of the implementation of the above two pricing methods, the relative error (RE) is obtained, which 

means the ratio of NS and MCS. From the results, we can confirm that the RE is less than around 2.2%, which means that the pricing 

of bond can be predicted very accurately using the proposed algorithms as well as numerical analysis. Moreover, it was confirmed 

that the bond price obtained using the MS has a relatively smaller error than the pricing of bond obtained by using the MGF.

☞ keyword : Term-Structure Interest Rate, Bond Price, Monte Carlo Simulation, Algorithm 

1. 서   론

다른 조건이 모두 일정할 때, 어떤 일정시점에서 만기

까지의 기간과 채권수익률 사이의 관계를 이자율의 기간
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구조(term-structure of interest rates; TSIR)이라고 한다. 

TSIR은 채권시장에서 투자성과를 평가하는데 중요한 투

자지표로 사용되고, 정확한 TSIR를 파악함으로써 만기에 

따라 달라지는 수익률 구조를 파악할 수 있다. 은행의 최

대예상손실액(Value at Risk) 시스템구축, 채권의 가치평

가, 채권투자의 성과평가, 자산-부채 관리, 이자율 예측, 

이자율 관련 파생상품의 가격결정 등에 매우 중요한 정

보를 제공한다[1]. 기존의 TSIR 모형에 대한 연구경향을 

살펴보면, 이자율 변수는 확률 과정(stochastic process)이

라고 불리우는 시간상에서 값이 불확실하게 변하는 확산 

과정(diffusion process)을 바탕으로 이루어져 있다. 즉, 물
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리학에서 공기중에 피어오르는 연기나 물 위를 떠다니는 

꽃가루와 같은 불규칙한 운동을 묘사하는 데 주로 사용

되며, 이자율 모형은 대부분 위너 과정(Wiener process)으

로 표현되어지고 있다. 채권의 가격을 결정하는 다양한 

방법에 대한 이자율에 대한 표준 모형을 얻기 위해 끊임

없는 연구가 진행되고 있고 그 기초가 되는 것이 TSIR이

며, 채권투자에 있어서 모든 분석의 중요한 기초가 된다

[2]. TSIR을 파악함으로써, 채권의 만기 또는 잔존기간별

로 채권 수익률을 측정할 수 있게 되어 만기별 채권의 가

격형태 예상은 물론 채권 발행자의 채권발행을 통한 자

금조달에 있어 적정한 판단기준을 제공할 수 있으며, 투

자자들로 하여금 동일한 만기 또는 다양한 만기를 가진 

채권들간의 수익률을 비교, 예측할 수 있게 함으로써 차

익거래(arbitrage)[3, 4, 5, 6]를 통한 채권운용기회를 제공

할 수 있다. 

본 논문에서는 가장 합리적인 이자율 기간구조의 모

형을 정하는데 유용한 정보를 제공하고자 한다. 균형모

형(equilibrium model)[7, 8, 9]은 투자자의 예상에 의하여 

채권수익율이 결정되므로, 미래의 단기이자율(short rate)

이 상승한다면 이자율곡선은 위로 증가하는 형태로 나타

나고, 미래의 단기이자율이 하락한다면 이자율곡선의 형

태가 아래로 감소하는 형태로 나타난다. 만기까지의 기

간이 긴 채권일수록 수익률의 상대적 안정성이 보다 크

다. 이 모형에서는 순간적 단기 이자율(instantaneous short 

rate)을 유일한 변수로 간주하고, 이 변수의 움직임을 통

해 채권의 가격을 구한다[10, 11]. 본 논문의 주요 목적은 

단기 이자율에서의 균형모형에 점프 항을 추가시켜 점프

-확산과정((jump-diffusion process)으로 모델링한 후에 지

수함수에 대한 매클로린 급수(Maclaurin series; MS)의 정

의와 적률생성함수(moment-generating function; MGF)를 

적용하여 채권의 가격을 결정하고자 한다. 점프는 몇 가

지 시장 현상에 의하여 나타나는데 정부의 화폐시장간섭

[12], 새로운 사건, 갑작스런 충격 요인, 외국거래시장의 

쇼크[13] 등에 의하여 점프현상을 설명할 수 있다[14, 15, 

16]. 이런 현상들을 기존의 이자율모형에 추가시켜 급격

히 변화하는 시장현상을 설명하지 못하는 문제점을 보완

한 모형이 점프-확산 모형(jump-diffusion model)이다. 이 

모형에 이토의 보조정리(Ito's Lemma)를 적용하여 채권

가격편미분방정식(Partial Differential Bond Price Equation; 

PDBPE)을 유도한다. 유도된 PDBPE에 수치적 방법을 적

용하여 채권 가격의 근사적인 해(Numerical Solution; NS)

를 구하는 과정을 제시하고 보다 합리적인 이자율 기간

구조의 표준모형을 정하는데 유용한 정보를 제공하고자 

한다. 또한, 몬테 카르로 시뮬레이션(Monte Carlo 

Simulation; MCS)[17]을 이용하여 채권의 가격을 결정하

기 위한 알고리즘을 제안한다. 수치적 분석을 이용한 채

권 가격의 NS와 MCS를 이용하여 얻은 채권 가격의 결과

를 비교하기 위하여, NS의 값과 MCS의 값의 비율인 상

대오차(Relative Error; RE)를 구하고, 이때 얻은 RE로부

터 NS와 MCS을 이용한 채권의 가격이 얼마나 정확하게 

예측되었는지 판단할 수 있다.

본 논문에서는 단기이자율 모형의 기본적인 개념들을 

소개하고,  채권 가격결정의 NS과 MCS을 이용하여 여러 

가지 예정된 전개의 시뮬레이션으로 채권의 가격을 결정

할 수 있는 구체적인 시뮬레이션 과정에 대한 알고리즘

을 제시한다.

2. 점프-확산 이자율 모형

이자율의 미래 진로에 대한 불확실한 견해에서 이것

을 확률변수와 같이 모델링하는 것은 자연스러운 일이

며, 대부분 위너 과정으로 표현된다. 기술적으로 정확하

게 이자율 이 될 수 있는 대로 짧은 예금에 의해 받는 

이자율로 구체화시킬 수 있다[4]. 이런 이자율을 흔히 순

간적 단기 이자율이라고 한다. 본 논문에서는 자산 가치

에 대한 모델에서 대수적 램덤워크(random walk)로 제안

한 것과 같은 확산 과정에 점프현상을 추가하여 순간적 

단기이자율 이 확률적 미분방정식(Stochastic Differential  

Equation; SDE)에 의해 지배받는다고 가정하자. 이자율 

상에서 Vasicek 점프-확산 모형(jump-diffusion model)은 

다음과 같다[5].  

                      (1)

여기서, 는 평균회귀(mean reversion) 계수, 는 장기

간동안의 평균, 는 순간적인 변동성, 는 시간, 는 

독립적인 위너과정(Wiener process), 는 점프크기로서, 

평균이 이고 분산이 인 정균분포를 따르고, 는 집

중도 인 푸아송과정(Poisson Process)이다. 짧은 기간 동

안에 단 한번 점프가 발생할 확률은 이다. 따라서 

는 다음과 같은 식으로 나타낼 수 있다. 

    점프가없는경우
  그외
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3. 채권가격편미분방정식

어떤 일정 시점에서 채권 만기까지의 기간과 채권 수

익률 사이의 관계를 TSIR라 한다. 이자율 기간구조 모형은 

만기가 서로 다른 만기수익률(yield-to-maturity)의 동태적 

현상을 설명한다. 즉, 시점 에서 무이표채(zero-coupon 

bond)의 현재가치 는 이자율 과 시점  에 

관하여 다음과 같은 식으로 표현할 수 있다.

               (2)

채권의 가격을 결정하기 위한 편미분방정식(Partial 

Differential Equation; PDE)을 유도하기 전에 이토의 보조

정리의 점프-확산 버전(jump-diffusion version)에 대해 알

아보자. 확률변수 가 다음과 같은 SDE를 만족한다.

   

여기서, 함수 ∈ 일 때, 이토의 보조정리에 

의하여 다음과 같은 식을 얻을 수 있다.

    

 


′

 
  

 (3)

식 (1)과 식 (3)로 부터 무이표채의 변화율은 다음과 

같은 식으로 표현 할 수 있다.

     


  

  

 (4)

식 (4)의 기댓값(expected value)은 다음을 만족한다[6].

                            (5)

만약 이자율 이 식 (1)을 만족하고, 식 (4)와 식 (5),  

  에 의하여 다음과 같은 PDBPE을 얻을 수 있다.

     


  

   

   (6)

식 (2)로부터 식 (6)의 기댓값부분을 다음과 같이 나타

낼 수 있다.

   

   


                (7)

본 논문에서 식 (7)에서의 기댓값부분인을 두 가지 방

법으로 표현하고자 한다. 

첫 번째 방법으로, 지수함수에 대하여 MS*의 정의를 

이용하고 점프크기 ∼인 정규분포를 따를 때 

다음과 같은 식으로 표현할 수 있다.

 

≈  

  


 

          (8)

식 (6)은 식(7)과 (8)에 의하여 PDBPE로 표현하면 다

음과 같다.

     


  

  


   

       (9)

식 (2)을 변수  에 관해 편미분한 식을 식 (9)에 대

입을 하면 다음과 같은  상의 미분방정식을 유도해 

낼 수 있다.




    ,                            (10)




   λ 


 

  


   

      (11)

여기서, 경계조건    을 만족하기 위해서

는     이란 조건이 필요하다.

미분방정식 (10)과 (11)에 대하여 선형미분방정식의 

해법과 변수분리법을 적용하여 방정식을 풀면 다음과 같

은 해를 구할 수 있다.

* 매클로린 급수   
  

∞





 






⋯이다.
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 

  

;                   

  



  




 





 

  

여기서,       이

고,     이다.

두 번째 방법으로, 지수함수에 대하여 MGF*를 이용

하고 점프크기 ∼인 정규분포를 따를 때 다음

과 같은 식으로 표현할 수 있다.



 
∞

∞










    

  


 

×
∞

∞












  


                             (12)

식 (6)은 식(7)과 (12)에 의하여 DBPE로 표현하면 다

음과 같다. 

    


 

 


   

  (13)

식 (2)을 변수  에 관해 편미분한 식을 식 (13)에 대

입을 하면 다음과 같은  상의 미분방정식을 유도해 

낼 수 있다.




                           (14)

  




λ  


               

         


     (15)

* 적률 생성함수  
 ∞

∞

이다.

여기서, 경계조건    을 만족하기 위해서

는     이란 조건이 필요하다.

미분방정식 (14)는 식 (10)과 같은 선형미분방정식 해

법으로 해를 구할 수 있으나 식 (15)은 수치적 방법을 적

용하면 다음과 같이 근사적인 해로 표현할 수 있다.

 

  

;                   

  









  


    

             


 






여기서, ∙는 수치적 방법에 의해 구한 근사해이다.

이제, 앞에서 제시한 두 가지 수치적 방법에 대하여 

만기 시점(time to maturity)이 인 할인채 가격(discount 

bond price)의 NS을 그래프로 표현해 보자. 

예를 들어 모수(parameter)의 값   , 

  ,   ,  ,   ,   , 

  ,   ,   …으로 가정하면 다음 그래프

와 같은 결과를 얻을 수 있다. 

(a) Maclaurin Series

(b) Moment Generating Function

(그림 1) 할인채 가격

(Figure 1) Discount Bond Price
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그림 1에서, 채권 가격과 만기와의 관계를 곡선으로 

표현하였다. 변동성 가 증가함에 따라 무이표채의 현재

가치  의 그래프가 감소됨을 확인할 수 있었고, 

만기 시점 가 길어짐에 따라 무이표채의 현재가치가 

낮아짐을 알 수 있었다. 이 곡선의 기울이가 음이라는 것

은 무이표채의 현재가치와 만기는 역관계를 갖는다는 것

이고, 곡선의 기울기가 급격하다는 것은 채권 가격 대비 

만기의 민감도가 크다는 것을 의미한다.

4. MCS 기법을 이용한 채권가격결정을 위한  

알고리즘

이 절에서는 MCS 기법을 이용하여 채권의 가격을 결

정하기 위한 알고리즘을 제안한다. 이제 MCS의 알고리

즘에 대해 알아보자. MCS은 랜덤 샘플링을 기초로 한 수

치 적분으로 표현할 수 있고, MCS을 이용하여 채권 가격

을 결정할 수 있다. 채권 가격 결정에 대한 구체적인 시

뮬레이션 과정은 다음과 같다.

① 구간 을 개로 나눈 각 구간 ∆에 대하여, 

식 (1)을 이산적으로 다음과 같이 나타낸다.

   
 ∆   (16)

여기서   ⋯이고, ∼  인 표준정규

분포를 따르고, 점프크기인  ∼인 정규분포

를 따르며,  ∼인 푸아송분포를 따른다.

② 식 (16)과 개의 단기이자율의 샘플링을 통하여 할

인채 가격을 다음식으로부터 얻는다.

   



  



 
  



               (17)

여기서 는 에서 번째 시나리오에 대한 단

기이자율의 가치이다. 

③ MCS의 비편향추정량이 얼마나 정확하게 결정되었

는지를 나타내는 추정량의 정도를 의미하는 측도로서 

표준오차(standard error; SE)를 다음과 같이 정의한다.

 

 또는  
 

 

여기서   



  

 


 

  

  

 







이고, 채권 가격의 비편향분산(unbiased variance) 추정

값로써 단기이자율의  샘플 경로로부터 얻는다.

④ 채권 가격의  오차한계(limit of error; LOE)를 

다음과 같이 정의한다.

  × ×                     (18)

식 (18)에서 LOE의 값이 작을수록 MCS의 비편향추정

량이 정확하게 결정되었음을 의미한다.

⑤ 시뮬레이션을 번 시행한다.  

예를 들어 시간구간 1년에 대하여   , 

  ,     ,   과   로 하고, 앞

에서 제시한 알고리즘으로부터 가정한 모수의 값을 이용

하여 MCS을 시행하면 Table 1과 같은 결과를 얻는다. 

또 수치적 방법을 적용하여 구한 채권 가격의 NS와  

MCS을 이용하여 얻은 채권 가격의 결과를 비교하기 위

하여, NS의 값과 MCS의 값의 비율인 다음과 같이 정의

되는 상대오차(Relative Error; RE)를 이용할 수 있다. 

 

   
× 

Maclaurin Series
Moment Generating 

Function

NS 0.945258 0.924343

MCS 0.94466 0.94466

|NS-MCS| 0.00205767  0.020317

LOE(%) 0.306 0.306

RE(%) 0.063 2.198

(표 1) MCS를 이용한 채권가격(  )

(Table 1) Bond Price using MCS(  )

표 1로부터 MCS을 통해서 얻는 채권 가격의 LOE의 

값이 상당이 작다는 것을 알 수 있으며, 이는 매우 정확

하게 채권 가격이 결정되었음을 입증한다. 또 RE가 각각 

약 0.063%와 2.198%가 됨을 확인할 수 있는데, 이것은 수

치적 분석뿐만 아니라 제안한 알고리즘을 이용해도 채권

의 가격을 매우 정확하게 예측할 수 있음을 의미한다.  

또한, 지수함수에 대한 MS를 이용하여 얻은 채권 가

격의 NS가 MGF를 적용하여 구한 채권 가격의 NS보다 
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상대적으로 오차가 작다는 것을 확인할 수 있다. 

5. 결   론

본 논문에서는 점프 항을 포함하는 이자율의 기간구

조 모형에서 채권의 가격을 결정하기 위한 채권가격편미

분방정식을 유도하였다. 이 방정식으로부터, 지수함수에 

대한 매클로린 급수와 적률생성함수를 이용하여 채권 가

격의 근사해를 구하였다. 채권 가격과 만기와의 관계를 

곡선으로 표현하였고, 이 그래프를 통하여 변동성이 증

가함에 따라 채권 가격이 감소됨을 확인하였고, 만기 시

점이 길어짐에 따라 무이표채의 현재가치가 낮아짐을 알 

수 있었다. 또한, 이 곡선의 기울이가 음이라는 것은 무

이표채의 현재가치와 만기는 역관계를 갖는다는 것을 의

미하고, 곡선의 기울기가 급격하다는 것은 채권 가격 대

비 만기의 민감도가 크다는 것을 의미한다. 더불어 몬테 

카르로 시뮬레이션 기법을 이용하여 채권의 가격을 결정

하기 위한 알고리즘을 제안하고, 시뮬레이션 과정을 통

하여 채권의 가격을 결정하였다.  

수치적 분석을 이용한 채권 가격의 근사해와 제안한 

알고리즘을 이용하여 얻은 채권 가격의 결과를 비교하기 

위하여, 근사해의 값과 몬테 카르로 시뮬레이션 값의 비

율인 상대오차를 얻었다. 이로부터 얻은 RE가 약 2.2%보

다 작음을 확인할 수 있고, 이것은 수치적 분석뿐만 아니

라 제안한 알고리즘을 이용해도 채권의 가격을 매우 정

확하게 예측되었는지 알 수 있었다.  또한, 지수함수에 대

한 매클로린 급수를 이용하여 얻은 채권 가격의 근사해

가 적률생성함수를 적용하여 구한 채권 가격의 근사해보

다 상대적으로 오차가 작다는 것을 알 수 있었다.

본 논문에서는 우리나라 이자율 기간구조에 대한 연

구가 부족한 상황에서 보다 합리적인 이자율 기간구조의 

표준모형을 정하는데 유용한 정보를 제공하였다. 추후에 

일반적인 경우에 적용할 수 있는 이자율 기간구조 모형

의 연구가 더 필요하고, 채권 옵션 가격결정을 결정하는 

연구로 확장할 수 있다. 본 연구에서 제시한 방법은 가격

결정과 비슷한 변동성을 가지고 있는 다양한 금융상품을 

예측하는 데에도 활용할 수 있을 것으로 기대된다. 
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