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절단 폭 최소화 문제의 최대차수 정점 분할 알고리즘

Algorithm for Maximum Degree Vertex Partition of Cutwidth 
Minimization Problem

이상운*

Sang-Un Lee*

요  약  본 논문은  NP-완전으로 최적 해를 구하는 다항시간 알고리즘이 알려져 있지 않은 절단 폭 최소화 문제에 대해
다항시간 알고리즘을 제안하였다. 주어진 그래프         에 대한 최소 절단 폭  

max∈를 찾기 위해 제안된 알고리즘은 첫 번째로, 최대차수 정점 를 기준으로    정점들을 를 통과하
는 간선수가 최소가 되도록 양분하는 열 절단면을 찾고, 좌․우의  

들 간의 통과 간선수가 최소가 되는 행 절단면으
로 분할하였다. 두 번째로, 각 부 그래프 내부의 정점들을 선형으로 연결하고, 부 그래프들 간 간선을 연결하여 하나의 
선형 배열을 만들었다. 마지막으로, 정점을 이동시켜 최소 절단폭을 갖는 최적화 과정을 수행하였다. 다양한 그래프들을
대상으로 실험한 결과, 수행 복잡도가  인 제안된 알고리즘을 모든 데이터들에 대해 최적 해를 찾을 수 있었다.

Abstract  This paper suggests polynomial time algorithm for cutwidth minimization problem that 
classified as NP-complete because the polynomial time algorithm to find the optimal solution has been
unknown yet. To find the minimum cutwidth   max∈for given graph      

   , the proposed algorithm divides neighborhood    of the maximum degree vertex   in graph
 into left and right and decides the vertical cut plane with minimum number of edges pass through 
the vertex   firstly. Then, we split the left and right    into horizontal sections with minimum pass
through edges. Secondly, the inner-section vertices are connected into line graph and the inter-section 
lines are connected by one line layout. Finally, we perform the optimization process in order to obtain 
the minimum cutwidth using vertex moving method. Though the proposed algorithm requires   time
complexity, that can be obtains the optimal solutions for all of various experimental data
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Ⅰ. 서  론

절단 폭 최소화 문제(cutwidth minimization 
problem, CMP)는 주어진 그래프      

    


∈의 개 정점들에  범위의 서
로 다른 (distinct) 번호 를 부여하여 일렬로 배치할 
경우, 최대 절단 폭(간선 수)을 갖는 정점의 절단 폭 


  max∈
이 최소가 되는 배치도(layout)

를 찾는 문제이다.[1] 
CMP는 대규모 전력전송시스템, 하이퍼텍스트 배치, 

화학 반응속도, 수치화된 지구물리학, 데이터저장소, 
VLSI 설계와 망 생존성 등에 적용된다.[1]

CMP는 NP-완전(NP-complete)으로 분류되어 있어 
최적 해를 다항시간으로 구하는 알고리즘이 제안되지 않
고 있다.[2,3]

CMP의 근사 해를 구하는 메타휴리스틱 알고리즘으로, 
Pardo et al.[4]은 가변공식 탐색 법(variable formulation 
search, VFS)을, Marti et al.[5]은 분기한정 법(branch- 
and-bound, BB)을, Pantrigo et al.[6]은 산점 탐색 법
(scatter search, SS)을, Pardo et al.[7]은 가변 이웃 탐색 
법(variable neighborhood search, VNS)을, Bansal 
et al.[8]은 하이브리드 진화 알고리즘(hybrid evolutionary 
algorithm, HEA)을, Pardo[9]은 휴리스틱 알고리즘
(heuristic algorithm, HA)을, López-Locés et al.[10]

은 정수선형계획법(integer linear programming, ILP)을, 
Andrade와 Resende[11]은 GRASP(greedy randomized 
adaptive search)+PR(Path-Relinking)  방법을, Andrade
와 Resende[12]은 GRASP+EPR(evolutionary PR)을, 
Cohoon과 Sahni[13]은 담금질기법(simulated annealing, 
SA)을, Palubeckis와 Rubliauskas[14]는 TS(tabu 
search)+BB를  제안하였다.

본 논문에서는 CMP의 해를 의 선형시간으로 얻
을 수 있는 알고리즘을 제안한다. 2장에서는 CMP의 개
념을 고찰한다. 3장에서는 CMP에 대해  복잡도로 
해를 찾는  규칙을 제시한 휴리스틱 알고리즘을 제안한
다. 4장에서는 제안된 알고리즘을 실제 데이터에 적용하
여 알고리즘 적합성을 평가해 본다.

Ⅱ. 절단 폭 최소화 문제 고찰

그림 1과 같이    그래프가 주어졌다고 가정
하여 보자. 은 Marti et al.[1]에서 인용되었다. 여기서 

     이다. 
그림 1은 에 대해 Marti et al.[1]이 임의의 순서로 

배열한 경우의 절단 폭을 나타내고 있으며, C-A-D- 
E-B-F 배열의   임을 알 수 있다.

     (a) Graph          (b) Cutwidth for possible layout

그림 1. 절단 폭 최소화 문제
Fig. 1. Cutwidth minimization problem 

그림 2는 에 대해 C-B-E-A-D-F로 배열시 최소 
절단 폭 

  으로 감소시킬 수 있음을 보였다.

그림 2. 의 최소 절단 폭
Fig. 2. Minimum cutwidth for   

그림 1과 같이     의 단순한 그래프인 경우 
 는 비교적 쉽게 구할 수 있다. 그러나 VLSI (대
규모 집적회로)와 같이 수많은 부품 (정점)간에 복잡한 
배선 연결 (간선)이 존재하는 경우, 최소 절단 폭을 갖도
록 부품을 최적으로 배치하는 것은 쉽지 않다. 따라서 3
장에서는 최소 절단 폭을 다항시간으로 찾아갈 수 있는 
규칙을 제시한 알고리즘을 제안한다.

Ⅲ. 최대차수 정점 분할 알고리즘

본 장에서는 최소 절단 폭을 갖는 선형 배치도는 “최
대 차수를 가진 정점이 결정한다.”는 가정에 기반한 알고
리즘을 제안한다.

위 가정에 기반하여,       의 개 정점
들 중 첫 번째로, 최대 차수 정점       

   인 를 결정하고, 의 차수 에 대해   

⌈⌉개의 좌측과 
  ⌊⌋개의 우측으로 간선

들을 양분한 열 절단면을 찾는다. 이 절단면은 를 통과
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하는   의 간선 수가 최소가 되는 면이다.
일단 를 기준으로 좌우로 양분되면, 

와 


를  
 정점들을 기준으로 이웃하는  

의 부 그
래프 간 간선(inter-edges)이 최소가 되는 행 절단면을 
찾는다. 

다음으로, 각 부 그래프 내부 간선 (intra-edges)들로 
정점들을 연결하고, 부 그래프 간 간선을 연결한 선형배
열을 결정한다. 

마지막으로, 선형 배열된 정점들을 대상으로 식 (1)의 
이동 전략을 적용한다.

   와의 거리  ≥인 간선이 존재하는 좌측에 
위치한 정점 수

 와의 거리  ≥인 간선이 존재하는 우측에 
위치한 정점 수

   와의 거리   인 간선이 존재하는 좌․우측 
정점 수

  : 를  정점들 중 중앙으로 이동   (1)
  : 를  정점들 중 중앙으로 이동

제안된 알고리즘을 최대차수 정점 분할 알고리즘
(maximum degree vertex partition algorithm, 
MDVPAA)라 하며, 다음과 같이 수행된다.

     

번호 :   ⋯

Step 1. 열 분할(열 절단면)
최대 차수 정점     인   선택.
의 인접 (이웃) 정점 

  
  에 대해 

를 통과하는 


의 간선 수가 최소가 
되는 면으로 

  ⌈⌉와 
 ⌊⌋

의 열 절단면을 긋는다.
Step 2. 행 분할(행 절단면)


  ⌈⌉와 

  ⌊⌋에 대해 좌․우
측  

들 간의 간선 수가 최소가 되도록 행 
절단면을 긋는다.

Step 3. 선형 배열
(1) 각 부 그래프 내의 정점들을 로부터 가장 

멀리 떨어진 최소 차수 정점부터 연결하는 
내부 간선으로 연결.(Intra-line graph)

(2) 부 그래프들 간 간선으로 연결(inter-line 

graph)한 선형 배열 작도.
Step 4. 절단 폭 최소화 정점 이동

for    to 

if  then 를  정점들의 
중앙으로 이동
else if  then 를  정점
들의 중앙으로 이동

end

  그래프에 대해 제안된 MDVPAA을 적용한 결과는 
그림 3에 제시되어 있다.

그림 3. 의 최대차수 정점 분할 알고리즘
Fig. 3. MDVPAA for 

에서의 최대차수 정점 A, D, E 중에서 A로 결정하
고, A를 통과하는 간선이 최소가 되는 열 절단면을 그리
면 

  
 로    이 2:1 분할된

다. 
는 1개 정점만 존재하여 더 이상 행 절단면으로 

분할되지 않으며, 
 에 대해 행 절단면을 찾

으면 의 행 절단면을 찾아 분할과정은 종료되
었다. 다음으로 내부 간선들을 연결하면 F-E, D, A, B-C를 
얻으며, 부그래프간 간선들을 연결하면 F-E-D-A-B-C
의 선형 배열을 얻는다. 이 선형 배열은  

과  을 충족시키는 정점이 존재하지 않아 
Step 4의 정점이동 과정을 수행하지 않고 알고리즘이 종
료된다. 이 경우  는 max∈는 E-D에
서 발생하며   을 얻는다.

Ⅳ. 알고리즘 적용 및 결과 분석

본 장에서는 그림 4의 다양한 그래프들에 대해 제안된 
MDVPAA를 적용하여 본다. 
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(a) 

(b) 

(c) 

(d)   (bcspwr01)

(e)   (p51_20_28)

(f)  (p63_21_42)

(g)  (p100_24_34)

그림 4. 실험 데이터
Fig. 4. Experimental data

는 Pardo[9]에서, 은 Pardo et al.[7]과 Pardo[9]

에서, 는 Marti et al.[5]에서, 



은 Marti 

et al.[1]에서 인용되었다.
그림 4의 다양한 그래프들에 대해 제안된 MDVPAA

를 적용한 결과는 그림 5에 제시되어 있다.

(a) 

(b)   

(c) 
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(d)   

(e) 

(f) 

(g) 

그림 5. 실험 데이터에 대한 MDVPAA
Fig. 5. MDVPAA for experimental data

본 논문에서 거론된 다양한 실험 그래프들에 대해 제
안된 MDVPAA로 해를 구한 결과를 기존에 알려진 해와 
비교하여 표 1에 제시하였다. 표에서, 8개 그래프들 모두
에서 제안된 MDVPAA로 최적 해를 얻었음을 알 수 있다.

그래프
절단 폭  

알려진 해 MDVPAA
  5  3
  6  5
  4  4
  7  5
  5  5
  6  6
 12 12
  7  7

표 1. 알고리즘 성능 비교
Table 1. Compare with Algorithm Performance

Ⅴ. 결  론

본 논문은 NP-완전으로 분류되어 있어 최적 해를 다
항시간으로 구하는 알고리즘이 제안되지 않고 있는 절단 
폭 최소화 문제에 대해  의 다항시간 알고리즘을 제
안하였다.

제안된 알고리즘은         에서 
첫 번째로, 최대 차수를 가진 정점 를 기준으로 좌․우로 
양분한 최소의 통과 간선수를 갖는 열 절단면을 결정하
였다. 두 번째로, 좌측과 우측의  

 정점들을 대상으
로 통과 간선수가 최소가 되는 행 절단면을 결정하였다. 
이와 같이 분할된 각 부 그래프들에 대해, 부 그래프 내
부의 간선들을 연결하고, 부 그래프들 간 간선을 연결하
여 완전한 선형 배열 그래프를 얻었다. 마지막으로, 절단 
폭이 최소화되도록 정점을 이동하는 최적화 과정을 수행
하였다.

제안된 알고리즘은  으로 수행되는 다항시간 알
고리즘임에도 불구하고, 다양한 실험 데이터에 적용한 
결과 모든 데이터에서 최적 해를 얻을 수 있었다. 

따라서 최소 절단폭을 찾고자 하는 대규모 전력전송시
스템, 하이퍼텍스트 배치, 화학 반응속도, 수치화된 지구
물리학, 데이터저장소, VLSI 설계와 망 생존성 등의 분
야에서 제안된 알고리즘을 적용하면 난제를 해결하는데 
많은 도움이 될 수 있을 것이다.
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