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요 약
편미분방정식의 해를 구하기 위한 여러 수치해법들의 한계와 순수 데이터 기반 기계학습의 단점을 극복하기 위해 물리정보신경망              

(physics-informed neural network, PINN)이 제안되었다. 물리정보신경망은 편미분방정식을 손실함수 구성에 직접 활용하여 기계학습 훈            

련에 물리적 제약을 주는 기법으로 파동방정식 모델링에도 활용될 수 있다. 그러나 물리정보신경망을 이용하여 파동방정식을 풀기 위해               

서는 신경망 훈련 시 입력에 대한 2차 미분이 수행되어야 하고, 그 결과로 출력되는 파동장은 복잡한 역학적 현상들을 포함하고 있어 섬                   

세한 전략이 필요하다. 이 해설 논문에서는 물리정보신경망의 기본 개념을 설명하고 파동방정식 모델링에 활용하기 위한 고려사항들에              

대해 고찰하였다. 이러한 고려사항에는 공간좌표 정규화, 활성함수 선정, 물리손실 추가 전략이 포함된다. 훈련자료의 공간좌표를 정규화              

한 후 사용하면 파동방정식 모델링을 위한 신경망 훈련에서 초기 조건이 더 정확하게 반영되는 것을 수치 실험을 통해 보였다. 또한 신경                   

망을 통한 파동장 예측에 가장 적절한 활성함수를 선정하기 위해 여러 함수들의 특성을 비교했다. 특성 비교는 각 활성함수들의 입력자                 

료에 대한 미분과 수렴성을 중심으로 이루어졌다. 마지막으로 신경망 훈련 중 손실함수에 물리손실을 추가하는 두가지 시나리오의 결과               

를 비교하였다. 수치 실험을 통해 훈련 초기부터 물리손실을 활용하는 전략보다 초기 훈련단계 이후부터 물리손실을 적용하는 커리큘럼               

기반 학습전략이 효과적이라는 결과를 도출했다. 추가로 이 결과를 물리손실을 전혀 사용하지 않은 훈련 결과와 비교하여 PINN기법의               

효과를 확인하였다. 

주요어
물리정보신경망(PINN), 모델링, 파동방정식

ABSTRACT
The physics-informed neural network (PINN) has been proposed to overcome the limitations of various numerical methods used to 
solve partial differential equations (PDEs) and the drawbacks of purely data-driven machine learning. The PINN directly applies PDEs 
to the construction of the loss function, introducing physical constraints to machine learning training. This technique can also be 
applied to wave equation modeling. However, to solve the wave equation using the PINN, second-order differentiations with respect 
to input data must be performed during neural network training, and the resulting wavefields contain complex dynamical phenomena, 
requiring careful strategies. This tutorial elucidates the fundamental concepts of the PINN and discusses considerations for wave 
equation modeling using the PINN approach. These considerations include spatial coordinate normalization, the selection of activation 
functions, and strategies for incorporating physics loss. Our experimental results demonstrated that normalizing the spatial coordinates 
of the training data leads to a more accurate reflection of initial conditions in neural network training for wave equation modeling. 
Furthermore, the characteristics of various functions were compared to select an appropriate activation function for wavefield prediction 
using neural networks. These comparisons focused on their differentiation with respect to input data and their convergence properties. 
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Finally, the results of two scenarios for incorporating physics loss into the loss function during neural network training were compared. 
Through numerical experiments, a curriculum-based learning strategy, applying physics loss after the initial training steps, was more 
effective than utilizing physics loss from the early training steps. In addition, the effectiveness of the PINN technique was confirmed 
by comparing these results with those of training without any use of physics loss.
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서 론

편미분방정식(partial differentiation equation, PDE)은 미지    

의 함수가 두 개 이상의 독립 변수에 종속적일 때 일어나는 여          

러가지 물리학적, 기하학적 문제를 수학적으로 모델링     

(mathematical modeling)한 것이다(Kreyszig et al., 2011). 물리      

시스템을 지배하는 편미분방정식을 정의하고 초기값 및 경계      

값 문제를 푸는 것은 임의의 조건에서 물리적 현상을 이해하        

는 데 도움이 된다. 편미분방정식의 해를 구하는 방법은 크게        

해석적인 접근과 수치적인 접근으로 구분될 수 있다. 미적분학       

을 활용하여 구해지는 해석해(analytic solution)는 정확한 값을      

얻을 수 있지만 대형 연립방정식, 비선형성, 복잡한 기하학적       

문제들을 다루는 데 한계가 있다. 실제로 해석적으로 정확한       

해를 구할 수 없는 수학적 모델이 많기 때문에, 그 대안으로         

해석해를 근사하는 수치해(numerical solution)를 얻는다    

(Chapra, 2012). 편미분방정식의 수치해를 구하는 기법으로는     

유한차분법(finite difference method, FDM), 유한요소법(finite    

element method, FEM), 경계요소법(boundary element method,     

BEM) 등이 있다. 이러한 기법들을 통해 해석적으로 해를 구        

할 수 없는 문제에 대해 근사적으로 접근할 수 있다는 장점이         

있지만, 수치해를 구할 때는 높은 계산 비용과 해의 유일성 및         

수렴성과 관련된 문제 등이 발생할 수 있다. 특히 경계조건으        

로서 사용되는 정보에 누락(missing), 갭(gappy), 또는 잡음      

(noise)이 존재한다면, 현재로서는 기존의 방법으로 물리 시스      

템 문제를 해결하는 것이 불가능하다(Karniadakis et al.,      

2021). 수치해법이 처음 제안된 이후로 많은 발전이 있었지만,       

수치해법에 대한 일부 문제들은 아직 해결되지 않고 남아있다       

(Blechschmidt and Ernst, 2021). 

전통적인 수치해법들의 대안으로서, 기계학습을 이용하여    

편미분방정식의 해를 구하고자 하는 연구들이 수행되었다     

(Paganini et al., 2018; Rasp et al., 2018; Kasim et al., 2020;           

Siahkoohi et al., 2019). 기계학습은 일반적으로 대량의 자료를       

사용해 신경망을 훈련시켜 분류, 패턴 인식, 회귀 등의 작업을        

수행하는 기법이다. 특히, 비선형 활성함수를 갖는 은닉층      

(hidden layer)을 하나 이상 포함한 신경망을 이용하여 훈련하       

면 보편적 근사 정리(universal approximation theorem)에 의해      

이론적으로 어떠한 함수라도 근사할 수 있기 때문에 편미분방       

정식의 해를 구하는 과정에 기계학습 적용이 가능하다(Hornik      

et al., 1989; Garcia Ferrero, 2018). 그러나 순수한 데이터 기         

반(data-driven) 기계학습은 사용된 훈련 자료의 특성 분포 외       

의 정보는 학습할 수 없다는 문제가 있다(Moseley et al.,        

2020a). 특히, 자료가 너무 적거나 편향된 특성을 가지고 있을        

때 신경망을 통해 도출된 해가 물리적으로 타당하지 않거나       

수렴하지 않을 수 있다. 이에 따라 전통적인 모델링 기법과 기         

계학습이 가지는 단점을 극복하기 위해 물리적 법칙을 기계학       

습 모델에 통합하는 접근에 대한 필요성이 등장하였다      

(Karniadakis et al., 2021).

물리 법칙을 기계학습 기법에 적용하는 개념은 이미 1990년       

대에 제안되었다(Psichogios and Ungar, 1992; Lagaris et al.,       

1998; Lee and Kang, 1990). 특히 Dissanayake and Phan-Thien        

(1994)는 기계학습 알고리듬에 사전지식(prior knowledge)을    

통합하는 개념을 처음 제안한 문헌으로 여겨지며, 넓은 의미에       

서 최초의 물리정보신경망(physics-informed neural network,    

PINN)으로 간주될 수 있다(Cuomo et al., 2022). 또한, Lagaris        

et al. (1998)는 미분방정식의 해를 매개변수화 하여 인공 신경        

망(artificial neural network, ANN)을 통해 최적의 매개변수를      

결정하는 방법을 제시했다. 이러한 방법론은 역전파 알고리듬      

(Rumelhart et al., 1985)을 사용해 네트워크의 입력에 대한 결        

과의 미분값을 효율적으로 계산할 수 있게 되면서 그 활용이        

용이해졌다(Baydin et al., 2018; Pytorch, 2018; Tensorflow,      

2015). Mallat (2016), Arridge et al. (2019), Kondor and        

Trivedi (2018) 등의 연구들을 기반으로 Raissi et al. (2019)는        

미분 방정식이 지배하는 물리적 시스템을 푸는 새로운 종류의       

신경망인 PINN을 제안하였다. 

PINN은 편미분방정식을 신경망의 손실함수 구성에 활용한     

다(Karniadakis et al., 2021). 기존의 데이터 기반 심층 신경망        

기법들은 라벨(label)과 신경망 출력 사이의 오차를 정의하여      

손실함수로 사용하지만, PINN은 여기에 편미분방정식을 변형     

한 오차항을 더하여 물리 정보를 네트워크가 학습할 수 있도        

록 설계한다. 이 때 편미분방정식의 오차항은 모델링 영역 내        

의 임의의 지점에서 계산된다(Cuomo et al., 2022). 따라서       

PINN은 불완전한 자료가 있는 경우에 대해 민감도가 낮고, 물        

리학적 의미가 존재하는 예측을 수행할 수 있는 기계학습 기        

법이라고 할 수 있다. 

한편, PINN 기법의 대표적인 문제는 그 수렴 특성이 완전        

히 파악되지 않아 원하는 해에 수렴하지 못하거나 발산할 가        

능성이 있다는 것이다. Raissi et al. (2019)는 적용된 편미분방        

정식이 타당(well-posed)하고 그 해가 유일할 때 PINN으로 도       
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출된 결과가 높은 예측 정확도를 가짐을 경험적으로는 확인하       

였으나, 수렴성에 대한 이론적인 근거는 부족하다. 이후에      

Wang et al. (2022), Shin et al. (2020), Mishra and Molinaro          

(2022) 등은 PINN이 편미분방정식의 해에 수렴한다는 이론적      

타당성을 제시하였으나, 여전히 이론적으로 PINN을 이해하는     

과정의 초기 단계이며, 수렴성의 보장은 PINN의 주요 문제 중        

하나로 남아있다(Moseley et al., 2021).

PINN은 편미분방정식의 해를 추정하는 정문제(forward    

ploblem)와 관측된 자료로부터 모델 매개변수를 구하는 역문      

제(inverse problem)를 모두 다룰 수 있다. Raissi et al. (2019)         

가 PINN을 제안한 이후, 이를 활용하여 물리 시스템을 지배        

하는 편미분방정식의 정문제 및 역문제를 해결하기 위해 많은       

연구가 이루어졌다. 특히 유체 역학 분야에서는 나비에-스토크      

스 방정식(Navier-Stokes equtaion)을 활용한 연구들이 많이 수      

행되었다(Erichson et al., 2019; Raissi et al., 2020; Sun et al.,          

2020; Zhu et al., 2019; Cai et al., 2021). 또한 Sahli Costabal           

et al. (2020)은 심방세동(atrial fibrillation)을 진단하기 위한 파       

동 전파를 설명하기 위해 PINN을 사용하였고, Chen et al.        

(2020)은 미세 광섬유에서 빛의 산란에 대한 역문제에 PINN       

을 적용하였다. Haghighat et al. (2021)은 고체역학에서의 정       

문제 및 역문제에 PINN이 활용될 수 있는 가능성을 확인했다.

탄성파 탐사 분야에서도 파동이 전파할 때 나타나는 물리적       

현상을 설명하기 위해 PINN을 적용하는 연구들이 진행되고      

있다. 주시(traveltime)를 계산하기 위해 사용하는 아이코날 방      

정식(Eikonal equation)을 PINN에 적용하여, 파동장의 초동 주      

시를 예측하고 초동 주시 토모그래피 역산을 수행할 수 있음        

이 확인되었다(Smith et al., 2020; Waheed et al., 2020;        

Waheed et al., 2021). Moseley et al. (2020b)은 2차원 음향 파          

동방정식의 해를 구할 때 PINN의 활용에 대한 연구를 수행했        

고, Song et al. (2021)은 이방성 매질에서 2차원 음향 파동방         

정식의 해를 PINN으로 예측하였다. PINN은 탄성파 자료로부      

터 물성을 예측하기 위한 역문제 풀이에 관한 연구에도 활발        

히 이용되고 있다. 대표적으로 음향 파동방정식을 기반으로 한       

속도 모델 역산(Xu et al., 2019), 탄성 파동방정식(elastic       

wave equation)을 이용한 1차원 속도와 밀도 역산(Karimpouli      

and Tahmasebi, 2020), 전파형 역산(full waveform inversion,      

FWI) 결과 개선(Rasht-Behesht et al., 2022), 탄성 파동방정식       

을 이용한 석유탄성(petroelastic) 특성 추정(Junior et al.,      

2019)에 관한 연구 등이 그 예이다. 또한 자료처리 분야에서는        

국부 평면파 미분 방정식(local plane wave differential equation)       

을 PINN에 적용하여 탄성파 자료의 보간(interpolation)을 수      

행하고자 하는 연구가 이루어지고 있다(Brandolin et al.,      

2022).

PINN을 사용하여 파동 방정식을 모델링하는 경우 2차 편미       

분방정식을 자주 사용한다. 따라서 시간과 공간에 대한 2차 미        

분항까지 고려해야 하기 때문에 1차 편미분방정식을 사용하는      

시스템에 비해 복잡도가 높아지게 된다. 또한 지질 구조 모델        

은 역전층이나 단층을 포함하거나 이방성, 불균질성 등의 특성       

을 가질 수 있으므로 이러한 특성들이 파동장에 반영되어 복        

잡한 결과가 나타날 수 있다(Yilmaz, 2001). 이와 관련하여       

PINN을 사용한 파동방정식 모델링을 수행할 때 몇 가지 문제        

가 발생할 수 있다. 신경망의 출력이 파동의 여러 역학적 현상         

들을 모두 표현할 수 있는지에 대한 불분명함(Moseley et al.,        

2020b), 유일해를 구하기 위한 경계조건이 충분한지에 대한 모       

호함(Alkhadhr and Almekkawy, 2023), 1차 미분에 비해 늘어       

난 계산 비용 등이 그 문제에 해당한다. Moseley et al.         

(2020b)은 이러한 문제들을 고려하여 PINN을 훈련하는 동안      

커리큘럼 훈련 전략을 기본으로 여러 시간 단계에서의 파동장       

스냅샷(snapshot)을 경계조건 훈련자료로 사용하는 등 다양한     

전략들을 활용하였다. 

이 해설 논문에서는 물리정보신경망의 기본 개념을 설명하      

고, Moseley et al. (2020b)의 훈련 전략을 기초로 하여 2차원         

음향 파동방정식의 해를 모사하는 심층 신경망 훈련 과정에       

대해 상세히 서술한다. 이론 1에서는 일반적인 물리정보신경      

망의 개념을 설명하고, 이론 2에서는 파동방정식의 해를 물리       

정보신경망을 활용하여 도출할 때 고려해야 할 사항들에 대해       

살펴본다. 수치 예제에서는 2차원 음향 파동 방정식 모델링을       

물리기반신경망으로 구현할 때 각 고려사항에 대한 테스트를      

수행하고, 이를 기반으로 최적화된 훈련 방식을 제안한다.

이론 1. PINN의 기본 개념

임의의 변수 로 매개화된 비선형 편미분방정식의 일반적인      

표현은 다음과 같다(Raissi et al., 2019).

(1)

이 시스템의 잠재적 해(latent solution)는 u 로 표현되며, 이        

때 비선형 미분 연산자 은 공간에 대한 편미분을, ut 는 시          

간에 대한 편미분을 의미한다. Raissi et al. (2019)은 PINN 기         

법을 데이터 기반 솔루션(data-driven solution)과 데이터 기반      

발견(data-driven discovery) 문제에 대한 접근으로 구분하여     

설명하는데, 식 (1)에서 신경망을 통해 u 를 구하는 문제(정문        

제)는 데이터 기반 솔루션,  를 구하는 문제(역문제)는 데이터        

기반 발견에 해당한다. 여기서는 정문제인 파동방정식 모델링      

을 위한 접근에 집중하여 데이터 기반 솔루션 문제에 관해서        

만 다룬다.

PINN 이론에 따르면 편미분방정식의 해를 출력하는 미분연      

산자는 기계학습의 관점에서 신경망(N )으로 대체할 수 있다.       

해를 구하고자 하는 점의 시공간적 위치 정보(x, t)를 입력으로        

하여 그 위치에서 예측된 해( )를 출력하는 신경망 N 은 식         

(2)와 같이 정의할 수 있고, 이 신경망은 가중치  를 업데이트          

하는 방식으로 훈련된다. 

û
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(2)

PINN 기법의 훈련에서 입력 변수에 대한 미분 연산을 통해        

편미분방정식을 활용하는 물리정보신경망을 f 로 표기하면, 이      

는 식 (1)의 좌변으로 정의될 수 있다( f : = ut + [u]). 방정식             

f = 0을 만족하는 해는 물리 시스템의 지배방정식을 따른다는        

것을 의미하기 때문에 식 (2)의 신경망 N 이 훈련될 때 f 가 0            

에 가까워지는 제약조건을 손실함수에 추가하는 방식으로     

PINN이 구현된다. 즉, 신경망 N 의 출력(N[(x, t);  ])을 물리정          

보신경망( f )에 적용한 결과( f (N[(x, t);  ]))가 0에 가까워지는           

방향이  를 업데이트 하는 데 반영된다고 할 수 있다. 이러한          

제약조건은 식 (3)과 같이 기존의 데이터 기반 손실함수인       

MSEu에 MSEf 를 추가하여 손실함수로 사용하는 것으로 고려       

될 수 있다. 두 손실함수는 각각 데이터손실(data loss)과 잔차        

손실(residual loss)(Heldmann et al., 2023), MSE손실(mean-     

square error loss)과 PINN손실(PINN loss)(Lim et al., 2022)       

등의 용어로 표현되며 이 논문에서는 2차원 파동 방정식 모델        

링을 수행한 Moseley et al. (2020b)에 따라 경계손실(boundary       

loss)과 물리손실(physics loss)로 각 항을 명명한다.

(3)

식 (3)에서 아래 첨자 u 와 f 는 각각 경계손실과 물리손실을          

계산하기 위한 자료임을 의미하고, 위 첨자 i, j 는 각 자료의          

일련번호, Nu 와 Nf 는 각 손실이 계산되는 데 사용되는 자료의          

개수를 나타낸다. 경계손실에 해당하는 첫번째 항은 경계 조건       

과 초기 조건에 해당하는 점( )에서의 라벨과 동일 위치에       

서 신경망 출력 사이의 차이를 계산한다. 두번째 항은 물리손        

실에 해당하며, 네트워크의 출력이 물리 시스템을 얼마나 잘       

만족하는지에 대한 정보이다. 물리 손실은 모델링 영역 내에서       

임의의 점을 추출하여 계산하며, 그 점들을 콜로케이션 포인트       

(collocation point)라고 부른다. 두 손실 항의 분포 범위가 다        

르기 때문에, 가중치 k 를 손실균형(loss balancing)으로 정의하       

여 사용하였다. 이 때, 최적화된 k 는 수치 예제를 통해 경험적          

으로 결정할 수 있다. 이 방식은 일반적인 지도학습의 손실함        

수에 해당하는 경계 손실에 물리 손실이라는 비지도 정규화       

(regularization)를 추가한 것이라고도 볼 수 있다. 

이론 2. 파동방정식 모델링을 위한 PINN

2차원 공간에서 음향 파동 방정식은 매질의 밀도가 일정하       

다고 가정하고 송신원 항을 무시하면 다음과 같이 표현할 수        

있다. 

(4)

이론 1절의 설명에 따라 파동방정식을 모델링 할 때 물리정        

보신경망( f )은 식 (4)의 좌변으로 정의되는 미분항의 조합을        

계산하는 신경망이 된다. 파동방정식 모델링을 위한 PINN 훈       

련 과정을 2개의 은닉층 구조의 신경망으로 가정하여 간략하       

게 도식화하면 Fig. 1과 같다. 

시공간적 위치 정보(x, t)가 심층 신경망의 입력으로 주어졌       

을 때, 신경망은 파동장을 모사하는 결과값( )을 출력하고, 이       

출력 값의 입력에 대한 미분을 수행해 물리손실(MSEf )을 계산        

한다. 손실함수는 역전파(back propagation) 기법을 통해 은닉      

층 사이의 가중치( )를 업데이트하는 데 활용된다.

이론 1에서 설명한 PINN의 훈련과정에 파동방정식을 적용      

하면 다음과 같은 손실함수가 도출된다. 
xu

i
, tu

i

û

Fig. 1. Schematic diagram of PINN to solve the forward problem of the 2D acoustic wave equation.
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(5)

여기서 f 는 물리 기반 신경망, N 은 모델링 결과를 예측하는          

심층신경망이며, 아래첨자 FD는 유한차분법을 사용해 모델링     

한 결과임을 의미한다. 식 (5)에서 v(x)는 식 (1)에서  로 나타          

낸 편미분방정식의 모델 매개변수를 의미하며 여기서는 파동      

방정식을 다루고 있으므로 모델링에 사용된 속도 모델이다. 

경계손실(MSEu)을 계산하기 위해 필요한 라벨 자료는 여러      

수치해법을 통해 생성될 수 있지만, 여기서는 유한차분법을 사       

용하였다. 파동장 uFD은 속도, 밀도, 송신원 특성 등의 모델 매         

개변수를 고정한 후 처음 몇 개 시간 단계만큼 모델링하여 생         

성되며, 이는 파동방정식을 수치적으로 풀 때의 초기조건에 해       

당하지만, PINN에서는 경계손실을 계산하기 위해 사용한다는     

의미에서 경계조건이라는 용어를 사용하여 설명한다. 식 (5)에      

서의 파동장 uFD(xi, ti)은 , 의 범위      

내에 있다고 표현할 수 있는데, Xmax 는 모델링 영역의 상한, T1          

은 유한 차분법으로 모델링한 시간 단계 중 최댓값을 의미한        

다. 경계 손실은 이산화된 경계조건 집합에서 무작위로 지점들       

을 추출하여 계산되며 이는 훈련 중 가중치 업데이트 단계마        

다 수행된다. 이와 유사하게 물리 손실도 임의의 (xj, tj)를 샘         

플링 하여 계산하며 이때의 자료 범위는 ,      

으로 이는 모델링 하고자 하는 영역의 범위를 의       

미한다. 

Moseley et al. (2020b)은 파동방정식을 PINN에 적용할 때       

신경망으로 예측한 해의 정확도와 수렴성 개선을 위해 여러       

전략들을 도입하였다. 이러한 전략에는 수렴성 개선을 위한 커       

리큘럼 훈련, 초기 해의 시간과 공간에서의 제약을 위한 여러        

시간 단계에서의 경계조건 훈련자료 사용, 입력에 대한 그래디       

언트 계산을 추적하기 위해 비교적 작은 10 개 층의 완전 연          

결 신경망(fully connected network) 구성, 그리고 Softplus 활       

성함수 사용 등이 포함된다. 이 해설 논문에서는 이러한 전략        

중 커리큘럼 훈련과 적절한 활성함수 선정에 대해 수치 예제        

를 통해 분석하고자 한다. 이를 위해 여기서는 그에 해당하는        

이론을 먼저 설명한다. 

커리큘럼 훈련은 네트워크가 점진적으로 학습을 진행할 수      

있도록 하는 전략이다. 훈련 초반에는 경계 손실만을 고려하여       

가중치가 업데이트 되며 훈련 도중에 물리 손실을 추가하고,       

점진적으로 시간 단계를 증가시키는 방식의 훈련 시나리오를      

적용한다. 구체적으로 처음 10 개에서 20 개의 시간 샘플 동         

안은 경계손실만을 손실함수로 사용하여 신경망의 가중치를     

업데이트하고, 그 이후 시간 단계를 늘려가며 경계손실과 물리       

손실을 모두 손실함수 계산에 사용하는 방식으로 구현한다. 이       

러한 방식을 통해 신경망이 초기 파동장의 정보를 먼저 학습        

함으로써 본격적인 PINN 훈련 전에 좋은 초기 조건을 제공해        

줄 수 있다. 그 후, 시간 단계에 따라 학습을 진행해 나감으로          

써 해의 수렴성을 높일 수 있다. 

비선형 활성함수는 선형 함수라고 볼 수 있는 심층 신경망        

에 비선형성을 부여하기 위에 사용된다. 2 개 이상의 은닉층        

으로 구성된 심층 신경망 구조에는 기울기 소실(vanishing      

gradient) 문제를 방지하고 빠른 수렴을 위해 ReLU (rectified       

linear unit) 활성함수가 주로 사용된다(Géron, 2022). Fig. 1에       

서 번째 층, j 번째 노드의 출력( )과 신경망의 출력( )은 다         

음과 같이 계산된다.

(6)

여기서 i 는 i 번째 층의 활성함수를 의미한다. 파동방정식은        

신경망의 출력( )을 신경망의 입력 x 와 t 에 대하여 2차 미분          

하여 표현할 수 있다. 그러므로 활성함수의 시간 및 공간에 대         

한 2차 미분을 계산할 수 없다면 파동방정식을 활용한 PINN        

훈련에 문제가 될 수 있다. Table 1에 나타난 바와 같이 ReLU          

활성화 함수는 2차 미분을 계산했을 때 그 값이 0이 되기 때          

문에 시간과 공간에 대한 2차 미분으로 표현되는 파동방정식       

의 특성 상 ReLU 함수를 훈련에 사용하는 것은 불가능하다. 

따라서 Tanh (hyperbolic tangent)나 Softplus와 같은 활성함      

수들이 그 대안으로 사용될 수 있다. 이 두 활성함수는 고차         

uFD 0, Xmax  ti 0, T1 

xj 0, Xmax 

tj 0, Tmax 

zi
j

û

û

Table 1. Definition of the activation functions and their 1st and 2nd derivative.

Name Function 1st derivative 2nd derivative

ReLU 0

Tanh

Softplus

Siren sin(x) cos(x) -sin(x)
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미분항이 계산될 수 있어 초기 문헌에서 주로 사용되었으나,       

경계 자료를 이용하여 훈련하는 과정에서 수렴하지 못하는 문       

제가 발생하였다. 이를 해결하기 위해 Jagtap et al. (2019)는        

기존의 활성함수에 하이퍼 파라미터(hyper-parameter)를 도입    

하여 PINN의 수렴성을 개선할 수 있는 적응 활성화 함수        

(adaptive activation function)을 제안하였다. Sitzmann et al.      

(2020)은 주기성이 있는 자료의 훈련에 적합한 siren 활성함수       

를 제안하였고, 이는 특히 탄성파 자료에 적합하며, PINN 훈        

련에도 성공적으로 적용될 수 있다. 각 활성 함수의 파동방정        

식 모델링을 위한 PINN 훈련에 대한 적절성을 단순히 비교하        

기 위해 여기서는 하이퍼 파라미터 도입은 제외하고 분석한다.       

Fig. 2는 언급된 모든 활성 함수들과 그 함수들의 1차, 2차 도          

함수를 그래프로 나타낸 것이다. 이를 통해 ReLU 보다는       

Tanh, Softplus, Siren와 같은 함수들이 2차 미분항을 포함한       

계산에 적절함을 확인하였다. 각 활성 함수들의 수렴성에 대한       

고찰은 수치 예제를 통해 다뤄진다. 

수치 예제

파동방정식 모델링을 위한 물리 기반 신경망 구현을 위해       

Moseley et al. (2020b)가 제안한 신경망 모델을 참고하였다       

(Fig. 3). 그들은 1024 개 노드를 포함한 10 개의 완전연결층         

(fully connected layer, FCL)으로 구성된 신경망을 예측을 위       

해 사용했다. 또한 시간 지점, 공간 지점, 송신원 위치를 입력         

으로 하여 송신원 위치에 대해서는 재훈련이 필요하지 않도록       

하였으나 여기서는 간단한 구현을 위해 시간과 공간 지점만을       

입력으로 하는 신경망을 훈련하였다. 훈련을 위한 하이퍼 파라       

미터들은 경험적으로 결정하였다. 학습률(learning rate)은 10-5     

로 하여 ADAM (adaptive moment assessment) 최적화 기법을       

사용하였고, 충분한 훈련을 위해 총 100,000번의 훈련 단계       

(training step)동안 훈련하였다. 물리손실과 경계손실 사이의     

가중치를 나타내는 k 값은 10-6으로 결정하여 실험을 진행하       

였다.

수치 예제를 통해 Moseley et al. (2020b)가 제안한 커리큘        

럼 훈련과 여러가지 활성함수를 평가하고, 추가적으로 입력 자       

료의 공간 좌표 정규화를 분석한다. 공간정규화와 활성함수에      

대한 테스트는 경계손실만을 손실함수로 하여 훈련한 결과를      

도시하였다. 이를 통해 초기 조건이 신경망 훈련에 잘 반영되        

었는지 여부를 확인하고, 이러한 경계손실이 어느 경우에 잘       

수렴하는지 파악할 수 있다. 또한, 물리손실 추가 전략들을 비        

교하여 손실함수 구성 방식에 따라 달라지는 결과를 확인하       

였다.

테스트를 위해 1.5 km × 1.5 km 크기의 영역에서 속도가         

Fig. 2. Comparison between (a) four activation functions (ReLU, Tanh, Softplus and Siren), their (b) 1st derivative, and (c) 2nd derivative. 

Fig. 3. Structure of the neural network used to solve the wave 

equation (modified after Moseley et al. (2020b)).
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2500 m/s인 균질한 속도모델을 가정하였다. 송신원은 모델 중       

앙에 위치시켜 파동이 전파하는 형상을 직관적으로 확인하고      

자 하며, 중심 주파수가 20 Hz인 Ricker 송신파형을 사용하였        

다. 파동이 송신원으로부터 발생하여 전파하는 초기 시간대에      

는 경계조건(초기조건)으로 사용하는 파동장에 송신파형 정보     

가 불완전하게 반영되어 있으므로 파동방정식에서 송신원 항      

을 생략할 수 없다. 따라서 신경망이 초기 송신파형의 영향 없         

이 파동전파 매커니즘을 학습할 수 있도록 파형이 완전히 나        

타나는 0.1 초를 0 초로 가정하여 기준으로 사용했다. 총 0.3         

초 동안의 파동장을 유한차분법으로 생성하고 0.1 초부터 0.3       

초 까지의 합성 파동장을 0 초에서 0.2 초까지의 파동장이라        

명시했다. 새로운 시간 기준에서 0.04 초까지의 합성 파동장을       

경계손실을 계산하기 위한 라벨자료로 사용했고, 나머지 시간      

대의 파동장은 결과 비교를 위해 사용했다. 모델링을 위한 공        

간 격자 간격은 분산분석을 통해 60 Hz 주파수에 대한 수치         

분산을 방지하기 위해 2 m로 설정하였고, 시간 격자 간격은        

안정성 분석을 통해 수치해가 수렴할 수 있도록 2 ms로 설정         

하였다. 

공간좌표 정규화

파동장의 모델링은 사전에 설정한 임의의 공간적 영역에서      

수행된다. 따라서 공간 좌표 값의 범위는 모델링 매개변수 선        

정에 따라 달라진다. 그러나 파동이 송신원 위치로부터 퍼져       

나가는 파동 전파 과정을 모사하는 파동방정식 모델링의 경우       

절대적인 공간 좌표는 중요한 정보가 아니다. 예를 들어, 0 m         

위치에 송신원을 두고 100 m 위치에서의 파동장을 확인하는       

것과 100 m 위치에 송신원을 두고 200 m 위치에서의 파동장         

을 그려보는 것은 모델을 구성하는 매개변수(속도, 밀도 등)가       

동일하다면 완전히 동일한 결과를 얻게 된다. 즉, 공간좌표 값        

이 아닌 송신 지점과의 상대적인 거리가 모델링 결과를 직접        

적으로 결정한다고 할 수 있다. 또한, 송신파형의 영향에서 자        

유롭다고 가정하면, 0 m로부터 100 m까지 100 m/s로 전파하        

는 파동장과 1000 m까지 1000 m/s로 전파하는 파동장의 모양        

도 완전히 동일하다. 이는 속도 스케일이 거리 스케일에 맞춰        

조절된다고 가정하면, 거리를 정규화해도 파동장에는 영향을     

주지 않음을 의미한다.

이를 고려하였을 때 훈련에 사용되는 모든 입력자료의 공간       

좌표를 정규화 하는 것이 신경망 훈련에 과다한 정보가 주입        

되는 것을 방지할 수 있을 것이라 판단하였고 이에 대한 테스         

트를 진행하였다. Fig. 4a는 공간좌표를 그대로 사용하여 훈련       

한 결과이고, Figs. 4b, 4c는 공간좌표를 각각 0.5 ~ 0.5, 1          

~ 1 범위 내에 존재하도록 정규화 하여 훈련한 결과이다. Fig.         

4에 도시한 결과는 경계손실만을 손실함수 계산에 사용하여      

얻은 결과이다. 공간좌표를 정규화 하지 않은 경우 경계손실을       

최적화해도 초기 시간대의 파동장이 부정확하기 때문에 그 이       

후의 물리손실 최적화 과정도 초기 조건을 잘 반영하지 못하        

게 된다. 이를 통해 PINN을 이용한 파동방정식 모델링은 공        

간좌표를 정규화 하는 과정이 필수적임을 확인할 수 있다. 

활성함수

신경망에 사용되는 여러 활성함수 중 ReLU, Softplus, Tanh,       

Siren 함수를 선택하여 파동방정식 모델링에 최적인 활성함수      

를 분석해보았다. PINN을 이용한 파동방정식 모델링의 성패      

는 커리큘럼 훈련의 초기 단계인 경계손실 훈련에 매우 민감        

하므로 여기서는 경계손실만을 훈련의 손실함수로 사용했을     

때의 결과를 비교하였다. 각 활성함수의 성능 비교는 훈련 진        

행에 따른 경계손실(Fig. 5)과 0.04 초에서의 예측 결과(Fig. 6)        

로 이루어졌다. 

훈련 단계에 따른 경계손실을 관찰해 보면 파란색으로 표현       

된 ReLU 함수와 빨간색으로 표현된 Siren 함수를 제외하고는       

훈련이 진행되어도 계산된 손실 값이 줄어들지 않았다(Fig. 5).       

손실함수 그래프가 이러한 형태를 보이는 이유는 Fig. 6에서       

확인할 수 있다. 유한차분법으로 생성한 파동장(Fig. 6a)을 정       

답자료로 하여 0.04 초에서의 파동장을 비교했을 때, ReLU       

(Fig. 6b)와 Siren (Fig. 6e)을 사용한 경우에는 정답과 유사한        

결과를 얻었으나 Softplus (Fig. 6c)와 Tanh (Fig. 6d)를 사용한        

경우에는 훈련이 전혀 수행되지 못한 것을 확인할 수 있다. 이         

론절에서 언급한 바와 같이 물리손실이 추가되면 ReLU는 사       

용이 불가능하므로 파동방정식을 위한 PINN 훈련에는 Siren      

함수가 활성함수로 가장 적절하다.

Fig. 4. Wavefield prediction from neural network training (a) without coordinate normalization and with normalization that results in coordinate 

ranging (b) -0.5 ~ 0.5, and (c) -1 ~ 1.
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물리손실 추가 전략

커리큘럼 훈련의 효과를 확인하기 위해 먼저 첫 훈련단계부       

터 물리손실과 경계손실을 모두 계산하여 훈련을 수행하였다.      

또한, 처음에는 경계손실만으로 훈련을 진행하다가 50,000 번      

째 훈련단계부터 두 손실을 모두 반영하는 커리큘럼 기반 훈        

련도 수행하였다. 두 훈련 결과를 도시하면 Fig. 7과 같다. Fig.         

7a는 유한차분법을 이용하여 모델링한 파동 전파 과정을 0.04       

초 간격으로 나열하였다. PINN 훈련을 통해 예측한 파동장을       

같은 시간 간격으로 나열하였고(Figs. 7b, 7d), 비교를 위해 유        

한차분법으로 얻은 파동장과의 차이를 도시하였다(Figs. 7c,     

7e). PINN을 통해 출력된 두 결과 중 커리큘럼 학습 전략을 적          

용한 학습 결과(Fig. 7b)가 그렇지 않은 학습 결과(Fig. 7d)보        

다 유한차분법을 통해 얻어진 해와 더 유사함을 확인할 수 있         

다. 각 훈련의 결과와 유한차분법으로 생성한 파동장의 차이를       

보면 커리큘럼 전략을 사용했을 때(Fig. 7c)의 결과가 사용하       

지 않았을 때(Fig. 7e)보다 작게 나타났다. 이 테스트를 통해        

커리큘럼 학습 전략을 도입하면 훈련의 수렴성과 성능이 개선       

된다는 결론을 도출할 수 있다.

마지막으로 물리 손실을 전혀 사용하지 않은 훈련 결과는       

Fig.8과 같이 나타난다. 커리큘럼 훈련 전략을 사용한 경우       

(Fig. 7b)에는 Fig. 7c에서 볼 수 있듯이, 신경망 훈련을 위해         

주어지지 않은 0.04 초 이후 시간대의 파동장 예측에서도 약        

Fig. 5. Comparison of loss functions between four activation functions (ReLU, Tanh, Softplus, and Siren).

Fig. 6. Comparison between (a) label data generated with the FDM method and the results of the wavefield prediction at 0.04 s by neural 

network training with (b) ReLU, (c) Softplus, (d) Tanh, and (e) Siren activation functions.
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간의 진폭 차이만 존재하고 거의 정확한 결과를 얻을 수 있다.         

반면, 경계손실만을 사용하여 예측한 파동장의 경우(Fig. 8a),      

초기 시간에서는 유한차분법 결과와 유사하지만, 라벨자료에     

포함되지 않은 나중 시간의 파동장 예측이 거의 불가능한 것        

으로 나타났다(Fig. 8b). 이를 통해 PINN 기법이 기존 데이터        

기반 기계학습보다 파동방정식 모델링에 우수한 성능을 가지      

고 있음을 확인할 수 있다.

결론 및 토의

이 연구에서는 편미분방정식을 기계학습에 직접적으로 반영     

하는 PINN 기법의 이론을 정리하고 이를 파동방정식 모델링       

에 적용하는 과정을 설명하였다. 특히 여러 수치 예제를 통해        

2차원 파동방정식 모델링을 PINN으로 수행할 때 성공적인 훈       

련을 위한 전략에 대해 살펴보았다. 우선 경계손실을 계산하는       

Fig. 7. Comparison between (a) label data generated with the FDM and the results of the wavefield prediction by neural network training (b) 

with and (d) without the curriculum-based learning strategy. (c) and (e) show the differences between (a) and (b), and (a) and (d), respectively.



물리정보신경망을 이용한 파동방정식 모델링 전략 분석 123

과정에서 공간좌표 값의 정규화를 통해 초기 조건이 더욱 정        

확하게 적용될 수 있음을 확인하였다. 활성함수에 따른 경계손       

실의 수렴성 비교 결과를 보면 시간과 공간에 대한 2차 미분         

항을 포함한 파동방정식의 특성을 고려할 때 Siren 함수를 사        

용하는 것이 적절하다. 수치 예제를 통해 훈련 중 손실 함수에         

물리 손실을 추가하는 것이 결과 개선에 효과적이라는 것을       

확인할 수 있었다. 따라서 기존 문헌에서 제안한 커리큘럼 훈        

련 기반 학습을 사용하면 더 안정적이고 수렴성이 높은 훈련        

이 가능하다는 결론을 내릴 수 있다. PINN 기법은 적절한 전         

략을 통해 공간적인 모델링 경계 내에서는 기존 수치 해법과        

유사한 파동장을 출력함을 확인하였다. 그러나 파동장이 공간      

적인 모델링 경계에 도달한 이후에는 경계면에서 반사가 일어       

나지 않고 무한 공간으로 전파하는 것과 같은 결과가 나타난        

다. 그 이유는 모델링 영역 외부에서의 파동장이 훈련에 사용        

되지 않았으며, 파동방정식을 통해서도 경계면에 대한 정보가      

부여되지 않았기 때문이다. 경계면에서의 반사 현상을 모사하      

기 위해서는 단순히 물리손실에 경계조건 손실항을 추가하면      

된다.

이 연구에서는 PINN의 수렴 특성을 파악하기 위해 균질한       

속도모델을 물리손실 계산에 사용하였다. 하지만 실제 지질 구       

조를 고려한 모델링을 수행하려면 불균질한 속도모델을 사용      

해야 한다. 이를 위해 속도모델을 격자 구조로 이산화하고, 속        

도모델의 공간격자에 맞는 콜로케이션 포인트를 선정하여 물      

리손실을 계산함으로써 PINN에 불균질한 속도모델을 적용할     

수 있다. 현재까지 제안된 PINN을 사용하여 파동방정식을 모       

델링하는 과정에 대한 문헌에서는 속도모델에 대한 일반화, 복       

잡한 구조에 대한 적용, 3차원 파동방정식 활용 등에 대한 고         

찰이 부족하다. 따라서 더욱 효율적이고 일반화된 활용을 위해       

추후 연구가 필요하며, CNN이나 RNN 등 발전된 네트워크에       

적용하여 효율성 및 정확도를 보완할 수 있을 것으로 기대한        

다. 그러나 PINN 기법을 파동방정식에 활용하면 기존의 수치       

해법을 통해 전체 파동장을 계산하지 않아도 이산화 간격과       

관계없이 특정 위치에서의 파동장 값을 알 수 있다는 장점이        

있고, 기존 수치 해법과 비교했을 때 그 성능면에서도 충분히        

활용될 수 있는 대안이라 생각된다.
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