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요 약
이 논문에서는 타원 기둥 형태의 이상체에 의한 자력 벡터와 자력 변화율 텐서 반응식을 유도하였다. 화성암 관입이나 킴벌라이트 구조                 

등은 축 대칭성을 가지면서 주향 방향과 수직한 방향의 반지름이 서로 다른 타원 기둥 형태를 가지는 경우가 많다. 이런 타원 기둥의 자                    

력 반응은 이전 논문에서 유도한 중력 변화율 텐서에 자화 방향에 대한 정보를 포함시킨 포아송 관계식을 이용하여 유도하였다. 타원 기                  

둥의 자력 변화율 텐서는 벡터 자력을 미분하여 유도하는데 삼중 적분으로 표현되는 타원 기둥의 인력 퍼텐셜을 각 축방향으로 3회 미분                  

한 총 10개의 삼중 미분 함수를 구하는 것과 동일하다. 미분과 적분의 순서는 바꾸는 것이 가능하므로 결과적으로 자력 변화율 텐서는 타                   

원 기둥의 인력 퍼텐셜을 3회 미분한 후, 깊이 방향으로 적분하고 나머지 이중 적분은 복소 평면에서 타원 기둥의 단면을 폐곡선으로 하                   

는 경로를 따라 선적분으로 변환하여 유도된다. 이 논문에서 복소 평면에서 선적분으로 유도한 자력 및 자력 변화율 텐서 반응식은 립쉬                  

츠-한켈 적분으로 유도한 원기둥의 자력 및 자력 변화율 텐서 반응식과 완벽하게 일치함을 보였다. 

주요어
자력, 자력 변화율 텐서, 타원 기둥형 이상체, 포아송 관계식 

ABSTRACT
In this study, the expressions of magnetic vector and magnetic gradient tensor due to an elliptical cylinder were derived. Igneous 
intrusions and kimberlite structures are often shaped like elliptical cylinders with axial symmetry and different radii in the strike and 
perpendicular directions. The expressions of magnetic fields due to this elliptical cylinder were derived from the Poisson relation, which 
includes the direction of magnetization in the gravity gradient tensor. The magnetic gradient tensor due to an elliptical cylinder is 
derived by differentiating the magnetic fields. This method involves obtaining a total of 10 triple derivative functions acquired by 
differentiating the gravitational potential of the elliptical cylinder three times in each axis direction. As the order of differentiation 
and integration can be exchanged, the magnetic gradient tensor was derived by differentiating the gravitational potential of the elliptical 
cylinder three times in each direction, followed by integration in the depth direction. The remaining double integration was converted 
to a complex line integral along the closed boundary curve of the elliptical cylinder in the complex plane. The expressions of the 
magnetic field and magnetic gradient tensor derived from the complex line integral in the complex plane were shown to be perfectly 
consistent with those of the circular cylinder derived by the Lipschitz-Hankel integral.
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서 론

최근 자력 및 자력 변화율 탐사 방법은 지하구조를 해석하        

거나 인공 구조물을 탐지하려는 목적으로 일반적으로 적용되      

고 있다(Matende and Mickus, 2021; LaFehr and Nabighian,       

2012). 화산 지역에서 화도의 관입이나 초고압 맨틀 물질을 포        

함하는 킴벌라이트 구조 등에 특히 자력 및 자력 변화율 탐사         

방법들이 활용되고 있다(Battaglia et al., 2008; Beiki, 2012;       

Kamm et al., 2015; Wang and Yang, 2023). 관입 화산암이나         

킴벌라이트 구조는 일반적으로 원기둥이나 한쪽 방향으로 연      

장된 타원 기둥의 형태를 갖는다. 지금까지는 원기둥에 의한       

자력 및 자력 변화율 텐서 반응식만이 알려져 있어서(Rim and        

Eom, 2020; Rim, 2020) 타원 기둥 형태의 지하 구조를 해석         

하는데 어려움이 있었다. 따라서 이 연구에서는 타원 기둥으로       

지하 이상체를 자력 및 자력 변화율 탐사를 이용하여 지하 이         

상체를 타원 기둥으로 해석하는데 필수적인 해석해를 유도하      

고자 한다. 

이 논문에서는 일정한 방향으로 자화된 깊이 방향으로 무한       

한 타원 기둥이 장반경 방향의 북쪽과 일정한 방향으로 놓여        

있은 경우에 타원 기둥의 자력 벡터와 자력 변화율 텐서 반응         

식을 유도하였다. 타원 기둥에 의한 자력은 포아송 관계식을       

이용하여 이전 연구(Rim, 2023)에서 이미 유도한 타원 기둥의       

중력 변화율 텐서에 자화 모멘트를 결합하여 유도하였고, 자력       

변화율 텐서는 벡터 자력을 미분하여 유도하였다. 

타원 기둥에 의한 자력

단면 S 가 두 반지름 a와 b를 갖는 타원이고, 깊이 방향으로          

무한히 길고 밀도가  인 타원 기둥에 의한 인력 퍼텐셜은 식          

(1)과 같이 측정점(x, y, z)과 타원 기둥 내의 미소 적분소까지의         

거리 역수를 3중 적분하는 식으로 표현된다(Blakely, 1996). 식       

(1)에서  는 만유인력 상수이고,      

은 측정점과 타원 기둥을 구성하는 임의의 미소 적분소까지의       

거리이다. 측정점에 해당하는 좌표계 (x, y, z)는 북쪽을 x 축,         

동쪽을 y 축, 깊이 방향을 z 축으로 설정한 오른손 직교 좌표계          

를 이용한다. 타원 기둥을 표시하는 직교 좌표계 (, ,  )도          

동일한 좌표계를 적용한다. Fig. 1은 단면이 타원인 타원 기둥        

의 모양을 보여준다. 타원 기둥의 윗면은 수평면과 평행하고,       

단면 타원의 두 반지름을 기준 좌표축으로 하는 2차원 평면        

좌표계 로 정의할 수 있다. 단면 타원의 한 축이 북쪽         

과 이루는 방위각은  이고 타원 기둥 윗면 중심의 좌표는         

이다. 유한한 길이의 타원 기둥에 대한 인력 퍼텐       

셜은 타원 기둥의 윗면과 아랫면을 시작면으로 하는 반무한       

타원 기둥의 반응값들을 서로 빼서 구할 수 있다. 

(1)

식 (1)의 삼중 적분은 타원 기둥의 중심 축 방향 대칭성을         

이용하여 중심축 방향(  )으로 먼저 적분하고 나머지 이중 적         

분은 타원 기둥의 경계면인 폐곡선 C 의 경로를 따라 복소 평          

면에서 선적분한다. 복소 평면에서 선적분하기 위하여 폐곡선      

C 를 표현하는 복소 변수 w 를 식 (2~4)와 같이 도입한다.

,  (2)

 (3)

 (4)

복소 변수 w 의 미분은 식 (5~6)과 같이 주어진다. 

 (5)

 (6)

모든 적분을 수행하고 나면 결과적으로 식 (7)로 표현되는       

타원 기둥의 윗면에 해당하는 경계면과 관측점 사이의 거리인       

r0 만 남게 된다. 

 (7)

타원 기둥에 의한 자력 벡터 반응식은 이전 연구(Rim,       

2023)에서 이미 유도한 타원 기둥에 의한 중력 변화율 텐서에        

포아송 관계식(식 8~10)을 적용하여 유도한다. 포아송 관계식      

은 일정한 밀도와 일정한 방향의 자화를 갖는 임의의 3차원        

이상체의 중력 퍼텐셜과 자력 퍼텐셜이 식 (1)과 같은 동일한        
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Fig. 1. The schematic geometry of the semi-infinite vertical 

elliptical cylinder. The origin of the top plane is  and 

two radii of the elliptic section are indicated by a and b, 

respectively. The identical Cartesian coordinates are used for 

observation and for the elliptic cylinder. x indicates a northward, 

and y indicates an eastward and downward positive system. The 

heading angle  is measured from the north to one of the elliptic 

radii in a clockwise direction.
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적분식으로 표현될 수 있는 성질을 이용한 관계식이다      

(Blakely, 1996; Ren et al., 2017; Ren et al., 2019).

 (8)

 (9)

  (10)

여기서 타원 기둥은 한 방향으로 일정하게 자화되었다고 가       

정하고, 자기 모멘트 벡터는 식 (11)과 같이 복각(), 편각()        

및 자화 강도()로 표현한다. 

 (11)

따라서 타원 기둥에 의한 중력 변화율 텐서를 포아송 관계        

식으로 변환하여 유도한 자력 벡터는 다음과 같다. 

(12)

(13)

 

(14)

여기서 식 (12~14)의 적분 안에서 수평 좌표만을 포함한       

, ,  및 는 각각 식 (32~33), 식        

(36~37)과 같이 주어진다. 

타원 기둥에 의한 자력 변화율 텐서

타원 기둥에 의한 자력 변화율 텐서는 식 (15~20)과 같이 벡         

터 자력을 각 축 방향으로 미분하여 정의된다. 

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

여기서 삼중 미분 함수 Jpqt 와 중력 변화율 텐서 gpq 은 다음과           

같은 관계식을 가진다.

  (21)

삼중 미분 함수(식 21)는 미분 순서에는 상관없으므로 총 10        

종류의 삼중 미분 함수가 필요하다. 삼중 미분 함수 중 식         

(22~26)과 같이 중심축(z) 방향 미분이 적어도 1회 이상 포함        

된 경우 중심 축 방향의 미분이 타원 단면의 폐곡선을 경로를         

따르는 선적분과는 무관하므로 적절한 중력 변화율 텐서 성분       

을 z 로 미분하여 바로 구할 수 있다. 예를 들어 삼중 미분 함            

수 Jxzz 는 중력 변화율 텐서의 gxz 성분을 z 로 미분하여 유도           

할 수 있다. 중심 축 방향의 미분이 전혀 포함되지 않은 삼중          

미분 함수(식 28~31)은 삼중 적분으로 표현된 중력 퍼텐셜을       

먼저 3회 미분한 후 중심축 방향으로 적분하고 나머지 이중        

적분은 복소 평면에서 타원 단면을 폐곡선으로 선적분하여 구       

한다. 자세한 유도 과정은 부록에 정리하였다. 
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(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

여기서 타원 기둥 단면인 타원 경계로 정의되는 u (t) 와 v (t)  및             

이들의 미분이 포함된 함수는 다음과 같이 주어진다. 이들 함        

수의 특징은 변수가 수평 방향인 (x, y)만 가지고 중심축(z) 변         

수가 전혀 포함되지 않은 점이다. 

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

 (39)

퍼텐셜 이론에 따르면(Blakely, 1996; Lowrie and Fichtner,      

2020) 자력 변화율 텐서의 대각 성분의 합( )      

은 0이고 비대각 성분은 대칭임을 여기서 유도한 타원 기둥에        

의한 자력 변화율 텐서 반응식에서도 확인된다. 또한 중력       

변화율 텐서의 대각 성분 합을 한 방향으로 미분한 것과 동일         

한 결과인 3개의 삼중 미분 함수의 합( ,      

, )도 모두 ‘0’임을 확인    

할 수 있다. 

자력 및 자력 변화율 텐서 모델링

Fig. 2는 타원 기둥의 윗면의 중심이 (0, 0, -500 m), 단반경          

400 m, 장반경 800 m, 기둥의 길이 1,000 m, 타원 단면의 장           
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축의 방위각 N60W, 자화 방향의 복각 50o, 편각 -10o, 자화 강          

도 1 A/m인 타원 기둥에 대한 자력 벡터를 보여준다. 원기둥         

에 의한 자력 벡터와 비슷한 패턴을 보이고 타원 단면의 주향         

방향으로 연장된 자력 이상 반응을 보여준다. 장반경과 단반경       

을 같게 설정하면 원기둥과 같으므로 원기둥에 의한 자력 벡        

터와 비교하면 Fig. 3과 같이 완벽하게 일치한다. 원기둥에 의        

한 자력 벡터는 Rim and Eom (2020)의 반응식으로 계산하였        

는데, 원형의 방사상 대칭성을 고려한 립쉬츠-한켈 적분(Eason      

et al., 1955)을 이용하여 유도한 식으로서 이 연구에서 적용한        

복소 적분을 이용한 방식과 전혀 다른 방식으로 유도하였지만       

두 벡터 자력 반응식의 차이는 10-7 nT 이하로 완벽하게 일치         

함을 알 수 있다. 

같은 타원 기둥에 대한 자력 변화율 텐서 반응(Fig. 4)은 전         

형적인 원기둥과 비슷한 양상이지만 타원의 모양에 따라 반응       

값이 연장되어 나타난다. 자력 벡터에서 원기둥 반응과 비교       

한 것과 동일한 방식으로 원기둥의 자력 변화율 텐서(Rim,       

2020)와 비교한 경우 비교하면 Fig. 5와 같이 완벽한 일치를        

보여준다.

Fig. 2. Magnetic fields due to an elliptical cylinder (red ellipse) with a length of 1,000 m. The origin of the elliptical section of the top plane 

is (0 , 0, -500 m). The short and long radii are 400 m and 800 m, respectively. The magnetization vector has an inclination of 50o, the 

declination of -10o, and magnitude of magnitization of 1 A/m. The observation points locate on the the sea level.

Fig. 3. Differences between the magnetic fields due to a circular cylinder (red circle) as calculated by Rim and Eom (2020) and this study.

Fig. 4. The magnetic gradient tensor due to the same elliptic cylinder used in Fig. 2.
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결론

일정한 밀도와 자화를 가지는 이상체에 대한 중력 퍼텐셜과       

자력 퍼텐셜 포아송 관계식에 타원 기둥에 의한 중력 변화율        

텐서를 적용하여 타원 기둥에 의한 벡터 자력 반응식을 유도        

하였다. 유도한 자력 벡터를 직교 좌표계에서 각 축 방향으로        

미분하여 자력 변화율 텐서를 유도하였다. 이때 타원 기둥을 z        

방향 적분과 수평 성분의 이중 적분을 타원 경계를 경로로 하         

는 선적분으로 분리하여 유도한다. 립쉽치-한켈 적분을 적용한      

원기둥의 의한 자력 및 자력 변화율 텐서 반응식과 선적분을        

이용한 적용한 방법과 완벽하게 일치함을 보여주었다. 

화성암 관입이나 킴벌라이트 구조 등은 깊이 방향으로 길게       

연장되면서 그 단면이 원형인 경우도 있지만 주향 방향의 불        

규칙성으로 한 방향이 다른 방향에 비해 연장되는 타원 단면        

을 가지는 것이 일반적이다. 이런 구조에 자력 및 자력 변화율         

탐사를 적용하려면 이 연구에서 유도한 벡터 자력과 자력 변        

화율 텐서의 해석해를 활용하여 타원 기둥의 길이 뿐만 아니        

라 타원 단면의 방위각을 고려하여야 이상체의 정밀한 모양을       

추정할 수 있다. 타원 기둥에 대한 자력 및 자력 변화율 텐서          

의 해석해를 이용하면 현장 자료의 3차원 역산 해석에서도 타        

원 기둥의 구조에 해당하는 몇 개 변수만을 추적하는 비선형        

역산이 가능하므로 정밀한 역산 해석에 도움을 줄 수 있을 것         

이다. 
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부록 

여기서는 삼중 미분 함수 중에서 z 방향의 미분이 전혀 포         

함되지 않은 경우 중 하나인 J
xxx 

의 유도 과정을 기술한다.         

J
xxx 

는 중력 변화율 텐서의 g
xx 
를 x 방향으로 미분하여 정의          

된다.

(A-1)

먼저 타원 기둥의 중심축( ) 방향으로 적분하면 식 (A-2)와        

같다(Gradshteyn and Ryzhik, 1980).

 (A-2)

여기에 본문에서 정의한 복소 변수(식 2~4)를 도입하면 식 (A-        

3)으로 변환된다. 

(A-3)

식 (A-3)에는 복소 변수 w 가 포함된 적분의 총 5 종류가 있           

는데 이 중에서 예를 들어 첫번째 적분 항에서 선적분으로 변         

환될 함수 는 식 (A-4)의 관계로부터 구해진다      

(Kwok, 1989; Kwok, 1991a; Kwok, 1991b; Kwok and Beyer,        

1993). 

 (A-4)

식 (A-4)의 양변을 로 적분하여 를 구한다.

(A-5)

식 (A-5)를 이용하여 본문에서 정의한 타원 기둥의 단면 경        

계인 타원 경로 C 에 대하여 선적분하고 실수부만을 선택하면        

첫번째 적분에 의한 반응식 (A-6)을 얻을 수 있다.

 

 (A-6)

식 (A-3)에서 복소 변수 w 가 포함된 다른 4개 적분 항에 대           

해서도 같은 방법을 적용하고 정리하면 최종적으로 삼중 적분       

함수 J
xxx 

가 식 (A-7)와 같이 유도된다. 

(A-7)
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