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Abstract A fixed-point iteration is proposed to integrate the stress and state variables in the incremental analysis of

plastic deformation. The Conventional Newton–Raphson method requires a second-order derivative of the yield function

to generate a complicated code, and the convergence cannot be guaranteed beforehand. The proposed fixed-point

iteration does not require a second-order derivative of the yield function, and convergence is ensured for a given strain

increment. The fixed-point iteration is easier to implement, and the computational time is shortened compared with the

Newton–Raphson method. The plane-stress condition is considered for the biaxial loading conditions to confirm the

convergence of the fixed-point iteration. 3-dimensional tensile specimen is considered to compare the computational

times in the ABAQUS/explicit finite element analysis.

Keywords: Return-mapping method, Finite element method, Hill’s quadratic yield function, Fixed-point iteration, Aniso-

tropic plastic deformation 
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1. 서 론

유한요소해석은 금속재료의 소성변형을 예측하고 해석

하기 위하여 널리 사용되고 있다. 유한요소해석에서 재료

의 소성 변형률 분포와 응력분포를 계산하기 위해서는 재

료의 비선형 방정식을 하중 경로를 따라 풀어야 한다. 변

위에 대한 비선형 방정식의 해를 구하기 위하여 회귀착점

방법(return-mapping method)이 널리 사용되고 있으며, 이

를 구현하기 위하여 뉴튼-랩슨 축차(Newton-Raphson

iteration) 방법이 널리 사용되고 있다. 

3-D 적층 제조 공정으로 제작된 재료는 하중 방향에 따

라 강한 이방성을 나타낸다고 보고되고 있다[1, 2]. 이러한

이방성 금속재료의 소성변형을 해석하기 위해 이방성 항

복 함수가 사용되며, Hill의 이방성 2차 항복함수가 그 중

한 예이다. 그러나, 금속재료가 강한 이방성을 나타내거나

항복함수가 모서리를 가진다면, 뉴튼-랩슨 축차는 수렴하

지 않는 경우가 발생한다[3]. 이러한 경우를 해결하기 위

하여 Scherzinger[4]는 선분탐색 기법(line search method)

을 뉴튼-랩슨 방법과 연동하여 사용할 것을 제안하였다.

그러나 선분탐색 기법을 뉴튼-랩슨 축차에 추가할 경우,

계산 식과 알고리즘이 매우 복잡해지므로 이를 코드로 구

현하는 것은 매우 까다로운 작업이다. 

본 논문에서는 소성 변형의 유한요소 해석에서 뉴튼-랩

슨 방법을 사용하지 않고 단순한 반복계산 만을 사용하여

소성변형의 해를 구하는 고정점 축차(Fixed-point itera-

tion) 기법을 제안하였다. 고정점 축차는 고전적인 수치해

석 분야에서 비선형 방정식의 해를 구하기 위하여 널리

사용되어 왔다. Akpama 등[5]은 고정점 축차 방법을 결정
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소성학의 활주 량을 구하는데 사용하였으며, 계산 속도를

뉴튼-랩슨 기법과 비교하였다. 고전 소성변형의 해석에서

고정점 축차를 적용하여 문제를 해결한 연구는 시도된 바

가 없다. 본 논문에서 시도한 고정점 축차 기법은 항복함

수의 2계 도함수를 계산할 필요가 없으며, 반복계산의 수

렴범위가 명확히 제시되므로 소성변형의 해를 구하는데

매우 유용하리라 판단된다. 

다음 장에서는 Hill의 이방성 2차 항복함수에 대하여 간

략히 기술하였고, 소성 변형에서의 고정점 축차 기법에 대

하여 기술하였다. 그 후 고정점 축차를 이용하여 3차원 유

한요소 해석을 수행하였고, 계산시간을 뉴튼-랩슨 방법과

비교하여 고정점 축차의 우월성을 증명하였다. 

2. Hill의 이방성 2차 항복함수 

금속분말을 3D Printing 기법으로 제작한 구조물은 적층

방향에 따라 이방성(anisotropy) 을 나타낸다고 보고되어

있다[2]. 이러한 이방성이 강한 금속 소재의 소성변형을

해석하기 위하여 본 논문에서는 Hill의 2차 항복함수를 사

용하였다. 항복 함수의 형태는 다음 식과 같다[6].

22(σ ) =

+

= (1)

F, G, H, L, M, N은 물질의 이방성에 의존하는 재료 상

수이고  f는 현재의 항복강도를 나타낸다. 본 논문에서는

등방성 변형경화를 고려하였다.  ij는 실험실 좌표계에서

의 응력의 성분이다. 만약 F = G = H = 1, L = M = N = 3이

라면, 항복함수는 von Mises의 등방성 항복함수로 귀결된

다. 본 논문에서는 강한 이방성을 나타내기 위하여 참고문

헌[2]의 이방성 재료를 모델링한 참고문헌[7]에서 사용되

었던 재료 상수를 그대로 사용하였다. 이 경우 Hill의 항

복함수는 다음 식과 같다.

(2)

따라서 F = G = 1, H = 7 / 4에 해당한다. (2)식에 제시된

이방성 2차 항복함수의 초기 항복면과 변형 경화된 이후

의 항복면을 편차응력 공간에 도시하였다(Fig. 1 참조).

 f = 1은 항복강도가 1 MPa 인 경우이고  f = 2는 항복강

도가 2 MPa 로 증가된, 즉 변형경화 된, 경우이다. -평면

상에서, von Mises 항복조건일 경우는 잘 알려진 바와 같

이 원형의 항복곡선을 나타내고 이방성일 경우 타원을 나

타낸다. 본 논문에서는 Voigt 표기법을 사용하여 응력과

변형률은 벡터 V = ( ) 등으로 나타낼

수 있고 강성은 강성행렬 C로 나타낼 수 있다. 

3. 소성변형에서의 고정점 축차 및 수렴조건 

소성변형 하는 금속 구조물에서 변형률 분포와 응력 분

포를 계산하기 위해서는 항복조건(yield condition), 유동법

칙(flow rule), 응력과 탄성변형률 간의 탄성구성방정식을

적용하여야 한다. 보통 회귀착점 방법(return-mapping

method)을 사용하여 항복면과 이에 대응하는 응력, 소성변

형률 상태 등을 구하게 된다. 본 논문에서는 최근에 제시

된 고정점 축차(fixed-point iteration) 기법을 사용하여 소

성변형 해석을 수행하고자 한다[8]. 

수학에서 고정점이라 함은 함수에 의해 그 값이 변하는

않는 점이다. 즉 고정점에 대하여 다음 식이 성립한다.

위 식에서 x를 고정점이라 부른다. 비선형 방정식의 해

를 구하는 과정도 일종의 고정점을 찾는 과정으로 간주할

수 있으며, 이를 고정점 축차라고 부른다. 

소성변형에서 어떠한 시간 구간 동안의 등가소성변형률

증분은 다음의 비선형 변형경화 식을 만족시킨다.

nCn = nCε  h

n은 소성유동의 방향을 나타내고 C는 탄성 계수를 나타

내고, ε는 주어진 시간 스텝 n과 n + 1 사이의 변형률 증

분을 나타낸다. 이 식은 소성변형 하는 재료의 항복함수의

정합조건(consistency condition)을 나타낸다. 위 식의 해는

 가 된다. 위의 비선형 방정식에 고정점 축차기법

(fixed-point iteration method)을 적용한다면, 등가 소성 변

형률의 증분에 대하여 다음과 같은 축차 방정식(iteration

equation)을 적용하게 된다. 

nCn = nCε  h 　 (3)

여기서 (k)는 현재 축차 회수를 나타내며, 통상적으로 변
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Fig. 1. Yield locus of Eq. (2) on the π-plane (before (σ f = 1)

and after (σ f = 2) the strain hardening).
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형율 증분은 주어진 값이라고 가정한다. (3)식의 기본원리

는 우변에 주어진 이전 축차의   값으로부터 좌변에

주어진 현재 축차의 미지수 값  을 구하는 것이다. 종

속 변수의 값들은 축차 과정 중의 임시 상태에서의 값을

나타낸다. 위의 고정점 축차가 수렴하기 위한 조건은 수축

사상정리(contraction mapping theorem)에 의해 다음과 같

이 주어진다.

ε <  (4)

여기서 를 로 표기하고, 축차 과정 중의 항복함

수 의 2계 도함수 행렬(또는 Hessian 행렬)의 크기(norm)

를 나타낸다. 위 식은 주어진 변형률 증분의 크기 ε 가

우변에서 정의된 값보다 작아야만 고정점 축차의 수렴이 보

장될 수 있음을 말하고 있다. H 행렬의 원소는 다음과 같다. 

, , ,

 

4. 평면 응력 조건에서의 수렴 테스트

4.1. 서브-인크리먼트 방법(sub-increment method)

본 논문에서 가정한 Hill의 이방성 2차 항복함수에 대하

여 2차 도함수 행렬(또는 Hessian 행렬)의 크기를 구하면

(1/Pa)이다. 여기서 벡터 와

행렬 의 크기는 다음 식을 이용하여 정의하였다[9].

 (5)

Fig. 2를 참고하면 의 값은 모든 평면 응력 조건

에서 같은 값을 가짐을 알 수 있다. 탄성계수 E = 160

GPa, 푸아송 비 v = 0.3, 항복응력 f= 500 MPa이고 변형

경화가 없는 경우를 고려하였다. 고정점 축차가 수렴하기

위한 조건은 식 (4)에 의해 주어지며, 그 값은 0.000208 이

된다. 즉 고정점 축차 계산에 사용되는 변형률 증분의 크

기가 ε < 0.000208을 만족한다면 고정점 축차가 수렴하

게 된다. 이를 검증하기 위하여 평면 응력 조건을 고려하

였다. 즉, 초기에 응력이 없는 질점에 xx와 yy가 가해지는

조건이며, 평면 응력조건을 구현하기 위하여 zz를 조정해

가며 nested loop 기법을 이용하였다[10]. Fig. 3은 주어진

변형률 증분의 크기가 ε = 0.0002 인 경우 이고, Fig. 4

는 주어진 변형률 증분의 크기가 ε = 0.0008인 경우이

다. 그림 상의 최종 변형률 상태에 도달하기 위하여, 전체

변형률을 ε 으로 나눈 후, 각각의 미소 변형률 증분에

대하여 해를 구하고, 그 해를 누적해 나가는 방식으로 수

치계산을 진행하였다. 이러한 기법을 서브-인크리먼트 방

법으로 칭하기로 한다. Fig. 3의 경우는 변형률 증분이 임

계 변형률 증분 0.000208보다 작으므로 모든 축차에서 수

렴함을 볼 수 있다. 반면에 Fig. 4는 변형률 증분이 임계

변형률 증분을 크게 넘어서므로, 어떠한 하중 조건에서는

축차가 발산함을 보여준다(본 논문에서는 축차의 횟수가

20을 넘어서면 발산하는 것으로 간주하였다). 따라서 식

(4)의 임계 변형률 증분이 고정점 축차의 수렴 여부를 판

단하는 기준으로 활용될 수 있음을 알 수 있다. Fig. 3와

4에 나타낸 고정점 축차의 횟수는 주어진 변형률에 도달

하기 위한 마지막 서브-인크리먼트에서의 축차 횟수이다. 
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Fig. 3. The number of fixed-point iterations with ||∆ε|| =

0.0002.
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5. 3차원 유한요소 해석

일반적인 응력조건에서 고정점 축차의 수렴 거동을 검

증하기 위하여 3차원 유한요소 해석을 수해하였다. Fig. 5

에 보여진 것과 같은 길이가 10 mm 인 인장시편을 고려

하였으며, 상용 유한요소해석 프로그램 ABAQUS/Explicit

[11]를 이용하여 해석을 수행하였다. 고정점 축차 알고리

즘은 사용자 정의 재료 서브루틴(user material subroutine)

을 이용하여 유한요소 해석에 적용하였다. 해석에 사용된

변형률 증분의 크기 ε 는 현재 질점의 항복강도에서의 

값을 이용하여 계산하였다. 즉, Hessian 행렬은 응력

상태에 따라 달라지지만, 현재 항복면에서의 Hessian 행렬

의 크기는 하나의 값으로 정의 될 수 있다. 변형경화 후의

Hessian 행렬의 크기는 를 이용하여 초기

상태의 크기를 알면 비례식을 이용하여 구할 수 있다. 여

기서 와 는 초기와 현재의 항복강도를 나타내고,

와 는 초기와 현재의 Hessian 행렬의 크기를 나타

낸다. 따라서 유한요소 계산에서 처음에 한 번만 항복함수

의 2계 도함수를 구하면 그 이후에는 값을 계산할 필요가

없다. 만약 ABAQUS 주 프로그램으로부터 주어진 시간

스텝 동안의 변형률 증분이 임계변형률 증분 ε 보다 크

다면, 주어진 변형률 증분을 ε 으로 나누어 해를 누적

하였다(이는 앞 절에서 설명한 서브-인크리먼트와 같은 방

법이다). 

Fig. 6은 계산에 사용된 서브 인크리먼트의 수를 나타낸

다. ABAQUS의 변형률 증분은 ABAQUS 주 프로그램에

서 결정되어 그 값이 user material subroutine 으로 주어진

다. 만약 그 크기가 고정점 축차가 수렴하기 위한 임계 변

형률 증분의 크기보다 크다면, 서브 인크리먼트가 1개 이

상 필요하다. ABAQUS/Explicit의 시간 증분은 매우 작으

므로 소성변형 하는 영역에서는 서브 인크리먼트의 수가

1 임을 Fig. 6으로부터 확인할 수 있다. Fig. 7은 수렴을 하

기 위해 필요한 고정점 축차의 횟수를 나타낸다. 소성변형

하는 영역에서 2번 이하의 축차 후에 수렴하는 것을 확인

할 수 있다. 


2



 2

---------

H 0 f H0=

0 f 

H0 H

Fig. 4. The number of fixed-point iterations with ||∆ε|| =

0.0008.

Fig. 6. The number of sub-increment in ABAQUS/Explicit computation.

Fig. 5. Finite element mesh of tensile specimen.
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Table 1은 뉴튼-랩슨 축차를 사용하는 경우와 고정점 축

차를 사용하는 경우의 ABAQUS/Explicit 계산 시간을 비

교한 표이다. 일반적으로 UMAT에 의한 계산이 ABAQUS

내장 재료함수보다 많은 시간이 소요된다는 것을 확인할

수 있으며, 고정점 축차가 축차식이 단순하고 축차 과정

동안 항복함수의 2계 도함수를 계산하지 않으므로, 전체

적인 계산시간이 뉴튼-랩슨 기법보다 상당히 단축됨을 확

인할 수 있다. 계산의 정확도를 검증하기 위하여 고정점

축차 해석에서 얻어진 인장시편의 하중-변위 선도를

ABAQUS 내장 재료함수를 사용한 경우와 비교하였다.

Fig. 8에서 볼 수 있듯이 3가지 해석 방법 모두 거의 동일

한 하중-변위 선도를 나타내었다. 시편의 넥킹 부위도 세

가지 해석 모두 동일하였으며, 따라서 고정점 축차에 의한

해석 결과는 신뢰할 수 있다고 판단된다. 

6. 결 론

본 논문에서는 이방성 금속재료의 소성변형을 해석하기

위한 고정점 축차 방법을 제시하였다. 이방성 소성변형을

기술하기 위하여 Hill의 2차 항복함수를 사용하였다. 제안

한 고정점 축차 기법이 수렴하기 위한 충분조건을 제시하

였으며, 수치적으로 수렴성을 검증하기 위하여 2차원 평

면응력 조건을 고려하였다. 또한 제시한 방법의 수치적 효

율성을 증명하기 위하여 3차원 인장시편의 유한요소 해석

을 수행하였고, 계산 시간을 뉴튼-랩슨 방법을 이용한 회

귀 착점 방법과 비교하였다. ABAQUS/Explicit를 이용한

3차원 유한요소 해석을 통하여, 제시한 고정점 축차 방법

이 뉴튼-랩슨 방법보다 효율적임을 증명하였다. 단,

implicit FEM과 같이 시간 증분이 매우 큰 경우에는, 고정

점 축차는 많은 수의 서브 인크리먼트가 필요하다. 이 경

우 고정점 축차에 의한 CPU 시간은 뉴튼-랩슨 기법에 의

한 CUP 시간 보다 증가할 것으로 예상된다. 
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