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최소 빈도수 문자 우선 선택 방법의 3-SAT 다항시간 
알고리즘

A 3-SAT Polynomial Time Algorithm Based on Minimum 
Frequency Literal-First Selection Method

이상운*

Sang-Un Lee*

요  약  본 논문은 NP-완전으로 알려진 3-SAT 문제에 대해 의 다항시간 알고리즘을 제안하였다. 여기서 은
3-SAT 수식 에 포함된 문자수이며, 은 모든 문자의 총 발생 빈도수이다. 제안된 알고리즘은 우선순위롤 정하여 문자
의 진리 값을 결정하였다. 하나의 절에 포함된 최소 문자의 수가 1개(  )인 문자,  ≥이고 진리 값이 ‘0’ 또는 ‘1’만
존재하는 문자, 발생 빈도수가 최소인 문자 우선순위로 진리 값을 결정하였다. 진리 값이 결정된 문자의 인 절을 삭제
하고, 남아 있는 절에서 해당 문자를 삭제하는 방법으로 식을 축소시킨다. 이 과정을 문자 수 회를 수행하면 주어진 
의 충족 가능 여부를 결정할 수 있다. 이 방법을  적용한 결과 주어진 식 의 충족 가능 여부를 판단할 수 있었으며,
모든 문자의 진리 값도 결정할 수 있었다. 제안된 알고리즘을 다양한 문제들에 적용한 결과 모든 문제들에서 충족가능 
여부를 정확히 결정할 수 있었다. 결국, 제안된 알고리즘은 모든 SAT 문제를 선형시간으로 풀 수 있는 일반화된 알고리
즘으로 확장 가능하며, 오랜 숙원이던 P vs. NP 문제를 풀 수 있는 기반을 제공하였다.

Abstract  To NP-complete 3-SAT problem, this paper proposes a  polynomial time algorithm, 
where  is the number of literals and  is the total frequency of all literals in equation . The algorithm
firstly decides a truth value of a literal in sequence of previously-set priority. The priority order is as
follows: a literal whose occurrence in a clause is 1(  ), a literal which is  ≥ and whose truth value 
is either 0 or 1, and a literal with the minimum frequency. Then, literals whose truth value is determined
are then deleted from clause  and the remaining clauses. This process is repeated  times, the number
of literals. As a result, the proposed algorithm has been successful in accurately determining the 
satisfiability of a given equation  and in deciding the truth value of all the literals. This paper, 
therefore, provides not only a linear-time algorithm as a viable solution to the SAT problem, but also
a basis for solving the P versus NP problem.
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Ⅰ. 서  론

3-충족 가능성 문제(3-SAT, Boolean satisfiability 
problem)는 참(true, ) 또는 거짓(false, )의 진리 값 
(true value)을 가질 수 있는 3개의 문자(literals, ) 또
는 변수(variables) 이 논리합(disjunction, OR, ∨)으
로 연결된 절(clause, ) 몇 개가 논리곱(conjunction, 
AND, ∧)으로 구성된 부울 수식 가 참이 되도록 문자
의 진리 값을 구할 수 있는가의 문제이다.[1,2] 즉, 수식 

가 충족 가능(satisfiable)이란 수식 가 참이 되기 위해 
모든 절이 참이 되도록 문자의 진리 값을 얻어야 하며, 
모든 가능한 참인 경우 중 한 가지 이상만 얻으면 된다. 
반면에, 가능한 모든 문자의 진리 값에 대해 수식 가 참
이 되지 못하면 즉, 수식이 성립하지 않으면 충복 불가능
(unsatisfiable)이라 한다. 문자수를 , 절수를 , 절 당 
문자수를 라 하면  ∨∨∧∨∨는 
      이다.[1,2]

SAT 문제는 명제논리, 데이터베이스 설계 및 분석, 자
동화된 추론, 기계가 물체를 시각적으로 인식하는 
Machine Vision, CAD(Computer Aided Design), 로
보틱스, 일정, 집적회로 설계 등의 분야에 적용된다.[3]

오늘날 사용되고 있는 가장 효율적인 모든 SAT 해결사 
(SAT solver)는 DL(Davis-Putnam)[4]과 DPLL(Davis- 
Putnam-Logemann-Loveland) 알고리즘[5]에 근원을 
두고 있다.[6] 3-SAT 문제는 Cook[7]이 1971년에 NP-완
전 (NP- complete)으로 처음 제시하고, Karp[8,9]이 
1972년에 21개 NP-완전 문제 중 첫 번째 문제로 제시
한 이후 지금까지 정확한 해를 다항시간으로 얻지 못하
고 있다. 2008년에 Gubin[10,11]은  의 다항시간 알
고리즘을 제안하였다.

본 논문은 의 다항시간 알고리즘을 제안한다. 
여기서 은 수식 에 포함된 모든 문자의 총 빈도수이다. 
2장에서는  의 전수검사법, DPLL[5]과 Gubin[10,11]

의   다항시간 알고리즘을 고찰해 본다. 3장에서는 
의 다항시간 알고리즘을 제안한다. 4장에서는 
Gubin[11]이 제시한 사례들을 포함한 다양한 문제들을 
대상으로 제안된 알고리즘을 증명하여 본다.

Ⅱ. 관련연구와 연구 배경

식 (1)은 Cook[7]이 제시한 3-SAT 문제로     

  이며,   (또는 1100)의 진리 값을 가질 

경우  를 만족하여 충족 가능이라 하였다.


 ∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨∨   (1)
식 (1)의 정확한 해를 얻기 위해서는 표 1과 같이   

의 가능한 모든 경우 수에 대해 의 진리 값을 결정해야 
한다. 식 (1)은 16가지 경우 수 중에서     
의 9가지
에서 참이 성립한다.

표 1. 식 (1)의 진리표
Table 1. Truth table for Expression (1)

DPLL 알고리즘[5,6]은 기본적으로 단위 절 제거(unit 
clause elimination) 규칙과 순수 문자 제거(pure 
literal elimination) 규칙을 적용하였다. 단위 절이란 1
개 문자만 포함하고 있는 절이다. 순수 문자란 에 문자 
는 존재하지만 가 존재하지 않는 경우이다. 따라서 단
위 절이나 순수 문자가 존재할 경우, 이 문자를 ‘1’로 하
면 해당 절을 삭제할 수 있다. 또한, 부울 수식이 ‘충족 
불가능’으로 판단되면 지금까지 선택된 문자의 진리 값
을 반대로 적용하면서 충족 여부를 판단하는 역추적법
(backtracking)을 적용한다. 역추적 개념은 하나의 문자
를 선택하여 참 값을 할당하고 수식을 단순화시킨다. 단
순화된 수식에 대해 충족가능 여부를 반복적으로 확인한
다. 만약, 충족 불가능이면 반대되는 진리 값을 할당하면
서 동일한 반복 확인 과정을 거친다. DPLL 알고리즘은 
다음과 같이 수행된다.

(1) 부울 수식을 CNF(conjunctive normal form)로 
변환시킨다.

(2) 단위 절 또는 순수 문자가 존재하면 해당 문자 

를 우선 선택한다. 만약, 그렇지 않으면 임의의 문
자 를 선택한다. 만약, 선택된 문자가 이면 
    을, 이면     을 할당한다. 단
순화 과정을 수행한다. 부울 수식 의 충족 불가
능 여부를 판단한다.

(3) 만약, = 충족 불가능이 결정되면 현재 할당된 문자
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의 진리 값을 반대로 적용하여 단순화 과정을 다시 
수행한다. 그래도 = 충족 불가능이면 현재까지 선
택된 문자들을 역으로 추적하면서 진리 값을 반대로 
설정하면서 단순화 과정을 반복적으로 수행한다.

[단순화 과정]
(1)'1”값이 할당된 문자를 포함하고 있는 절 를 삭제

한다.
(2)“0”값이 할당된 문자를 포함하고 있는 절 에 대해 

해당 문자를 삭제한다.

에 DPLL 알고리즘을 적용하여 보자. 단위 절 또는 
순수 문자가 존재하면 우선 선택 법칙을 적용하고, 존재
하지 않으면 첫 번째 절의 첫 번째에 존재하는 문자를 선
택하는 방법을 적용하기로 하자. 은   인 3-SAT 문
제로 단위 절은 존재하지 않는다. 또한 의 4개 문
자 모두 순수 문자는 존재하지 않는다. 따라서 첫 번째로 
를 선택하면     이 할당되어 

 ∨∧∨

로 축소된다. 두 번째로 이 수식에는 순수 문자 가 존재
한다. 따라서 순수 문자 를 선택하면  이 할당되어 
  ∨가 된다. 세 번째로 2개의 순수 문자가 존재

하며, 를 선택하고  이 할당되면 
 가 된다. 

마지막으로  이 할당되면 
 이 되어 충족 가능이

다. 결국, 4회가 수행된다.
식 (2)는 Boulé[12]가 제시한 “충족 가능” 문제이다.


 ∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨∨∧

∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨∨

   (2)

표 2. 의 DPLL 알고리즘 적용 결과
Table 2. Applied result of DPLL algorithm for 

에 DPLL 알고리즘을 적용하면 →→

→→→→→→→

 순서로 역 추적 과정을 3회 수행하여 총 11회 만
에 “충족 가능”임을 판단할 수 있다. 이에 대한 수행과정
은 표 2에 제시되어 있다.

Gubin[10,11]은 식 (1)의 해를 구하기 위해 다음과 같은 
방법을 적용하였다.

(1) 진리표(truth-tables)에 기반하여 상삼각의 절 호
환성 행렬(clauses' compatibility matrices) 
  를 작성한다.
        

     

  

(2) 절 호환성 행렬    ≥ 에 대해 2번째와 3번째 
행을 축소시킨다.
        

∧  ∧ ∧  ∧

∧  ∧

(3) 절 호환성 행렬    ≥ 에 대해 3번째 행을 축
소시킨다.
        

∧  ∧ ∧  ∧

∧∧  ∧∧

(4) 어떤 하나 이상의 행렬에서“1”을 전혀 포함하고 
있지 않으면  충족 불가능이며, 그렇지 않으면 충
족 가능이다.

이 방법은 호환성 행렬을 작성하는 과정이 매우 난해
하며, 매우 복잡한 행 축소 계산 과정을 거쳐야 한다. 식 
(1)에 대해 해를 구하는 상세한 과정은 Gubin[11]을 참
고하기 바란다.

3장에서는 의 다항시간으로 해를 구하는 알고
리즘을 제안한다.

Ⅲ. 3-SAT 선형 알고리즘

편의상 주어진 수식 의 모든 절에 존재하는 문자 를 
‘1’, 를 ‘0’이라 표기한다. 제안된 알고리즘은 우선순위
(priority)롤 정하여 문자의 진리 값을 결정하였다. 첫 번
째 우선순위는 하나의 절에 포함된 최소 문자의 수가 1
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개   인 단위 절 문자의 진리 값을 결정한다. 두 번
째는  ≥이고 진리 값이 ‘’ 또는 ‘1’만 존재하는 순수 
문자의 진리 값을 결정한다. 마지막으로 발생 빈도수가 
최소인 문자의 진리 값을 결정한다. 따라서 DPLL의 문
자 선택 방법 중에서 단위 문자 또는 순수 문자 선택 방
법을 적용한다. 그러나 임의 문자 선택 방법 대신 최소 
빈도수 문자를 선택하는 방법을 적용한다. 또한 DPLL 
알고리즘은 ‘충족 불가능’으로 판단 시 역추적 기법을 적
용하는데 비해 제안된 알고리즘은 역추적 기법을 적용하
지 않는 차이점이 있다.

진리 값이 결정된 문자의 진리 값이 ‘’인 절을 삭제
한다. 예로, 만약   이면 를 포함한 절을,   이면 
를 포함한 절을 삭제한다. 또한, 남아 있는 절에서 해당 
문자의 ‘’를 삭제한다. 예로,   이면 를,   이면 
를 삭제한다. 이와 같이 하여 축소된 수식을 위의 방법
을 회 반복 적용하면 모든 문자의 진리 값을 결정할 수 
있으며, 의 충족 가능 여부를 판단할 수 있다. 제안된 
알고리즘의 상세한 내용은 그림 1과 같다.

그림 1. SAT 알고리즘
Fig. 1. SAT algorithm

제안된 알고리즘을 적용하여 Gubin[11]이 제시한 식 
(3)의 Exact 3-SAT 해를 구하여 보자.


 ∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨∨

∧∨∨∧∨∨∧∨∨

 (3)

        , 발생 빈도수 로  
모두 동일하여   로 결정하고, 가 포함된 절을 삭제
하고, 나머지 절에서 를 삭제한다. 왜냐하면  는 해
당 절을 로 만드는데 기여를 하지 못하기 때문이다. 이로 

인해   ∨∧∨∧∨로 축소되어    

가 된다. 결국,  로 충족 가능하며,   의 진
리 값을 얻는다.

식 (1)의 
 ∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨

∨은           , 발생 빈도수는 
이다. 최소 발생 빈도수인   로 설
정하면 

 ∨∨∧∨∨∧∨∧∨로 축
소된다.  ≥     , 발생 빈도수는 

이다. 따라서  로 설정하면 
 ∨ 

로 축소된다.  ≥    이므로   로 설정하면 
은 don't care이다. 결국   로 표 1에
서 이들 진리 값은  이기 때문에 는 충족 가능하다.

참고로, Gubin[11]이 제시한 식 (4)의 2-SAT 해를 구
하여 보자.

  ∧∧∧∨∧∨∧∨          (4)

  인 절에 따라   로 결정하면 
 ∧

∧∧∧∨로 축소된다.   인 와 절이 
존재하여  로 충족 불가능하다.

결국, 제안된 알고리즘은 Gubin[10,11]의 복잡한    
다항시간 알고리즘을 의 다항시간으로 축소시킨 
결과를 얻었으며, 의 충족 가능 여부를 쉽게 결정할 수 
있음을 알 수 있다. 또한, 제안된 알고리즘은 -SAT, 
 ≤의 모든 문제를 다항시간으로 해결할 수 있는 확
장성을 갖고 있다.

Ⅳ. 실험 및 결과 분석

본 장에서는 다양한 문제들을 대상으로 제안된 알고리
즘의 적용성을 평가해 본다.

Wikipedia[1]에서 제시한 식 (5)의 3-SAT 해를 구하
여 보자. 여기서는 6개 문자가 존재한다.


 ∨∨∧∨∨∧∨∨          (5)

         ,       , 발생 빈도수 
로      로 결정하면 
의 값만 구하면 된다. 를 포함하는 절을 제거하
면 

 ∨∨만 남게 되며, 중 어느 하나만 가 
되면 된다.   로 하면 는 don't care이다. 결국, 
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 로 충족 가능하다.
3-SAT이 하나의 절에 3개 이하의 문자가 존재하는 

경우에도 동일한 방법을 적용할 수 있다. 식 (6)은 
Boulé[12]에서 인용되었다.


 ∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨∨∧

∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨∨

 (6)

          , 의 빈
도수를 가지므로  라 하고,  포함 절을 삭제하고 나
머지 절에서 를 삭제하면 

 ∨∨∧∨∨∧

∨∨∧∨∧∨로 축소된다. ∨∧∨

에 따라   로 결정하면  ∨∧로 축소된다. 
 이며,   이므로   로 설정하면  

로 축소된다. 결국,   로 설정되며,  로 충족 가
능하다.

Gubin[8]이 제시한 식 (7)의 해를 구하여 보자.


 ∨∨∧∨∨∧∨∧∨∧  (7)

  인 절에 따라  로 설정한다.  절을 제거
하고  문자를 제거하면   ∨∧∨∧∨∧

∨이다.          , 의 빈
도수이므로   로 설정하면 

 ∧∨∧∨

로 축소된다.   인 절에 따라   로 설정하면 
  ∧로 축소된다. 결국, ∧를 만족시키는 
의 진리 값은 없으므로  로 충족 불가능하다.

Jelliffe[13]가 제시한 식 (8)의 3-SAT 해를 구하여 보
자.


 ∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨∨ (8)

            , 

의 빈도수로   로 설정하면 


 ∨∨∧∨∧∨∨로 축소된다. 
 ≥         으로   로 설정하면 
  ∨∧∨∨로 축소된다. 
      로   로 설정하면 

 ∨로 
축소된다. 결국,   로 하면 는 don't care이다. 따라
서  로 충족 가능하다.

Krasnoger[14]가 제시한 식 (9)의 3-SAT 해를 구하여 
보자.

  ∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨∨ (9)

          , 의 빈
도수이므로 최소 빈도수   로 설정하면 


 ∨∨∧∨∧∨∨로 축소된다. 
 ≥     로   로 설정하면 


 ∨로 축소된다. 따라서  로 하면 는 don't 
care이며,  로 충족 가능하다.

Lai[15]가 제시한 식 (10)의 3-SAT 해를 구하여 보자.


 ∨∨∧∨∨∧∨∨         (10)

        , 으로 발생 빈도
수가 모두 동일하므로 첫 번째 문자   로 설정하면 


 ∨로 축소된다. 따라서  로 하면 은 don't 
care이며,  로 충족 가능하다.

Kochenberger[3]가 제시한 식 (11)의 3-SAT 해를 
구하여 보자.


 ∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨∨∧

∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨∨∧

∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨∨

(11)

            , 

 발생 빈도수로 최소 발생 빈도수   로 설정하면 


 ∨∧∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨∨

∧∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨

∨로 축소된다.  ≥        ,  
로 최소 발생 빈도수   로 설정하면 

 ∨

∧∨∨∧∨∨∧∨∨∧∨∧∨로 
축소된다.  ≥      , 로 최소 
발생 빈도수  로 설정하면 

∨∧∨∧

∨∧∨로 축소된다.  ≥     , 

로 동일한 발생 빈도수를 가지므로   로 설정하
면 

 ∧로 축소되어   로 설정하면  로 
충족 가능하다.

제안된 알고리즘을 11개의 2-SAT, 3-SAT에 적용한 
결과 절에 포함된 문자수와 식에 포함된 전체 문자 수 

에 상관없이 모든 SAT에서 의 충족 가능 여부를 결정
할 수 있었다. 결국, 제안된 알고리즘은 일반적인 -SAT 
알고리즘으로 확장 가능하다.

Ⅴ. 결론 및 향후 연구과제

본 논문은 3-SAT 문제가 NP-완전이 아닌 의 
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다항시간 알고리즘임을 증명하였다.
제안된 알고리즘은   , ‘0’ 또는 ‘1’ 진리 값만 가지

는 경우, 최소 발생 빈도수 순으로 우선순위를 결정하여 
문자의 진리 값을 결정하였다. 결정된 문자의 진리 값이 
 인 절을 삭제하고, 남아 있는 절에서 진리 값이  인 해
당 문자를 삭제하는 방법으로 식을 축소시키는 방법을 
적용하였다. 또한, DPLL 알고리즘과 같이 역추적 기법
을 적용하지 않아 수행 시간이 빠르다. 이러한 간단한 방
법을 적용한 결과 의 다항시간으로 주어진 식 

의 충족 가능 여부를 판단할 수 있었으며, 모든 문자의 
진리 값도 결정할 수 있었다.

제안된 알고리즘을 다양한 문제들에 적용한 결과 모든 
문제들에서 충족가능 여부를 정확히 결정할 수 있었다. 
결국, 제안된 알고리즘은 모든 SAT 문제에 확장하여 적
용할 수 있을 것이다. 단지 3-SAT을 일반적인 SAT 문제
로 확장하면 계산 복잡도가 현저히 증가할 것으로 판단
되며, 이러한 문제점은 실제 프로그램으로 구현하여 실
험을 통해 추후 밝힐 예정이다. 따라서 추후 일반적인 
SAT 문제에 대해 본 제안된 알고리즘이 적합한지 아니
면 개선할 부분이 있는지 여부를 연구할 예정이다.
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