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[요    약] 

본 논문에서는 시변 지연 시간이 있는 선형 이산 시변 구간 시스템에 비구조화된 불확실성이 존재하는 경우에 대하여 안정조건

을 다룬다. 구간 시스템은 시스템 행렬들이 구간행렬의 형태로 주어지는  시스템으로 본 논문에서는 이러한 구간 시스템 행렬과 상

태변수의 지연 시간이  시변인 특성을 갖는 시스템에 대하여,  비선형성을 포함하며 그  크기만을 알 수 있는   비구조화된  불확실성

이  존재하는 경우에 대한  시스템의 안정조건을 제안한다.  안정조건의 유도는  리아프노프 방정식의 상한 해를 이용하는 기존  결

과와는 다르게  리아프노프 안정 조건을 기반으로  이루어지며, 간단한  부등식의 형태로 표현되어 안정성 판단에  편리하게 적용

될 수 있는  장점을  갖는다. 또한,  제안된 안정조건은 기존에 발표된 다양한 선형 이산  시스템에 대한 안정 조건을 포함할 수 있는  

포괄적이고 강력한 것으로, 시변 지연시간 변동 크기, 불확실성의 크기와  구간행렬의 범위를 모두 조건식에 포함하게 된다. 새로

운 조건의 우수함은 유도과정에서 증명되어지며 수치예제를 통하여  제안된 조건의  효용성과 우수성을 검증한다.

[Abstract]

In this paper, we deal with the stability condition of linear time-varying interval discrete systems with time-varying delays and 

unstructured uncertainty. For the time-varying interval discrete system which has interval matrix as its system matrices, 

time-varying delay time within some interval value and unstructured uncertainty which can include non-linearity and be expressed 

by only its magnitude, the stability condition is proposed. Compared with the previous result derived by using a upper bound 

solution of the Lyapunov equation, the new result is derived by the form of simple inequality based on Lyapunov stability 

condition and has the advantage of being more effective in checking stability. Furthermore, the proposed condition is very 

comprehensive, powerful and inclusive the previously published conditions of various linear discrete systems, and can be expressed 

by the terms of magnitudes of the time-varying delay time and uncertainty, and bounds of interval matrices. The superiority of 

the new condition is shown in the derivation, and the usefulness and advantage of the proposed condition are examined through 

numerical example.
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Ⅰ. 서  론

시스템의 특성에 영향을 미치는 다양한 요소에 대한 시스템 

안정성을 판단하기 위하여 다양한 연구가 진행되어왔으며,  강

력한 안정조건을 구하기 위하여  시스템의 수학적 모델을 여러

가지 형태로 고려하고 해당 모델에 대한 안정조건을 연구하여 

왔다[1]-[3].  선형 이산시스템에 대하여 고려되는 시스템 모델

은 시스템 행렬의  시변/시불변 특성, 상태 지연에 영향을 주는 

지연 시간의 시변/시불변 특성, 불확실성의 포함 여부 등으로 

구분하여 다양한 경우에 대한 연구 결과가 발표되었다[4]-[6].  

구간행렬에 속한 임의의 행렬이 시스템 행렬로 정의되는 시스

템 모델에 대하여 시스템 안정성을 연구한  결과들도 제시되었

다[7]-[10]. 그러나,  기존 결과에서 고려된 구간 시스템의 수학

적 모델은 여러 한계점을 갖는다. 시불변 시스템 행렬에 대한 

것만 고려[7][8],  시변 지연시간까지 함께  고려하거나[9] 구간

시스템이 아닌 일반 시스템에 대하여 불확실성까지 포함한 경

우[10]  등의 결과가 있다. 특히, [11]에서는 구간 시변 시스템 

행렬에 대하여 안정 조건을 제안하였고, [12]에서는 구간 시불

변 시스템에 대하여 비구조화 불확실성을 고려한 결과도 발표

되었다. 

본 논문에서는 기존의 연구에서는 고려되지 못한  시변 구간 

시스템 행렬을 갖는 선형시스템에 비구조화된 불확실성과 시

변 지연시간이 동시에 존재하는 경우에 대하여 시스템 안정조

건을 제시한다.  이는  시변, 지연시간, 불확실성의 세가지 중요 

요인들에 대하여 모두 고려하지 못하고 한두가지 요인만 고려

하여 연구되어진 기존의 결과들을 통합할 수 있는 가장 포괄적

인 안정조건이며, 다양한 기존의 결과들을 포함하는 것이다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. II장에서는 기존 결과를 요약

하고, III장에서는 새로운 안정조건을 리아프노프 이론을 이용

하여 제시하며, IV장에서 기존 수치 예제에 대하여 새로운 조

건을 적용하고 그 결과를 제시한다. 

본 논문에서 사용하는 기호로는  × 는 실수  행렬 요소를 

갖는 × 행렬이며, 는 행렬 의 스펙트랄 노옴(spectral 

norm), (    행렬의 최대 고유치의 제곱근)을 의미하며, 

 는 대칭행렬 가 양의 정칙(positive definite),   
는 

행렬 요소 값  로 구성된 행렬.   
, ≤ 는 행렬 요

소별 부등식을 나타내며,  는 × 차원의 단위행렬(identity 

matrix)을 의미한다. 

Ⅱ. 기존의 안정 조건 결과

  식 (1)과  같은 이산  시스템을 고려한다.

  ∙∙∙



                                  (1)

여기서,  는  시스템 행렬, 는 지연 상태변수에 대한 시스템 

행렬이며,  는 비선형 불확실성을 나

타낸다. ∙ ∙ ∙의 시간에 따른 특성에 따라 다수

의 결과가 발표되었다[4]-[6].  특히, [6]에서는 식 (2)와  같이 비

선형 불확실성을 포함한 시불변 시스템에 대하여  리아프노프 

방정식의 상한해를 이용하여 안정조건을 다루었다. 이 경우에

서는  지연시간도 시불변으로 고려하였음을 주목한다.

  
     (2)

여기서, , ⊂  × 는 시불변 시스템 행렬이며, 

 는 식 (3)의 조건을 만족하는 비선

형 불확실성을 나타낸다.

 ≤ 
 ≤         (3)

기존 결과 1[6]: 식 (2), (3)를 만족하는  이산시스템은 식 (4)

의 조건을 만족하면

 

 






        (4)

점근안정하다.

위의 결과는 시불변 시스템 행렬과  시불변 지연시간에 대한 

조건으로 조건식 유도가 리아프노프 상한해를 이용하여 이루

어지므로, 구간 시스템 행렬을 갖는 시스템, 시변 지연시간으로 

모델링 되는 시스템과 같은 다양한 시스템 모델에는 적용이 어

렵다. 이와는 다르게, 기존 결과 [11]에서는 다음 식과 같이 시

변 구간 시스템 행렬과 시변 지연 시간을 갖는 시스템에 대한  

결과가 제시되었다.

                                    (5)

 ≤ ≤ ≤
 ∀

∈    ⊂ × 

  ≤  ≤   
 ≤ ≤

 ∀                                    (6)

∈  ⊂ × 

 ≤ ≤  
 ≤ ≤

 ∀      

  
 

 max
  

∀

  
 

 max
  

∀                                         (7)

기존 결과 2[11]:  다음의 부등식을 만족하면 시스템 (5),(6)

은 안정하다.




                                                  (8)
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위의 결과는 시변 구간 시스템 행렬∙ , ∙에 대한 

것으로 [6]의 결과를 확장한 것이나, 식(1)과 [6]에서 고려된  불

확실성에 대한 영향이 포함되지는 않은 것이다. 최근의 결과 

[12]에서는 불확실성을 안정조건에 포함한 결과를 다음과 같이 

제시하였다. 그러나,  이경우에는 식(5)의 시변 구간 시스템이 

아닌 시불변 구간 시스템 행렬에 대한 안정조건임에 주목한다.

                (9)

 ≤                            (10)

    ≤  ≤  ≤  ∀                                          (11)

식 (7)에 정의된 행렬을 이용하여 다음의 결과를 얻는다. 

기존 결과 3[12]  : 식(9),(10)의 시변 지연시간과 불확실성을 

갖는 구간 시스템은  식 (7)의 행렬에 대하여 다음 조건을 만족

하면 점근안정하다.

≡


                             (12)   

보조정리 1 ([11],[12]) :임의의 벡터 와 양의 상수  에 대

하여 식 (13)가 성립한다.

 ≤                                                         (13)

보조정리 2 ([13,491쪽]) :  ≤  를 만족하는 정방행렬 

 에 대하여 다음의 관계식이 성립한다.

                                                      

 ≤ ≤                                                             (14) 

                             

Ⅲ. 새로운 안정 조건

본 장에서는 불확실성을  갖는 시변 구간시스템을 다음과 

같이 고려한다.

            

                                                                                              (15)

 ≤                            (16)

    ≤  ≤  ≤  ∀                                        

∈    ⊂  × 

  ≤  ≤   
 ≤  ≤

 ∀                                    (17)

∈  ⊂ × 

 ≤ ≤  
 ≤ ≤ 

 ∀      

여기서, 식 (15)는 시변 지연시간을 갖는  선형 이산시스템이

며, 기존 연구들[6]-10],[12]에서 다루지 못한 시변 구간 시스템

에  대한 것이며, 또한 시변 구간 시스템에 대한 결과인 [11]에

서도  다루지 못한 비구조화 불확실성을 포함한 것으로,  앞 장

에서 제시된 기존 결과들을 모두 포함할 수 있는 시스템이다.  

위의 시스템(15)에 대하여, 리아프노프 함수를 식 (18)와 같

이 정의한다.

          
    

  

 

 
    

   


      

  

   




                   (18)

여기서,  대칭행렬 은 양의 정칙행렬로   .

보조정리 3:  식 (15)의 시스템은 식(18)에 정의된 리아프노프 

함수와 식(7)과   
 ≥ 에 대하여 식 (19)의 관계식

을 만족한다. 

≡


  ∆
∆

∆

≤   





 



 






                                                                                                   (19)

증명:    ∆
∆

∆


≡         

∆
   

  


 

 
 


 

 

(20)  

∆
 

        



  
    

  

 

  
 

 
        

  

 

        

 
      

  

                              (21)

참고문헌 [9]에서와 같이 식 (22)을 만족한다.

∆
 

   

   

  

 


 

     

 




  




 


  
      

  

 

      (22)  
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보조정리 1,2와 대칭행렬의 성질 ≤

≤ 
 ≤ ≤ ≤  을 이

용하면 식 (23)을 얻는다.

  
 

≤ 


 

 


 


≤







 


≤  




  


  ≤





 

≤  


  

                                                                                            (23)

  ∆
∆

∆

≤  






  




  



  

≤  



  



 


 

 


 




 


 


 

 

                   

≤    


 



 



 


 



≤    





 




 







  

                                                                                              (24)  

                                                                                                    

위의 보조정리3을 이용하면 다음과 같은 안정조건을 얻을 

수 있다.

정리 1:  수식 (15),(16),(17)의 시변 지연시간과 불확실성을 

갖는 시변 구간 시스템은  식 (7)의 행렬과 ≡
에 대

하여 다음 조건을 만족하면 점근안정하다.




  





 



                                                              

                                                                                         (25)

            (26)

증명 : 식 (25)와 같이 행렬 을 선택하여  식(19)에 대입하면 

식 (27)이 성립한다.

        

   

≤
 







                       (27)

따라서, 식(25)와 (27)에 의해서 다음이 성립한다. 즉, 









  






 


                                                                                         (28)

이 되면   이 됨을 알 수 있다. 이를 

보이기 위하여, 을 다음과 같이 정의한다.

 





                                                (29)

로 정하고 식(29)를 식(28)에 대입하면 식 (30)이 된다.


























 


  

                                                                                               (30)

≡
로 하고 식(30)을  정리하면 식 (31)이 된다.





    

                (31)

위의 부등식을 만족하면 식(19)의   

이 만족된다.                                                                              

따름정리 I:  수식 (15),(16),(17)의 시변 지연시간과 불확실성

을 갖는 시변 구간 시스템은  다음을 만족하면 점근안정하다. 

                           (32)   

       

증명: 정리1의 안정 조건 식 (25)의 조건은 다음의 조건과 같

다.

  


                         (33) 

여기서 식(29)를 이용하면 다음을 얻는다.
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





  

     

       (34) 

식(32),(34)의 좌변항을 각각 , 로 두면 다음과 같다.

     


                            (35) 

즉, 식(32)의 조건을 만족하면 식(25)의 조건을 만족한다. 

위의 따름정리의 조건은  불확실성이 없는 경우(  )의 식

으로  고려하면 기존결과 2[11]의 것과 동일하게 된다. 또한, 시

변 구간 시스템이 아닌 시불변 구간 시스템 경우로  고려하게 

되면 기존결과3[12]의 안정조건과 동일하게 된다.  구간 시스템

이 아닌 고정 시스템에 대한 [6]의 결과와도 매우 유사한 수식

으로 고려될 수 있으며, 이 경우 새로운 결과는 시변 지연시간

을 고려하여 새로운 항( 에 관련된) 이 안정조건에 추가된 

것을 확인할 수 있다. 기존 결과 [6]의 제한점을 보완한 매우 유

연한 결과임을 알 수 있다. 

Ⅳ. 새로운 조건의 수치 예제 적용

   수치예제를 통하여 제안된  안정조건에 대하여 기존 결과

와의 비교를 수행한다.

  예제 [12]: 식 (15),(16),(17)과 같이 표현되는 시스템을 고려

한다. [12]에서는시불변으로 고려하였으나 본 예제에서는 시변 

구간 시스템으로 확장하여 고려하고 다음과 같이 불확실성을 

포함한다.

    

     


 


 

 
   



 


 

 
                                 (36)

     


 


 

 
  



 


 

 

식 (7)의  행렬을  다음과 같이 구할 수 있다.

    


 


 

 
  



 


 

 
                                         (37)

따름정리 1의  조건을  시변 지연시간인  


  인 경우

에 대하여 적용하면,   인 경우  식 (32)의  

      이 되어 이 경

우에도 안정함을 알 수 있다. 위의 경우에    에 대하여 상

태변수 초기 상태 [3 -2], 지연 시간이 
 

  로 하여 시

스템 상태 행렬의 변화, 시변지연시간과 불확실성

그림 1. 지연 없는 상태변수 상태행렬의 시변 요소값 궤적

Fig. 1. Trajectory of time-varying parameters of state 

matrix of non delayed state vector.

그림 2. 지연 상태변수 상태행렬의 시변 요소값 궤적

Fig. 2. Trajectory of time-varying parameters of state 

matrix of delayed state vector.

크기 및 상태 변수를 도시한 그림이 그림 1-3에 도시된다. 그림

에서 다양한 시변 요소에 대하여 상태변수는 안정되게 0으로 

수렴해 가는 것을 확인할 수 있다. 

  위의 예에서와 같이 제안된 안정조건들로 시변 구간 시스

템 행렬에 대하여 시변 지연시간과 불확실성이 포함된 시스템

의 안정성을 판단할 수 있으며, 기존의 결과를 포함하여 확장된 

안정조건임을  확인할 수 있다.  

Ⅴ. 결  론

   본 논문에서는 일정 구간 내에 속하는 시변 지연시간을 가지

며, 시스템 행렬 또한 일정 구간에서 시간에 따라 변화하는 구

간행렬로 정의되는 선형 이산 시스템에 비구조화된 불확실성
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그림 3. 시변 지연 시간 , 불확실성 크기, 상태변수 

의 궤적

Fig. 3. Trajectory of time-varying delay time , norm of 

uncertainty  and state vector .

이 있는 경우에 대한 안정성 해석을 시도하였다. 안정 조건은  

리아프노프 안정성 이론에 기초하여 새로운 조건식으로 유도

되고, 기존에 발표된 안정조건들을  포함할 수 있는 매우 포괄

적인 조건임을 보이며, 이를 수치예제를 통하여 확인하였다. 추

후 연구에서는 유도된 안정조건을 각각의 요소별로 그 안정크

기를 알아낼 수 있는 방법에 대한 연구가 진행될 예정이다.
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