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경미한 고장을 수반하는 시스템에 대한 노화 및 예방적 교체 정책

이 진 표†
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The purpose of this study was to propose useful suggestion by analyzing preventive replacement policy under which there 
are minor and major failure. Here, major failure is defined as the failure of system which causes the system to stop working, 
however, the minor failure is defined as the situation in which the system is working but there exists inconvenience for the 
user to experience the degradation of performance. For this purpose, we formulated an expected cost rate as a function of periodic 
replacement time and the number of system update cycles. Then, using the probability and differentiation theory, we analyzed 
the cost rate function to find the optimal points for periodic replacement time and the number of system update cycles. Also, 
we present a numerical example to show how to apply our model to the real and practical situation in which even under the 
minor failure, the user of system is not willing to replace or repair the system immediately, instead he/she is willing to defer 
the repair or replacement until the periodic or preventive replacement time. Optimal preventive replacement timing using two 
variables, which are periodic replacement time and the number of system update cycles, is provided and the effects of those 
variables on the cost are analyzed.
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1. 서  론1)

시스템이 멈춰서 사용이 더 이상 불가능한 작동 불능 

상태를 고장(major failure)이라고 한다. 일상에서 사용
하는 상당히 많은 시스템에서는 이런 고장이 아닌 경

우, 일정 부분 성능 하락이 불편을 야기는 하지만 작업 
진행을 한 작동에는 문제는 없는 경우가 많다. 고장

이 아닌 경우 바로 수리나 교체를 할 경우 고비용이 발

생하기 때문에 인 교체 시 까지 기다렸다가 시스
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템을 체 는 부품 교체를 진행하는 경우가 많다. 비용
이 많이 발생하는 수리 는 교체 없이도 작동은 하지만 

시스템 사용자에게는 성능의 하 등으로 불편을 야기하

는 상태를 경미한 고장(minor failure)이라고 한다. 즉 경
미한 고장의 경우 수리나 교체 없이 인 시스템 수

리 는 교체의 시 까지 기다리는 경우가 많다. 를 들

어 자동차 시스템의 소모 부품의 경우 일정 기간 는 

주행거리 마다 교체 보증을 해주고 있는데 사용자들은 

이 교체 기간 에 소모 부품을 교체해야 하는 경우 비

용을 내야 하므로 운  에 조심해야 하는 등의 불편

( 이크 패드 마모로 인한 소음, 조등 조기 노화로 

인한 흐림 상, 와이퍼의 조기 노화로 인하여 작동 시 
물 번짐 등)을 감수하면서 교체 보증 시 까지 기다렸다
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Literatures Age Periodic Random Preventive
Working 

Cycle

Minor

Major
Minimal 
repairReplacement at the 

time of minor failure

Defer until periodic 
replacement or 
major failure

1 V V V
2 V V V
3 V V V
4 V V V
5 V V
6 V V V
7 V V V
8 V V V
9 V V V

10 V V V
11 V V
12 V V V
13 V V V V V

Table 1. Comparison of Literatures

가 교체하는 경우를 들 수 있다. 한 교체 보증과는 별

도로 불규칙 으로 시스템(하드웨어 는 소 트웨어)의 
업데이트를 진행하게 되는데 시스템을 사용하는 사용자

나 이를 제공하는 기업의 입장에서는 업데이트마다 비용

이 발생하므로 최 의 업데이트 주기 시 을 선택해야 

하는 문제가 발생한다. 따라서 안정 이고 만족스러운 

시스템 운 을 해서는 경미한 고장으로 인한 불편 

는 시스템 업데이트로 인한 비용을 고려하여 방

(preventive)으로 시스템을 정 시 에 교체하여 운 하

는 것이 시스템 사용자 는 시스템을 보증하는 기업의 

입장에서 유리하다. 시스템 수리 는 교체에는 상당한 
비용의 발생 뿐만 아니라 수리나 교체로 인한 시스템 

지는 사용자 뿐만 아니라 일정 기간 마다 보증 수리 

는 교체를 제공하는 기업 입장에서 높은 비용이 발생한

다. 따라서 경미한 고장을 수반하는 시스템에 한 체계
인 방  교체를 한 정책을 수립하는 것은 상당히 

요한 문제이다. 
정기 인 교체 는 유지 보수가 필요한 시스템에 

한 최 의 보수 는 교체 정책에 한 기존의 연구 결

과는 상당히 많이 있으나 그 에서 본 연구와 유사한 

연구 결과들을 심으로 살펴 보면 다음과 같다. 시스템
에 한 통 인 노화 교체 정책(age replacement poli-
cy)은 시스템의 노화로 인하여 발생하는 고장으로 인
한 비용을 최소화하기 해서 정책을 결정하는 문제를 

소개하 다[1, 7]. 기존의 정기 인 교체 정책(periodic 
replacements policy)은 경미한 고장이 발생할 때마다 시
스템을 멈추고 수리를 하면서 발생하는 비용을 최소화하

기 한 정기 교체 기간을 최 화하는 내용을 소개하고 

있다[1, 7, 13]. 정기 교체 기간이 아닌 랜덤하게 정비를 
진행하는 랜덤 정비 정책(random maintenance policy)에 
한 연구에서는 랜덤 교체 정책으로 인한 정기 교체 기

간의 기 값을 계산할 수 있는 모형을 제공하 다[10, 
11]. 한 시간에 따라 비용이 증가하는 시스템에서는 

고장 발생 시 최소한의 수리만을 진행하는 모형에 한 

연구가 진행되었으며 이러한 연구에서는 최소한의 수리 

후 시스템이 고장 과 같은 고장율을 유지한다는 가정

을 하 다[12]. 교체를 정기 시  는 일정한 수의 고장 

시   먼  도래하는 시 에 진행하는 모형을 고려하

는 연구에서는 교체 주기 사이에 발생하는 고장은 최소

한의 수리만 진행을 하게 되는데 이후 고장율은 고장 

과 동일하다는 가정을 사용하 다[8, 9]. 정기 교체 시  

사이에 발생하는 고장의 강도를 측정하는 것이 불가능하

다는 가정 하의 연구에서는 최소한의 수리 는 교체 

에서 랜덤하게 선택하여 진행하는 교체 정책을 제시하

다[5]. 수리 가능 는 불가능한 고장을 반복하는 시스템
의 연구에서는 노화를 기반으로 교체 여부를 결정하는 

모형을 사용하 다. 이 연구에서는 노화 기반 교체와 동
시에 불규칙한 작업이 일정한 횟수를 반복하는 시 에서

도 교체를 고려하는 정책을 동시에 고려하 다[2]. 불완
한 수리를 고려한 연구에서는 불완 한 수리 후에도 

시스템이 상당한 정도로 정상 작동한다는 을 고려하여 

불완 한 최소한의 수리만으로도 시스템 사용에 크게 문

제가 없다는 주장을 제시하 다[3]. 방  교체에 한 

연구로는 작업 주기가 사 에 정한 반복 횟수를 마치는 

시 에 방  교체를 진행하고 교체 시  사이에 발생

하는 고장은 고장율이 고장  수 으로 설정하는 최소
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한의 수리(minimal repair)를 진행하는 모형을 제시하
다[4]. 노화로 인한 교체와 정기 인 교체를 동시에 고려

한 정책하에서 경미한 고장과 고장을 분류한 기종의 

연구에서는 경미한 고장에서도 고장과 비슷한 수리  

교체를 한다는 가정에서 연구를 진행하 다[6].
에서 살펴본 바와 같이 기존 연구에서 다양한 조합의 

수리와 교체 정책에 한 연구가 진행되어 왔다. 특히 정
기 인 교체(periodic replacement) 모형에서는 고장이 

발생하는 시 에서 고장의 인지 실패로 정기 교체 시

까지 기다리는 상황이 연구되기고 하 다. 그러나 실에
서는 정기 인 추  상황이라도 고장 발생으로 시스템

의 운  단을 인지하지 못하고 정기 교체 시 에서야 

인지되는 경우는 드물다고 볼 수 있다. 한 기존의 연구

를 정책 별로 분류한 Table 1을 보면 경미한 고장을 정기
인 교체 시  는 고장 발생 시 까지 미루는 연구는 

진행되지 않았음을 확인할 수 있다. 이에 본 연구에서는 
좀 더 실 인 안으로 고장 발생 시 시스템의 교체 

는 수리를 진행하고 한 시스템의 성능 하 등으로 

사용자에게 불편을 야기하는 경미한 고장의 경우 인지하

더라도 바로 그 시 에 수리 는 교체하는 것이 아니라 

정기 교체 시 까지 기다리는 모형을 다루고 있다. 이는 
기존 연구들에서는 다루지 않는 정책을 포함한 모형을 분

석하 다는데 의미가 있다고 할 수 있다. 경미한 고장
(minor failure)이 발생하더라도 바로 수리 는 교체를 하
는 것이 아니라 정기 교체 시 까지 미룬다는 가정은 실

에서 용하는데 무리가 없다. 즉 실 인 다음의 상황을 

고려한 본 연구의 모형을 정리해 보면 다음과 같다. (a) 경
미한 고장 시 바로 수리 는 교체를 한 시스템의 정지

와 제반 비용 등이 성능 하로 인한 불편 보다 상당히 

높다고 보았다. (b) 시스템 교체는 사 에 정한 정기 시  

() 는 불규칙한 업데이트 주기의 정 반복 횟수 시

() 에 우선 으로 발생하는 시 에 진행을 한다고 가

정하 다. 즉 교체 시  사이에 시스템의 고장(major 
failure)이 발생하는 경우 시스템을 교체를 하고 작동에는 
무리가 없는 경미한 고장(minor failure)이 발생하는 경우
에는 다음 교체 시 까지 불편을 감수하고 시스템 사용을 

진행한다고 가정하 다. 즉 이러한 조건 하에서 최 의 업

데이트 주기 반복 횟수( ) 는 최 의 정기 교체 시

( )을 결정하기 한 모형을 분석하 다. 
본문의 구성은 다음과 같이 진행된다. 2장에서는 에

서 언 한 조건을 기반으로 하여 단  시간 당 기  이

익을 최소화하는 모형의 소개와 모형에서 얻게 되는 최

 정책의 성질을 설명하고, 3장에서는 2장에서 소개한 
모형에 부합하는 수치 제를 제시하고 변수 변화에 따

른 교체 시 의 변화를 보여 다. 마지막으로 4장에서는 
연구결과를 바탕으로 결론을 제시한다. 

2. 모  형

정기 시  는 불규칙한 시스템 업데이트 주기 반복 

횟수 시  에 우선 으로 발생하는 시 에 방 으로 

교체를 하고 작동에는 무리가 없으나 성능 하 등의 불

편을 야기하는 경미한 고장이 발생하는 경우에는 다음 

교체 시 까지 불편을 감수하고 시스템 사용한다고 가정

하 다. 이러한 정책 하에서 비용을 최소화하는 최 의 

업데이트 주기 반복 횟수( ) 는 최 의 정기 교체 시

( )을 구하고자 한다. 한 최 의 업데이트 주기 반

복 횟수( ) 는 최 의 정기 교체 시 ( )의 성질을 
분석하여 이들에 향을 미치는 요소들을 찾고 요소들이 

미치는 향에 한 결과를 소개한다. 본 연구에서 용
된 용어와 변수들은 다음과 같다. 
(ⅰ) 는 시스템의 번째 고장과 번째 고장 간의 

시간 간격에 한 확률 변수로 정의하며 서로 독립 이

고 동일하게(independently and identically) 분포된다. 
 분포는  ≤ ≡이며 평균은  

≡


∞
이다. 확률 도함수는  ≡ ′이고 

고장률함수(failure rate)  ≡


는 에 해서 

  에서 ∞  ∞까지 순증(strictly increasing)
한다. 

(ⅱ) 는 경미한 고장이 발생하는 시 에 한 확률 분

포이며 분포는 유한한 기 값을 가지는 이

며 확률 도함수는    ′이다.
(ⅲ) 는 번째 업데이트 작업이 진행된 시간에 한 

확률변수이며 서로 독립 이고 동일하게(independ
ently and identically) 분포된다.  분포는 

≤ ≡이고 유한한 평균 


≡


∞

을 가

진다. 확률 도함수는  ≡ ′이고 의 -겹 
결합(  convolution)은  ≡∑  


 ≤ 이다. 

    …

(ⅳ) 은 경미한 고장 시 발생하는 단  시간 당 불편 

비용(minor failure cost)이며 는 정기  교체 시기

() 는 일정한 횟수()의 작업이 끝나는 시 에 

발생하는 교체 비용이다. 

본 연구에서 언 하는 교체(replacement)는 정기  는 

일정한 횟수의 불규칙한 업데이트 주기 시 에 진행하는 

방  교체 는 고장 발생 시 에서의 교체 모두를 

의미한다. 그러나 시스템이 작동이 되기는 하나 성능 하 
등의 불편을 야기하는 경미한 고장의 경우에는 수리나 

교체 등을 하지 않고 교체 시 이 도래할 때까지 불편을 

감수하고 교체를 연기한다고 가정하 다. 
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시스템은 방 으로 정기 교체 시 인     ∞  는 
일정 횟수의 랜덤 업데이트 시 인  ∑  

     … 

에서 먼  도래하는 시 에 진행을 한다. 즉 방  교체 

시 은 이다. 방  교체 시  사이에 발생하는 

고장과 경미한 고장은 서로 독립 으로 발생한다고 가정

하 다. 경미한 고장이 발생한 많은 경우 사용자들은 상당한 
비용과 시스템의 일정 기간 정지가 발생하는 수리나 교체를 

진행하기보다 작동에는 큰 문제가 없으니 불편을 감수하고 

교체 시 까지 기다리는 경우가 드물지 않다. 신 경미한 

고장 발생 시 에서부터 불편으로 인하여 단  시간 당 

불편 비용인  이 지속 으로 발생된다고 가정하 다. 
그러므로 교체는  ,  는 고장이 발생하는 시 에 

진행하게 되고 교체로 인한 단발성 비용인 가 발생한다. 
우선 교체가 발생하는 세 가지 시 에 따른 확률을 구

하면 다음과 같다. 정기 교체 시 인 에서 교체를 진행

할 확률을 구하면 다음과 같다.

  

번째 불규칙한 업데이트 주기 시 인 에서 교체

를 진행할 확률을 구하면 다음과 같다.

 






고장(major failure)이 발생하는 시 에 교체를 진행

할 확률은 다음과 같다.

 






교체가 발생하는 3가지 경우에 한 총합이 1이므로 
(∑  

   ), 연속 인 두 교체 사이에 걸리는 시간의 

평균을 구하면 다음과 같다. 








   




 






연속 인 두 교체 사이에 발생하는 평균 비용은 다음의 

3가지 경우를 합하여 구할 수 있다. 
(1) 정기 교체 시 인 에서 교체를 진행할 경우의 평균 

비용은 다음과 같다. 











  






(2) 번째 불규칙한 업데이트가 발생하는 시 인 

에서 시스템 교체를 진행할 경우의 평균 비용은 

다음과 같다.













 






(3) 고장(major failure)이 발생하는 시 에 시스템 

교체를 교체를 진행할 경우의 평균 비용은 다음과 

같다.













 






그러므로 연속 인 두 교체 사이에 발생하는 평균 비

용은 의 세 비용을 합한 다음과 같다.

   









 


















 


















 






 






에서 구한 교체 구간 평균 시간과 평균 비용을 이용

하여 구한 시간 당 발생하는 총 비용은 다음과 같다. 

 















두 변수인 과 를 모두 고려하려 최 화하기 에 

  ∞ 는   ∞을 설정하여 문제를 단순화하여 분석

을 시작해 볼 수 있다. 우선   ∞인 경우를 보면 이는 

시스템이 정기 교체 시 인 에서만 교체를 진행한다는 

것을 의미한다. 즉 이 경우에 해당하는 시간 당 발생하는 
총 비용인 는 다음과 같이 쓸 수 있다. 

    ∞

      lim
→∞ 














     








∫
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Lemma 1.   ∞인 경우, lim
→∞






 

  


를 만족하면, 다음 등식을 만족하는 유한(finite)하고 

유일한(unique) 최 의 정기 교체 시 인   ∞
 가 존재한다. 











  



단  시간 당 발생하는 총 비용의 최소값은    
와 같다.

Lemma 1의 결과는 고장 교체 비용과 경미한 고장
으로 인한 불편 비용의 상  차이가 작아 질수록 정기 

교체 시 은  감소하는 것을 알 수 있는데 이는 경

미한 고장으로 인한 불편 비용이 상 으로 커지는 경

우 자주 방 으로 교체함으로써 불편함을 낮추려고 하

는 경향이 발생하는 것을 알 수 있다. 
이번에는   ∞인 경우를 보면 이는 시스템이 정규 

교체 시 은 존재하지 않고 불규칙한 업데이트 주기의 

번째 시 이 에서 교체를 진행한다는 것을 의미한

다. 이 경우에 해당하는 시간 당 발생하는 총 비용인 
는 다음과 같이 쓸 수 있다.

  ∞

        lim
→∞ 














       




∞






∞



번째 업데이트 주기에 한 확률변수 의 -겹 결합
(  convolution)인 는 가정을 기반으로 하여 정리하면 

  ∑  
  ≤    ≥   ∑  

∞ 




 

  …와 같다. 이를 이용하여 최 의 을 찾아 정리하

면 다음 Lemma 2와 같다.
Lemma 2.   ∞인 경우 불규칙한 업데이트 주기에 

한 최 의 반복 횟수의 최 화 값인   ∞
 는 유한

(finite)하며 다음을 만족시키는 가장 은 정수(the small-
est integer)이다.

  


∞










 



∞

 




∞

 












 ≥ 

  ∞인 경우에도 Lemma 1에서와 비슷한 결과를 볼 
수 있는데 고장 교체 비용과 경미한 고장으로 인한 불

편 비용의 상  차이가 작아 질수록 불규칙한 업데이

트 주기에 한 최 의 반복 횟수의 값은  감소하는 

것을 알 수 있는데 이는 경미한 고장으로 인한 불편 비

용이 상 으로 커지는 경우 업데이트 주기 반복 시

을 짧게 함으로써 방  교체 시 을 자주 발생하게 함

으로써 시스템 사용자의 불편함을 낮추려는 경향이 발생

하는 것을 알 수 있다. 
이번에는 이 연구에서 최 화하고자 하는 두 변수 정

기  교체 시 인 와 불규칙한 업데이트 주기에 한 

반복 횟수인 을 가지는 다음 문제를 최 화한 경우에 

한 결과를 정리하며 다음 두 Proposition과 같다. 

 















Proposition 1. lim
→∞






 

  


을 만족하는 모든 에 하여, 유한하고 유일한  

이 존재하며, 한  은 에 한 감소 함수(decreasing 
function)이다.  

의 결과는 불규칙한 업데이트 주기의 반복 횟수인 

이 정기 교체 시 인 에 미치는 향을 분석한 것이

다. 결과를 보면 n이 증가할수록 T가 감소하는 것을 알 
수 있는데 이는 불규칙한 업데이트 주기의 반복을 늘릴 

수록 고장의 발생 확률이 높아지고 한 시스템의 경

미한 고장으로 인한 사용자 불편이 증가하는 것을 정기

 교체를 자주함으로써 방 으로 막을 수 있다는 것

을 이론 으로 설명하는 것으로 볼 수 있다. 

Proposition 2. 
1.     ∞

 인 경우, 유한한  가 존재하며  는 

다음을 만족시키는 가장 은 정수이다.








  








 





  






 








 ≥ 

   ≤   ∞
 인 경우,  →∞. 

2.  는 에 한 감소 함수(decreasing function)이다.



Preventive Policy With Minor Failure Under Age and Periodic Replacement 83

3. 수치 예제  

본 장에서는 이  장에서 분석한 결과를 간단한 제

를 용해보고자 한다. 제에서 사용한 가정과 값들은 

다음과 같다. 고장 간의 시간 간격에 한 확률분포는 

  






이며 고장 간의 시간 간격 확률 분포의 

특징으로 시간 간격 가 증가하면 고장률인  



 도 같이 증가하고 있다. 작업 시간에 한 확률분
포는 지수 분포인   를 사용한다. 경미한 고
장이 발생하는 시 에 한 확률분포는   이

다. 경미한 고장으로 발생하는 시간 당 비용은   이

고 교체 비용은   을 사용하 다. 는 정기 교체 시

간 간격이다. Proposition 2의 (1)결과를 용하면 최 의 

작업 주기 반복 횟수인  는 다음을 만족하는 가장 작

은 정수 값이다.


  






































 







 ≥ 



우선   ∞인 경우의   ∞
 는 다음을 만족하는 값을 

구하면 되며   ∞
  이 된다.

δ





λ







λ



δ   



다양한 에 하여 최 의 작업 주기 반복 횟수인  

와 최 의 정기 교체 시 인  를 구하면 다음과 같다. 

N
λ

0.0200 0.0225 0.0250 0.0275 0.0300

T

19 22 24 26 29 34
20 12 12 13 13 14
22 7 7 7 7 8
24 6 6 6 6 6
26 6 6 6 6 6
28 6 6 6 6 6
30 6 6 6 6 6

Table 2. Optimal   when   






,   

and      

수치 해석 결과의 일부를 발췌하여 그림으로 그려보

면 다음과 같이 볼 수 있다.

Figure 1. Number of Random Update Cycles ( ) vs. 

Periodic Replacement Time()

<Figure 1>을 보면 정기 교체 시  간격()이 멀어지
면 불규칙한 업데이트 주기의 반복 횟수( )가 어드는 
것을 알 수 있다. 이는 에서 언 한 바와 같이 정기 교

체 시  간격이 멀어지면 시스템의 고장 발생 가능성

이 높아지면서 교체 비용 증가 가능성이 높아지게 된다. 
동시에 경미한 고장으로 인한 사용자 불편이 증가하면서 

불규칙한 업데이트 주기의 반복 횟수를 이고자 방  

교체 시 의 간격을 여 총 비용을 감소하는 경향을 설

명하고 있다.

4. 결  론

인이 일상 으로 사용하는 부분의 시스템은 크

게 두 가지의 고장 상태를 경험한다: (1) 멈춰서 사용이 
더 이상 불가능한 작동 불능 상태인 고장(major fail-
ure) (2) 성능의 하로 사용에 불편을 야기는 하지만 여
히 작업을 할 수 있는 작동 상태인 경미한 고장(Minor 

failure). 경미한 고장 상태의 경우 사용자들은 성능 하 
등의 불편을 감수하고 인 교체 시 까지 기다리는 

경우가 많다. 사용자의 고장 상태에 따른 응을 포함하
고 있는 정비 는 교체 정책 모형에 한 분석은 정기

으로 시스템 보증 정비를 제공하는 기업의 입장에서 

고려되어야 한다. 그러나 기존 연구 결과들을 보면 불편
을 야기하고 성능에 하가 발생하지만 여 히 작동이 

가능한 경미한 고장의 경우에 바로 일정 기간 시스템을 

멈추고 정비 는 교체를 하는 경우에 한 연구가 주로 

진행되어 왔다. 하지만 실 으로 많은 경미한 고장인 

경우에 정비나 교체를 하지 않고 사용하는 경우가 많은 

것을 감안하면, 경미한 고장에 처하는 사용자의 실
 행태를 고려한 모형은 연구 상으로 충분히 요한 

치를 차지하고 있다. 이에 본 연구에서는 경미한 고장
의 경우에는 정비나 교체를 진행하지 않고 정기 교체 

는 방  교체 시 까지 연기 는 기다리는 모형에 
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한 분석을 진행하 다. 그 결과 상당 부분 실 이고 직

인 결과를 얻게 되었다. 정기 교체 시 의 간격을 늘

리면 늘릴수록 방  교체 시 을 짧게 잡는 것을 확인

하 다. 한 반 의 경우도 확인하 는데 방  교체 

시 을 길게 잡을수록 정기 교체 시 의 간격을 짧게 해

야 한다는 것을 확인하 다. 이러한 결과는 시스템을 사
용하는 사용자 입장에서 뿐만 아니라 정기  그리고 

방 으로 시스템의 정비 는 교체 정책을 결정하는 기

업의 입장에서 경미한 고장의 경우 바로 정비나 교체를 

하지 않는 사용자의 행태를 결정 모델에 포함하여 좀 더 

유연한 정책을 펼 수 있는 기 을 제공한다는 에서 

장에서 유용하게 활용할 수 있기를 기 한다.
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<Appendix>

Proof of Lemma 1. 를 에 하여 미분을 하면 다음 방정식을 얻게 된다.





















 

또한 이를 정리하면 다음과 같아지게 된다.











  

                             (1)

좌변은 다음의 성질 때문에 에 대해서 증가함수이다. 


 



















 








 









  

그러므로 만약 lim
→∞






   


이 성립하게 되면, 유한하고 유일한  가 존재하고     

가 성립하게 된다. 
Q.E.D

Proof of Lemma 2. 최 의  을 구하기 하여,   ≥ 를 만족시키는  에서 가장 작은 정수를 

선택하면 된다. 그러므로, 

 ≤   




∞






∞








∞
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∞




∞
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∞
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∞




∞
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∞
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∞
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∞
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∞
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∞
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∞










 



∞

  




∞

 








 ≥ 

는 에 대하여 증가함수이므로, 모든  ≥ 에 대하여 다음을 만족한다.
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또한 다음도 만족하게 된다.








 




 






 














 







 




 











 












  















 







  








 




 















 







  




    

그러므로 






 






 

는 가 0에서 




∞

 




∞

 

까지에 대하여 

순증가(strictly increasing) 함수이다. 

Q.E.D

Lemma 3. 번째 업데이트 주기에 한 확률변수 의 -겹 결합(  convolution)인 는 ∑  
  ≤  

 ≥  ∑  
∞ 





    …라고 할 경우, 모든   에 하여,






 






 

은 에 한 증가 함수(increasing function)이다. 

Proof. 
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lim
→











 









   

모든  ≥ 에 하여, 는 에 하여 증가하므로 다음이 성립된다.


 








 









 










 









 











 




 





 




    

그러므로 다음이 성립한다.






 






 








 






 

 

그러므로, 






 






 

은 에 하여 증가함수이다.

Q.E.D

Proof of Proposition 1. 을 에 하여 미분하여 0으로 설정하면, 다음과 같다.








 



















































 

이를 정리하면 다음과 같이 된다.






   

그러므로 lim
→∞






   


를 만족하는 모든 에 하여, 유한하고 유일한  이 존재하

게 된다. 한,   
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 은 
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에 하여 증가하므로  은 에 하여 감소함수이다.
Q.E.D

Proof of Proposition 2.   ≥ 를 만족하는 가장 작은 을 구하기 하기 해,  을 

다음과 같이 정리할 수 있다.















 





  






 








 ≥ 

Lemma 3에 의하여 






 






 

이 에 하여 증가하기 때문에, 좌변은 에 하여 순 

증가한다. 그러므로 다음의 결과가 성립한다:    이면, 유한한  가 존재한다. 그 지 않은 경우,  →∞. 좌변
은 에 하여 순 증가하므로,  은 에 하여 감소한다.

Q.E.D


