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ABSTRACT

In this study, we propose a flow velocity evaluation scheme based on pressure measurement in pressurized pipeline 

systems. Conservation of mass and momentum equations can be decomposed into mean and perturbation of pressure 

head and flowrate, which provide the pressure head and flowrate relationship between upstream and donwstream point

in pressurized pipeline system. The inverse impedance formulations were derived to address measured pressure at downstream

to evaluation of flow velocity or pressure at any point of system. The convolution of response function to pressure head 

in downstream valve provides the flow velocity response in any point of the simple pipeline system. Simulation comparison

between traditional method of characteristics and the proposed method provide good agreements between two distinct

approaches.
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1. 서 론

상수관망은 물을 분배하는 주요 수자원 운송 시설

이며, 이들의 적절한 관리는 관망관리에서 중요한 과

제이다. 관망의 흐름 특성을 파악하는 방법으로는 기

존의 특정 지점에 설치된 유량계로 특정 지점에서 유

량을 실시간으로 측정하는 방법이 있지만, 실제 현장 

대부분의 상수관망은 지하에 매설되어 있어 임의의 

관망에 유량계를 설치하고 유량을 측정하는데는 상당

한 비용이 발생하고, 관망의 특성을 파악하기에는 큰 

어려움이 따른다.
수압계는 상수관망 임의의 지점에서 수압을 측정하

는 장치로, 민감도, 비용, 샘플응답시간 등 여러 항목

을 고려했을 때 가장 효율적인 측정 장치로 꼽히며

(Brunone 1999), 수압계로 수압을 측정하는 것이 관망

의 특성을 파악하기 위한 부정류를 해석하는 방법론

을 연구하는 데 있어서 중요한 전제조건이다 (Liu et 
al., 2018). 

그리고 관망의 특성을 파악하기 위해 수압자료를 

부정류 기반으로 해석하는 과정을 수행해야 하는데, 
부정류를 해석하는 방법에서 대표적으로 특성선 방법

(Method of Characteristics iMOC)이 있다 (Streeter and 
Wylie, 1993; Chaudhry, 2014). 편미분방정식인 연속방

정식과 운동방정식을 상미분방정식으로 변형하여 부

정류를 해석하는 특성선 방법을 사용하여, 연구자들

은 부정류 역산과정(Liggett and Chen, 1994; Vítkovský 
et al., 2000; Kapelan et al., 2003; Vítkovský et al., 2007; 
Covas and Ramos, 2010; Stephens et al., 2013), 부정류 

감쇠 분석과정(Wang et al., 2002; Wang et al., 2005) 
및 수압의 반사파 분석과정(Brunone, 1999; Gong et 
al., 2013) 등 여러 과정을 활용하여 부정류 기반 수압

자료를 해석해왔다. 하지만, 특성선 방법은 모든 절점

과 모든 시간에서 계산을 진행해 계산 진행시간이 너

무 느리고 경계조건의 수정이 어려운 단점을 가지고 

있다. 특성선 방법에 대한 대안적인 해석법으로는 임

펄스 응답 방법이 있는데 이는 수압과 유량 사이의 

관계식인 임피던스를 통해 관망의 특성을 분석하는 

방법으로, 관망에서의 경계조건 수정없이 계산가능하

고 결과를 얻고 싶은 지점만을 계산 가능하여 기존의 

특성선 방법에서 걸리는 진행시간보다 더 빠른 장점

이 있다 (Kim, 2007). 임펄스 응답 방법은 시간과 공간

상의 함수관계인 연속방정식과 운동량방정식을 주파

수와 공간상의 함수관계로 전환하는 과정을 진행하는 

방식으로 수행되어지며, 이를 통해 연구자들은 관망

의 부정류를 해석하거나(Suo et al., 1989; Covas et al., 
2005) 누수의 위치를 분석하고(Lee et al., 2007) 또는 

복잡 관망에서 수압와 유량 사이 관계를 임펄스 응답 

방법을 통해 증명하는 방법론의 개발 등의 여러 방식

으로 연구를 수행하였다 (Kim et al., 2008; Kim et al., 
2020). 기존의 임펄스 응답 방법은 복소수 수압과 유

량의 비를 수리 임피던스로 정의하여 유량을 통해 임

의의 지점의 수압을 계산하는 방식으로 구체적 한계

를 가지고 있다. 임펄스 응답 방법은 밸브 급폐에서 

발생하는 최소 시간 간격이 유량이 급변하는 조건에 

대한 수격압 현상에 한정되어있고 현장에서 실제로 

일어나는 다양한 밸브 운영 조건이나 수압 변동 조건

을 모사할 수 없는 한계점이 있다. 
이러한 부분을 해결하기 위해서 이 논문에서는 인

버스 임피던스 방법을 제안한다. 이는 관측된 수압을 

통해 임의의 지점의 수압과 유량 혹은 유속을 계산하

는 방식으로 수압계로 측정한 데이터를 대입하여 결

과를 도출해내는 구조로 설계되어 있다. 이와 같은 방

법론의 구조의 유의성을 검증하기 위해서 수압계의 

높은 빈도 성능을 구현할 수 있는 부정류 해석에서 

널리 쓰이는 특성선 방법을 사용하여 측정 데이터를 

대체하여 수압과 유속을 모의하고 특성선 방법을 통

해 모의한 수압을 유도된 인버스 임피던스 수식에 대

입하여 동일 빈도의 수압과 유속을 추정하는 연구를 

수행한다. 제안된 방법론의 검증을 위해서 인버스 임

피던스 방법으로 추정한 수압과 유속을 특성선 방법

에서 모의한 수압과 유속을 비교하여 결정론적 방법

인 특성선 방법과 제안된 방법의 정확성을 확인한다.
이와 같은 과정을 통해서 관망 내의 특정 지점에서

보다 간단한 방법으로 고빈도의 수압 데이터를 획득

할 수 있는 센서형 수압계를 사용하면, 저비용·고효율

의 성능으로 상수관망의 특성을 쉽게 파악할 수 있다. 
특히 수압계를 사용하여 고빈도의 수압 변화를 측정

하는 방식으로 획득된 자료는 고빈도의 유속이나 유

량자료의 변환을 가능하게 하여준다.
2장에서는 결정론적 방법인 특성선 방법과 인버스 

임피던스 방법의 기본적인 유도과정을 정리하였고 인

버스 임피던스의 기반이 되는 수식의 유도를 통해 수

압을 이용하여 유량이나 유속을 계산하는 방법을 정

리하였다. 3장에서는 수치해석을 통해 얻은 다양한 조
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건의 수압 모의 결과와 이를 바탕으로 추정한 유속 

결과를 비교하여본다. 결론으로는 결정론적 방법인 

특성선 방법과 대체 방법인 인버스 임피던스 방법의 

결과 비교에서 두 방법은 일치하는 결과를 보였으며 

인버스 임피던스 방법이 수압을 사용하여 유속을 추

정하는 상당한 잠재성을 보여줬다.

2. 실험장치 및 방법 

2.1 피압관로에서의 지배방정식

피압관로에서의 지배방정식은 연속방정식과 운동

량방정식으로 이루어져 있으며, 연속방정식과 운동량

방정식은 다음과 같이 표현된다 (Streeter and Wylie, 
1993).





     (1)

   


  (2)

여기서  = 파속도,   = 중력가속도,  = 관내 직경, 
 = Darcy-Weisbach 마찰계수로, 수압과 유속의 편미

분방정식의 형태로 나타난다.

2.2 결정론적 방법

특성선 방법(MOC)은 부정류 해석에서 가장 많이 

쓰이는 방법으로 편미분방정식인 연속방정식과 운동

량방정식을 상미분방정식으로 변형하는 방법으로 계

산진행시간이 동일해야 하는 단점이 있지만, 편미분

방정식을 보다 정확하고 편리하게 해석할 수 있는 

큰 장점이 있다. 특성선 방법 적용을 위해, 연속방정

식과 운동량방정식을 수압과 유속의 미분방정식으로 

단순하게 변형하면 다음과 같다 (Streeter and Wylie, 
1993).

  



    (3)

    


  (4)

여기서,   = 중력가속도로, 여기에 미지의 연산자 

를 사용하여 Eq.(3)과 Eq.(4)를 선형적으로 조합하고 

정리하면 다음과 같은 형태로 표현된다. 

    



   


 


  (5)

는 임의의 승수로 ± 로 표현되며, 종속변수 

와 로 구성된 Eq.(3)과 Eq.(4)에서 를 결정하여 

와 의 전미분 형태의 Eq.(5)로 표현할 수 

있으며, 이는 ±   의 특성선 상에서만 유효하게 

된다. 인 경우에는 하류방향을 의미하고, 인 경

우에는 상류방향을 의미하며, 이를 통해 다음과 같은 

상미분방정식의 형태로 표현될 수 있다.




 





 


  


 (6)




 





 


  


 (7)

Eq.(6)과 Eq.(7)은 와 의 기울기를 가지는 특

성선상에서만 유효하며, 초기 경계조건과 시간-공간 

축을 결정하여 특성선을 따라 적분함으로써 임의 지

점의 수압과 유속을 계산할 수 있다.

2.3 인버스 임피던스 방법(Inverse Impedance Method) 

편미분 형태의 운동량방정식과 연속방정식에 수압

과 유량항을 평균치와 산란항으로 구분하여 대립하고 

이를 전개하면 다음과 같은 산란항으로 이루어진 다

음과 같은 선형화된 편미분방정식을 도출할 수 있다.

′′′   (7)

′′   (8)

여기서 은 선형화된 저항을 의미하고 층류조건에서는

 
 

 (9)

난류조건에서는

 
 


  

(10)

여기서 인너턴스 L (inertance)과 카파시틴스 (capacitance) 
C를 정의하면 다음과 같다.
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 ;  



 (11)

변수분리 기법을 사용하여 선형화 방정식을 풀이하

고 공간과 시간 항을 분리해서 표시하고, 공간상에서

는 흐름의 특성이 상류단과 하류단으로 전파하고 시

간상에서는 일방향으로만 진행한다는 가정으로 수식

을 전개하면 다음과 같이 압력수두의 특별해가 나타

난다.

′  
 

  (12)

또한, 유량 산란분의 특별해도 다음과 같이 표현된다.

′ 




 
  (13)

여기서 는 일반적으로 복소수 빈도 혹은 라플라스 

변수라고 알려져 있으며, 이 변수의 실수와 허수부분

은    과 같이 정의된다. 그리고 전달계수 는 

다음과 같이 나타난다.

    (14)

또 하나의 중요한 함수는 특성 임피던스인데 이는 

다음과 같은 복소수 함수로 나타나고 시간과 공간에 

독립적으로 다음과 같이 정의된다.

  

 (15)

여기서, 와 는 유체와 관수로의 물리적인 특성

에 의해서 결정된다.
이와 같은 수식의 전개는 피압관로의 관로연장,  , 

상의 상하류단 간의 복소수 영역에서의 수압과 유량

의 관계를 다음과 같이 표현하게 된다.

  cosh sinh (16)

 


sinh cosh (17)

2.4 인버스 임피던스에 의한 수압과 유량 반응

Fig. 1은 저수조 관로 밸브로 구성된 단순관로 시스

템의 개요도이다. 이와 같은 관로에서 유량과 수압 반

응을 유도하기 위해서 복소수 유량과 수압의 비를 인버

스 임피던스로 정의하여 다음과 같이 나타낼 수 있다.

 
 (18)

이를 관수로 상하류단에 대해서 정의할 수 있는데,


  

tanh


tanh

 (19)

여기서, 
는 하류단의 인버스 임피던스 

는 상

류단의 인버스 임피던스이다.
 상류간 저수조에서 하류단 임의의 지점까지의 수

압 유량 관계가 Eq. (16)와 Eq. (17)로 구성되어 있고 

이를 상류단 저수조간에 적용하면 하류단 밸브에서 

다음과 같은 시간상의 유량반응이 나타난다.

  






∞

tanh (20)

여기서 는 실수부를 의미한며, 하류단 저수조에

서 길이 만큼 떨어진 곳에서 하류단 수압에 대한 x
지점의 시간상의 수압 반응은 다음과 같이 나타난다.

Fig. 1. Schematic diagram of a reservoir pipeline valve system.
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∞

cosh
 sinh (21)

하류단 저수조에서 길이 x만큼 떨어진 곳의 하류단 

수압에 대한 x지점의 시간상의 유량 반응은 다음과 

같이 나타난다.

    






∞




sinh

 cosh (22)

2.5 시간상 수압 및 유량 반응

식(20)-(22)롤 도출된 반응함수는 다음과 같은 과정

의 합성적분을 통해서 시간상의 수압이나 유량 반응

으로 나타난다.
관로 말단에서의 수압의 변동은 다음과 같이 계산

된다.

  ≒    




≒ 
∆ (23)

여기서 는 기준수압, ∆는 하류단 밸브에서 수압

의 변동이다. 만약 하류단에서 밸브를 급폐하면, 기준 

유량에서 0으로 변동되는 간단한 시계열이 들어간다.
유사한 방식으로 관로 상의 임의의 지점 x에서 수

압의 변동은 다음과 같이 계산된다.

    




∆ (24)

관로 내의 임의의 지점에서의 유량도 다음과 같이 

합성적분으로 계산될 수 있다.

    




∆ (25)

여기서, 는 기준유량 즉 밸브의 개도가 변화하기 

전의 정상상태 유량이다. 

3. 실험결과 

3.1 대상 단순관로 시스템

Fig. 2는 연구수행을 위한 저수조-관로-밸브-저수조

(Reservoir Pipeline Valve Reservoir: RPVR) 형태의 단

순피압관로 시스템으로, 양쪽의 저수조가 90   만큼

의 거리를 스테인리스 재질 관망을 통해 유지하고 있

고, 오른쪽 저수조 앞단에 개폐조정이 가능한 밸브로 

구성되어 있다. 본 시스템은 23.38   수두의 왼쪽 저

수조와 23.13   수두의 오른쪽 저수조 수두 차이를 

통해 0.099   유속의 레이놀즈수는 1976으로 층류

인 안정된 흐름을 발생시킬 수 있으며, 직경 0.020  , 
두께 0.0021  , 그리고 Darcy-Weisbach 마찰손실계수

가 0.036인 관망이 단일직선형태로 양쪽 저수조를 연

결하는 시스템이다. 
Fig. 3은 RPVR 형태의 단순피압관로에서 수지관을 

추가하여 관망 특성을 변형한 시스템이다. 주 관로에

서 수지관까지의 길이가 39.73  , 수지관 자체의 길

이는 8.7 이다.

3.2 수압 모의

결정론적 방법인 특성선 방법과 인버스 임피던스 

방법을 비교하기 위하여 두 가지 방법으로 모의하였

다. 특성선 방법의 결과는 MOC로 나타나었고 인버스 

임피던스 방법의 결과는 IIM으로 나타내었다. 직선관

망에서 23.3 m를 기준 수압으로 하여 밸브 폐쇄에 걸

Fig. 2. Research setup of a simple pressurized pipeline system.
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리는 시간을 0.01초로 하는 급폐 조건을 기본 조건으

로 설정하였다. 
Fig. 4의 직선관망 모의에서는 밸프 폐쇄가 끝나는 

0.01초까지 수압이 상승하고 0.125초까지 유지되었다

가 그 후로 하강하는 0.2547초의 사이클을 가지는 수

격압 반응이 나타났다. 특성선 방법에서 모의한 그래

프는 직선의 형태로 수압반응이 유지되나 인버스 임

피던스 방법으로 모의한 결과는 수압이 최고 지점에 

이르고 난 이후 진동이 생성되고 사이클이 진행되어

도 생성된 진동이 유지되는 형태가 나타난다. 특성선 

방법과 인버스 임피던스 방법으로 모의한 결과는 일

치하는 결과를 보인다.
수지관망에서도 똑같은 방법으로 23.3 m를 기준 수

압으로 하여 밸브 폐쇄에 걸리는 시간을 0.01초로 하

는 급폐 조건을 기본 조건으로 설정하였다. Fig. 5에서 

Fig. 4. Hydraulic head simulation result of rapid closed simple 
pressurized pipeline system. 

직선관망과 다르게 수지관망이 존재하기 때문에 수압

이 수지관망에 반향되어 돌아오는 0.056초에서 급격

하게 감소하고 다시 상승하는 형태가 나타난다. 0.125
초부터 감소하는 형태는 직선관망과 비슷하나 그 후 

사이클부터는 안정적인 수격압의 형태가 사라지고 불

규칙한 형태로 수압이 진동하는 형태가 나타난다. 특
성선 방법과 인버스 임피던스 방법으로 모의한 결과

는 일치하는 결과를 보인다. 
밸브를 급폐하는 조건뿐만 아니라 완폐하는 조건에

서도 모의를 진행하였다. 23.3 m를 기준 수압으로 하

여 밸브 폐쇄에 걸리는 시간을 2 L/a의 시간보다 길게 

한 0.2초로 설정하였다.
Fig. 6은 수압이 2 L/a인 0.13초까지 상승하고 그 이

후 하강하다 0.2초에서 밸브가 완전히 닫히고 그 이후 

0.2547초의 사이클이 반복되는 수격압의 형태가 나타난다.

Fig. 5. Hydraulic head simulation result of rapid closed branch 
pressurized pipeline system.

Fig. 3. Research setup of a branch pressurized pipeline system.
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Fig. 6. Hydraulic head simulation result of slow closed simple 
pressurized pipeline system.

Fig. 7. Hydraulic head simulation result of slow closed branch 
pressurized pipeline system.

급폐 수격압 그래프와 달리 밸브 폐쇄 이후 수압이 

수직으로 변하지 않고 피크를 가지는 형태가 나타난

다. 특성선 방법과 인버스 임피던스 방법으로 모의한 

결과는 일치하는 결과를 보인다. 
Fig. 7은 수압이 2 L/a인 0.13초까지 상승하고 그 이

후 하강하다 0.2초에서 밸브가 완전히 닫히고 그 이후 

0.2547초의 사이클이 반복되는 수격압의 형태가 나타

난다. 직선관망과 다르게 수지관망이 존재하기 때문

에 수압이 수지관망에 맞고 돌아오는 0.056초에서 수

압이 변형되는 형태가 나타나고 그 이후에도 수지관

에 의한 영향으로 수압이 변형되는 형태가 나타난다. 
특성선 방법과 인버스 임피던스 방법으로 모의한 결

과는 일치하는 결과를 보인다. 

3.3 유속추정방법

수압 모의에서는 관말 지점을 기준으로 하여 수격

압에 의한 수두를 비교하였으나 관말 지점에서는 유

속의 변화가 잘 나타나지 않아 유속 모의에서는 측

정지점에서 45 m 멀어진 지점을 기준으로 하여 수

격압에 의한 유속을 비교하였다. 직선관망에서 

0.099204 m/sec를 기준 유속으로 하여 밸브 폐쇄에 

걸리는 시간을 0.01초로 하는 급폐 조건을 기본 조

건으로 설정하였다. 관 내 유체가 정방향대로 흐르

는 상태를 양수로 하고 역방향으로 흐르는 상태를 음

수로 표현하였다. 
Fig. 8은 측정 지점에서 45m를 기준 지점으로 모의하

였기 때문에 유속의 최고와 최하, 유속이 0인 상태에

서 저수조에서 반향되는 90 m의 2 L/a인 0.06초 간 수

압이 유지된다. 유체가 관 내를 왕복하며 수격압이 

생성되는 형태가 나타난다. 수압 모의와 비슷하게 특

성선 방법으로 모의한 유속은 직선의 형태로 나타나

지만 인버스 임피던스 방법으로 모의한 유속은 유속

이 유지되는 지점에서 미소 진동하는 형태가 나타난다.
Fig. 9에서 수지관망의 유속모의에서 유속의 최고와 

최저 지점은 Fig. 8과 같은 지점에서 나타나나 0.03초 

이후 직선관망과 다르게 추가된 수지관의 존재로 인

해 유속이 급격하게 변화하는 형태가 나타난다. 특성

선 방법과 인버스 임피던스 방법으로 모의한 결과는 

일치하는 결과를 보인다. 
밸브를 급폐하는 조건뿐만 아니라 완폐하는 조건에서

도 모의를 진행하였다. 직선관망에서 0.099204 m/sec를 

Fig. 8. Hydraulic velocity simulation result of rapid closed 
simple pressurized pipeline system.
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기준 유속으로 하여 밸브 폐쇄에 걸리는 시간을 2 L/a
의 시간보다 길게 한 0.2초로 설정하였다. 

Fig. 10에서 유속이 0.2초까지 감소하였다가 밸브가 

닫힌 후 수격압이 발생하는 형태의 그래프가 나타난

다. 급폐 유속 그래프와 달리 밸브 폐쇄 이후 유속이 

수직으로 변하지 않고 변화하는 형태가 나타난다. 특
성선 방법과 인버스 임피던스 방법으로 모의한 결과

는 시간이 지나감에 따라 오차가 발생한다. 이는 인버

스 임피던스 방법에서 유량의 크기가 수압에 비해서 

너무 작아서 생기는 반올림 오차이다 (모의에 대입하

는 H는 m단위, Q는 m3/sec의 단위를 사용한다). 실제

로 인버스 임피던스는 그 크기가 10-7에서 10–8으로 계

산시간이 진행됨에 따라서 누적 오차가 발생하는

Fig. 9. Hydraulic velocity simulation result of rapid closed 
branch pressurized pipeline system.

Fig. 10. Hydraulic velocity simulation result of slow closed 
simple pressurized pipeline system. 

Fig. 11. Hydraulic velocity simulation result of slow closed 
branch pressurized pipeline system.

양상을 보이고 있다. 그러나 Fig. 10에서 나타나는 두 

방법의 차이는 작은 정도로 높은 빈도로 측정값을 구

하는 것이 불가능한 유속계의 현실을 고려하면 무시

할 수 있는 정도이다.
Fig. 11은 완폐조건의 수지관망에서 특성선 방법

으로 모의한 그래프에서 유속이 유지되지 않고 수

지관의 영향에 의해 유속이 변형되는 형태가 나타

나는데 인버스 임피던스 방법에서도 같은 형태로 

유속이 변형되는 형태를 보인다. 특성선 방법과 인

버스 임피던스 방법으로 모의한 결과는 일치하는 

결과를 보인다. 

3.4 실험결과 고찰

특성선 방법과 인버스 임피던스 방법을 통해 모의

한 결과에서 직선 관망과 수지 관망은 기본 형태에서 

차이를 보인다. 이는 직선관망은 상류단 저수조와 하

류단 저수조를 관 내 유체가 왕복하나 수지관망은 수

지관의 존재 때문에 관 내 유체가 저수조에서 반향되

는 유체와 수지관의 관말 지점에서 반향되는 유체로 

나뉘어 두 흐름이 상호작용하여 수압과 유속 모두에

서 급격한 변화가 일어난다. 
모의한 수압과 수압을 통해 추정한 유속에서 밸브 

폐쇄 시간이 2 L/a보다 빠른 급폐의 경우와 밸브 폐

쇄 시간이 2 L/a보다 긴 완폐의 경우 모두에서 특성

선 방법과 인버스 임피던스 방법을 통한 결과가 일

치한다. 
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4. 결 론

본 연구는 기존의 하류단 밸브 급폐 유량 변화를 

기반으로 하는 임펄스 응답법의 기본 구조를 변경한 

인버스 임피던스 방법을 제안하여 수압을 모의하고 

동일 빈도상의 유속을 추정하는 연구를 수행하였다. 
대상 관망을 직선관망과 수지관망의 두 종류로 설정

하고 밸브 폐쇄 조건을 급폐와 완폐로 설정하여 관망

의 특성별 모의를 진행하였다. 
대상관망의 하류단 밸브의 급폐와 완폐 모의에서 

부정류의 모의의 대표적인 특성선 방법과 인버스 임

피던스 방법이 임의 지점 수압에서 일치하는 결과를 

보였다. 수압 모의를 통한 유속 추정 결과에서도 특성

선 방법과 인버스 임피던스 방법이 일치하는 결과를 

보였다.
수압계의 높은 빈도 특성을 구현할 수 있는 특성선 

방법을 통해 얻은 수압과 이를 통해 추정한 유속이 

인버스 임피던스 방법을 통해 얻은 수압과 유속과 일

치하는 결과가 나타났고, 이는 유속을 추정하는 방법

으로 인버스 임피던스 방법의 유효성을 보여준다. 이
후에 이루어질 연구는, 실제 관망에서 실험을 통해 얻

은 높은 빈도의 데이터를 기반으로 하여 인버스 임피

던스 방법의 정확도를 높이는 것이 유속 추정 기술 

향상에 기여할 수 있을 것으로 판단된다. 
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기호 설명

 = Density.
 = Inside area of a pipeline.
 = Mean flow velocity.
 = Inside pressure of a pipeline.
 = Wave speed.
 = Inside diameter of a pipeline.
 = Darcy-Weisbach Friction Factor.
 = Pressure head.
 = Flow rate.

  = Gravitational acceleration.
  = Head loss due to friction.
  = Morlet mother wavelet.
 = Angular frequency.


 = Continuous wavelet transform.
 = Shift from a time.
  = Scale.
∗ = Complex conjugate.
 = Time of input signal.
 = Total length of material.
 = Time increment.
  = Random pressure wave data in time series.


 = Cross wavelet spectrum between  and .
  = Smoothing function.
  = First characteristic time of the pipeline.
  = Length of pipeline.
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