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ABSTRACT
The purpose of the current study is to report a part of our larger project whose focus is to understand a relationship between students’ 
units coordination and K-12 school mathematics. In particular, in this paper we report how students who exhibit distinct levels of units 
coordinations used their knowledge of proportion to solve quadratic function problems of the form y ax

2
= . To this end, three 7th grade 

students all of whom assimiliated whole number problem situations with three levels of units but showed different levels for fraction 
problems were chosen. We carried out clinical interviews not only to understand their ability to coordinate units but to understand their 
problem solving process of proportion and the quadratic function problems. The analysis suggest that their abilities to coordinate units 
influenced their ways to solving proportion problems, and in turn influenced their ways to solve the specific form of quadratic functions. 
We have finalized our study by discussing how students’ ability to construct and coordinate units, their proportion knowledge, and their 
knowledge associated with expressing the specific type of quadractic functions could be related.
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초록
본 연구의 목적은 학생들의 단위 조정과 학교 수학과의 관계를 이해하기 위한 목적으로 수행되고 있는 프로젝트의 일부 결과를 보고하는 것이다. 
구체적으로 단위 조정 단계와 그에 따른 수준이 다른 학생들이 y a x

2
=  형태인 이차함수 문제를 해결하는데 있어 비례 지식이 어떻게 사용되고, 단위 

조정 수준별 가용한 지식은 무엇인지 세밀하게 분석하는 것이다. 이를 위해 자연수 맥락에서는 3수준 단위를 주어진 자원으로 사용하여 동화할 수 있는 
단위 조정 3단계 학생이지만, 복잡한 분수 곱셈 과제에서는 서로 다른 단위 조정 단계를 보여준 중학교 1학년 세 학생에 초점을 두었다. 나아가 비례 
문제 해결 과정과 비례 관계가 포함된 이차함수 관련 문제에 대한 임상 면담 자료를 분석하였다. 분석 결과, 단위 조정 단계에 따라 비례 문제를 해결하는 
과정에서 학생들의 지식은 다르게 나타났으며, 이러한 차이는 이차함수를 이해하고 식으로 표현하는 과정에서 결과적 차이를 보였다. 이러한 분석 
결과를 통해 결론에서는 단위 조정 이론, 비례 지식, 그리고 이차함수 지식과의 관련성에 대해 논의 후 시사점을 제시하였다.

주요어: 단위 조정, 비례, 스칼라 관점, 함수적 관점, 이차함수
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서론
변수는 다양한 개념적 구조를 가진 복합 개념으로써 이를 이해하는 방식도 여러 가지이지만, 많은 학자들은 미지수, 일반화를 위
한 도구, 변화하는 양 사이의 관계, 그리고 임의의 기호로 나누어 설명한다(Kim, 1997, 1999). 이때 변화하는 양 사이의 관계는 실제
로 변하거나 변하는 것으로 생각할 수 있는 대상을 나타내며, 두 변수가 서로 영향을 주고받는 경우로 볼 수 있다(Kim, 1997; Pang et 

al., 2017). 학생들에게 변수라는 용어를 처음 사용하기 이전에도 초등학교 수학에서는 변수 개념 형성에 영향을 줄 수 있는 내용 요
소들을 제공하고 있는데, 특히 변화하는 양 사이의 관계로서의 변수 개념은 초등학교 4~6학년의 일부 단원에서 제시되고 있고, 4~6

학년에서 제시되는 함수와 관련된 유형 중 y a x=  형태는 54.5%를 차지하고 있다(Pang et al., 2017). 따라서 변화하는 두 양 사이의 

일차함수 문제 상황은 초등학교에서 변수라는 용어를 형식적으로 가르치지 않을 뿐이지 이미 다루고 있다. 이후 x , y  문자 사용을 

통해 변수 개념이 본격적으로 도입되는 중학교 1~2학년에서는 변수에 대한 기호 사용과 용어를 배우며, 정비례 관계와 일차함수 개
념을 학습하게 된다. 결국 초등학교에서 중학교 2학년 때까지 학생들에게는 선형적인 일차함수 상황이 가장 익숙한 함수 문제 상황
인 것이다.

그러나 중학교 3학년에서 배우는 이차함수는 ‘변화율’의 관점에서 변화율이 일정한 일차함수 문제 상황으로부터 한 차원 높은 변
화 상황인 '변화율의 일정한 변화'에 대한 이해가 필요하다(Ma & Im, 2019). 따라서 이차함수의 도입은 대부분 변화율의 일정한 변
화 상황을 나타내는 소재로, 예를 들면 번지점프나 루지와 같은 등가속도하는 물체의 운동 상황에서 시간에 따른 이동 거리를 물어
보거나, 혹은 가로와 세로 길이가 둘 다 변하는 상황에서의 직사각형 넓이를 구하는 문제와 같은 상황들을 통해 도입된다(Kim et al, 

2021; Kim et al, 2020; Lee et al, 2021; Lew et al, 2020).

y a x= 에서 y a x
2

= 으로의 차원의 변화는 중학교에서 고등학교 수학으로의 대수적 추론에 대한 중요한 기반을 제공한다
(Lobato et al, 2012). 그러나 이 시기에 학교 수업에서는 학생의 개념적 이해에 초점을 두기보다 산술적 지식이나 절차적 지식에 초점
을 두고 학생들을 지도하고 있다(Korea Institute of Curriculum and Evaluation, 2007; Lobato, 2008; Lobato et al., 2012). 특히 선형적인 일
차함수 문제 상황이 익숙한 중학생들에게 y a x

2
=  형태의 이차함수 기본형을 도입하는 과정에서 반복적인 연습을 통한 절차적 

지식1만을 강조한다면 학생이 이차함수의 변화되는 문제 상황을 일차함수와 비교하여 식별해 내기란 쉽지 않을 것이다.

Lobato 외 (2012)는 이차함수에 대한 학생의 개념적 이해를 위해서 연속적인 변화(continuous variation)와 순간적인 변화율
(instantaneous rates of change), 그리고 비율의 비율(rates of rates)이라는 3가지 이해가 필요한데, 이차함수를 학생들에게 가르치는 과
정에서 나타나는 어려움은 주로 학생의 비, 비율, 비례 개념과 관련한 비례 추론 과정으로부터 시작된다고 주장한다. 실제로 Lee 외 

(2016)에서도 교수실험을 통하여 ‘비와 비율’ 개념이 변화율 개념에 대한 수준의 변화를 가져올 수 있고, 변화율 개념에 대한 수준의 

변화는 함수의 변화에 대한 인식에 영향을 줄 수 있다고 주장한 바 있다.

한편, Tillema (2013)은 학생의 ‘제곱’에 대한 곱셈적 의미를 이해하기 위해 선형적인 의미의 곱셈 문제(예, 분수, 일차 방정식, 비
율과 관련)와 제곱의 의미를 가지는 곱셈 문제(예, 조합론, 이차방정식, 이차함수 포함)를 구분하여 6~7학년 학생들을 대상으로 교
수실험을 진행하였다. 구체적으로 Tillema는 교수실험의 대상 학생을 선정하기 위하여 Steffe (1992, 1994)의 연구를 바탕으로 단위
(units)를 분리(disembedding), 반복(iteration)하고, 단위에 단위를 합성하는 단위 조정(units coordination)의 조작을 통해 학생들의 곱셈
적 개념에 주목하였으며, 학생들이 2배, 3배와 같은 선형적 의미의 곱셈 문제를 해결하기 위해 사용한 조작 활동이 제곱, 세제곱과 

같은 비선형적 의미의 거듭제곱 문제를 해결하는 과정에서도 나타난다는 것을 보여주었다. 이러한 결과는 단위 조정이 학생의 곱
셈 추론 과정에서 선형적 의미와 거듭제곱의 의미를 개발하고 구별하도록 지원할 수 있는 잠재력을 가지고 있음을 시사한다.

본 연구는 학생들이 정비례 관계와 일차함수로의 선형적인 의미를 이해한 이후, 일차함수와는 다른 한 차원 높은 변화 상황에서의 

비선형적인 이차함수가 (선형적인 의미와는 식별되는) ‘제곱’의 이차원적 의미를 포함하고 있다고 보고, Tillema (2013)의 시사점에 

주목하여 한 차원 높은 문제 상황으로써의 이차함수를 단위 조정이라는 관점에서 살펴보고자 한다. 이를 통해 학생들이 일차함수와

1	 다수의 학자들은 학생의 학습 과정에서의 지식을 크게 개념적 지식과 절차적 지식으로 구분하고 있다(Cabobi, 2009; Miller & Hudson, 2007; Rittle-Johnson 
& Schneider, 2014). 개념적 지식은 지배적인 중심 원리와 그 안의 개별적인 지식들을 서로 관련지어 연결시키는 것이며(Canobi, 2009; Miller & Hudson, 
2007), 절차적 지식은 일련의 행동 절차에 대한 지식으로(Canobi, 2009), 학생의 반복적인 연습을 통한 최소한의 의식적인 집중만으로도 문제 해결이 
가능하다(Rittle-Johnson & Schneider, 2014).
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는 다르게 이차함수에서 느끼는 어려움은 무엇인지, 그리고 그 어려움은 학생이 이전에 가지고 있던 수학적 지식과 어떠한 관련성이 

있는지를 분석하여 세 학생의 구체적인 사례로부터 하나의 경험적 가설을 제시할 것이다. 이에 따른 연구 문제는 다음과 같다.

첫째, 단위 조정 2 단계와 3 단계 학생2의 비례 문제 해결 과정은 어떠한가?

둘째, 단위 조정 2단계와 3단계 학생의 이차함수 문제 해결 과정은 어떠한가?

이론적 배경

단위 조정 관점과 비례 개념의 관련성

학생들은 초등학교 때부터 '단위'라는 개념을 통해 수를 구성해 나아가고, 단위와 단위 사이의 관계를 생성, 유지하면서 단위를 조
정하는 과정에서 그 개념을 확장해 나아간다. 이때 단위 조정은 단위를 만들고 그 단위에 포함되거나 구성되는 또 다른 단위와의 관
계를 유지하는 학생의 능력으로, 학생이 단위를 조정하고 동화할 수 있는 ‘단위 수준의 수’와 활동을 통해 생성할 수 있는 '수준의 수'

라는 조작 범주를 가지고 있다(Norton & Boyce, 2015; Norton et al., 2015). 학생이 n 수준(n은 1, 2, 3)의 단위를 동화하여 내재화된 행
동을 보였을 때 'n 단계에서 조작한다'라고 하는데, 이는 문제 상황에서 실제 어떤 활동을 수행하지 않고도 n개의 단위 수준을 한 번
에 구별할 수 있음을 의미한다. 반면 ‘활동 안에서 n 수준을 생성한다’라는 것은 어떤 활동을 실제로 수행하는 과정에서 n 개의 수준
은 구성할 수 있으나, 활동 중에는 n 수준의 구조를 유지되지 못할 가능성도 있다(Norton et al., 2015). Norton 외 (2015)는 학생이 동화
시킬 수 있는 단위의 수에 따라 단위 조정 능력의 특징을 세 단계로 나누어 제시하였다. 본 연구는 정수 범위 안에서 3수준 단위 조정
과 관련하여 주목하고 있으므로, Norton 외 (2015)에 의하면 '단위 조정 3단계 학생'이며, 3수준 단위를 주어진 자원으로 동화하여 '단
위의 단위의 단위'인 3수준 단위 구조 안에서 구체적인 활동을 하지 않고도 단위 조정이 가능한 특징을 가지고 있다.

한편, 학생의 분수 개념을 이해하는 데에도 단위 조정은 중요하다. 분수 n
m 은 n

1 이 m개 있는 것으로써 학생이 이해하는 과정에
서 1-단위를 n개의 분할로 인식하고, n의 부분 중 일부인 하나로 생각하는 것에서 벗어나, 전체 1을 잃지 않는 상태에서 1로부터 부분
인 n

1 을 분리할 수 있으며, 분리한 n
1 을 n 번 이상의 반복 가능한 양으로 생각할 수 있어야 한다(Boyce et al, 2021; Hackenberg & Lee, 

2015; Steffe & Olive, 2010). Steffe (2003)은 학생이 분수 개념을 구성해 나아가는 과정에서 재귀 분할(recursive partitioning)이 나타난
다고 보았는데, 전체를 부분으로 분할하는 분수의 곱셈 맥락에서 재귀 분할은 부분의 부분, 그리고 전체 사이의 관련성으로부터 분
수 개념의 구성을 설명하였다. 재귀 분할은 분할의 분할이라는 두 분할의 합성을 통하여 합성 단위를 생성하고, 여러 개의 단위를 

조정함으로써 전체를 새로운 3수준 단위의 양적 구조로 바라볼 수 있는 정신적인 활동이다(Lee & Lee, 2022; Shin & Lee, 2019; Steffe, 

2003). 이러한 ‘재귀 분할’은 Lee와 Lee (2022)에 의하면 하나의 3수준 단위에서 또 다른 3수준 단위 사이의 구조적 전환의 가능성을 

설명할 수 있는 요인으로 가분수가 포함된 문제 해결 과정에서의 ‘재귀 분할의 내재화’ 여부가 비례 문제를 이해하고 해결하는 과정
에서 중요한 역할을 한다고 주장하였다.

비례 문제 상황은 자연수 맥락을 넘어 가분수를 포함한 분수 맥락에서의 유연한 곱셈 추론이 요구되며, 비례 문제 해결을 위해서
는 3단계 수준의 단위 조정이 필수적이다(Lee & Shin, 2020; Ulrich, 2016). 예를 들어, Lee와 Lee (2022)에서는 자연수 맥락에서 단위 

조정 3단계 학생이지만, 복잡한 분수 곱셈 맥락에서는 ‘활동 안에서’ 3수준 단위를 조정하는 두 학생의 비례 문제 해결 과정의 분석
을 통해 분수 곱셈 문제에서 단위에 단위를 합성하며, 합성 단위에 대한 스플리팅 조작3의 가능성을 보였던 학생은 비례 문제에서 

단일 단위를 구성하고, 구성한 단일 단위를 비례 문제 해결을 위한 도구로 사용하는 것을 볼 수 있었다. 반면 분수 곱셈 문제에서 단
위에 단위를 합성하지 못하고, ‘눈대중 분할’4을 보여주었던 학생은 재귀 분할을 내재화하지 못하였고, 비례 문제에서 여러 시행착
오 거치며 합성 단위를 혼동하는 모습은 자연수 맥락에서는 같은 수준의 단위 조정 단계이지만, 분수 맥락에서 생성되는 단위 구조

2	 본 연구에서 단위 조정 2단계와 3단계 학생들을 대상으로 연구를 수행한 목적에 대해서는 이론적 배경과 연구 방법 부분에 더 구체적으로 설명한다.
3	 합성단위에 대한 스플리팅 조작에 대한 자세한 기술은 Lee와 Lee (2022)를 참고하기 바란다.
4	 '눈대중 분할'은 Lee와 Lee (2022)에 처음 제시된 용어로 단위에 단위를 합성하지 못하고, 기존의 단위를 새로운1-단위로 하여 분할하는 학생의 조작 방식을 

설명한 것으로 자세한 기술은 Lee와 Lee (2022)를 참고하기 바란다.
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의 복잡성에 따라 서로 다른 양적 조작 방식을 나타낼 수 있으며, 이러한 차이는 비례 문제 해결 과정에서 식별되는 차이와 관련이 

있음을 확인하였다(Lee & Lee, 2022).

본 연구에서는 자연수 맥락에서 단위 조정 3단계 학생이지만, 가분수가 포함된 복잡한 분수 맥락에서는 서로 다른 단위 조정 단
계와 수준을 보여준 세 명의 학생을 대상으로 하였다. 그리고 학생의 수 세기로부터 시작하여 정수, 분수에서의 단위 조정 방식과 

비례 개념 사이에서의 관련성을 주장했던 앞선 선행연구로부터 한 발짝 더 나아가 단위 조정 단계와 수준이 다른 학생들의 비례 문
제 해결 과정과 비례 관계가 포함된 함수 문제 해결 과정 사이의 관련성을 보고자 한다. 이 과정에서 단위 조정에 대한 관점은 초등 

산술에서 대수적 사고로의 전환 시기에 학생의 수학적 이해를 설명하는 도구가 될 것으로 본다.

비례 관계에 대한 학생의 문제 해결 과정

Simon (2006)에서 ‘학생의 수학적 이해’는 그 이해가 학생에게 있다고 보는 것이 아니라, 연구자가 주어진 과제에 참여하는 학생
의 능력을 학생의 언어적, 비언어적 행동을 통해 일관성있고 유용하게 설명하여 구별할 수 있는 방법적 측면이라고 하였다. 이에 본 

연구는 학생이 주어진 문제 상황에서 수학적으로 추론하는 범주를 명료화하기 위해 비례 문제 상황을 유연성(flexibility)과 효율성
(efficiency) 측면에서 다차원적으로 분석한 Carney 외 (2015) 연구에 주목하였다. Carney 외는 비례 관계를 이용한 미지값 문제 상황
에서 두 가지 관점(스칼라 관점, 함수적 관점)과 두 가지 접근 방식(덧셈적 접근과 곱셈적 접근)이라는 요소를 바탕으로 이론적 분석
틀을 구성하였다.

구체적으로 스칼라 관점은 비의 각각 양을 상수 배를 통하여 확대 혹은 축소할 수 있는 단위로 인식하는 관점이고, 함수적 관점
은 비 안에서 두 양 사이의 일정한 곱셈적 관계를 인식하고 이 관계를 이용하여 동등한 비(equivalent ratios)를 구성할 수 있다는 관
점이다(Carney et al., 2015). 비례 관계를 이용한 미지값 문제 상황에 대한 구조와 Carney 외의 문제 해결 과정에 대한 두 가지 관점은 

Figure 1과 같다.

나아가 Steinthorsdottir와 Sriraman (2009)의 4가지 비례 추론 수준에 따른 학생의 전략을 바탕으로 하여 Carney 외 (2015)는 비례 관
계를 포함한 미지값 문제 상황에서 학생의 비례 추론 수준에 따라 나타나는 전략을 관점(스칼라 관점과 함수적 관점)과 접근 방식
(덧셈적, 곱셈적 접근)을 기준으로 Table 1과 같이 설명하였다.

Figure 1. Two perspectives on the missing value problem situation using proportional relations (Carney et al., 2015, p.142).

Table 1. Steinthorsdottir and Sriraman (2009)'s understanding of scalar and functional perspectives on the level of proportional reasoning 
(Carney et al., 2015, p. 143).

Level   Identify student strategies by level Perspectives
1 Students incorrectly focus on the difference in quantities either within or between the ratios.

Scalar perspectives

2 Students focus on either additively iterating or multiplicatively scaling the given ratio as a composed unit 
to reach the missing value in the equivalent ratio (scale-up).

3 This level involves scaling down a given ratio, and includes two sub-levels, the ability to partition the 
given ratio as a composed unit to reach the missing value in the equivalent ratio (scale-down) and the 
ability to combine iteration and partitioning to reach the missing value (scale up and down).

4 This level involves the flexible use of either the scalar or functional relationship depending upon the ease 
of calculation with the numbers in the problem. Scalar and Functional perspectives
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비례 관계를 포함한 문제 상황은 b
a

d
c=  와 같은 동등한 관계(equivalent relationship)를 항상 포함하고 있어서 비례 관계 안에서

는 두 가지 다른 곱셈적 관계를 볼 수 있다(Carney et al., 2016). 우선 주어진 비를 자연수 배수 혹은 반복적인 덧셈으로 하여 동등한 
새로운 비를 생성하기 위해 스칼라 배만큼 확대, 축소하기 때문에 스칼라 관점을 볼 수 있으며, 주어진 비에서 한 양과 다른 한 양 사
이의 곱셈적 관계에 주목하는 함수적 관점으로도 볼 수 있다. 그렇다면 Table 1의 스칼라 관점과 함수적 관점, 그리고 덧셈적 접근과 

곱셈적 접근 방식은 비례 관계를 포함한 미지값 문제 상황 뿐만 아니라, 비례 관계를 포함한 두 변화하는 양 사이의 이차함수 문제 

상황에서도 볼 수 있다.

Carney 외 (2015) 이후로 진행된 Carney 외 (2016)은 비례 관계를 포함한 미지값 문제 상황이 주어진 숫자 관계에 따라 학생들의 전
략과 문제 접근 방식에 영향을 준다는 사실로부터 학생들이 스칼라 관점보다는 함수적 관점에서의 문제 해결을 더 어려워한다고 

보았고, 그럼에도 불구하고 스칼라 관점과 함수적 관점을 유연하게 사용하는 것이 학생의 비례 추론 능력에 매우 중요함을 강조하
였다. 따라서 학생의 스칼라 관점과 함수적 관점을 유연하게 전환할 수 있는 능력이 비례 추론에서 더 나아가 학생이 이차함수를 일
차함수와 식별되는 변화 상황으로 인식하고, 문제를 해결해 나아가는 과정을 일관성있고 유용하게 설명할 수 있는 중요한 렌즈가 

될 것이라고 본다.

함수 관련 선행 연구

학생들의 비와 비례 개념은 이들의 산술 지식과 대수적 지식을 연결하는 가교 역할을 한다(Norton & Hackenberg, 2010). 현 교육과
정에 의하면 중학교 1학년 ‘문자와 식’ 영역에서 변수 개념이 본격적으로 도입되고, ‘함수’ 영역에서 정비례와 반비례, 일차함수, 이
차함수를 순차적으로 배우게 된다. 이때 중학교 3학년에서 배우는 이차함수는 이전에 학습한 정비례 관계나 일차함수와 비교해서 

한 차원 높은 변화 상황에 대한 학생의 인식이 중요하다. 이에 ‘교수·학습 방법 및 유의사항’에서도 학생들에게 다양한 상황을 이용
하여 일차함수와 이차함수의 의미를 다루도록 명시하고 있다(Ministy of  Education, 2015).

지금까지 함수와 관련한 연구는 함수 학습과 그래프의 표현으로부터 공변추론 능력에 주목한 연구(Ma & Shin, 2016; Ma et al., 

2016), 그리고 지수함수, 무리함수 등 다양한 함수로부터 학생의 변화율에 대한 인식과 표현을 공변적 관점과 연결시킨 연구(Lee et 

al., 2015; Lee & Shin, 2017) 등이 있으며, 이차함수와 관련한 연구에 있어서도 학생의 변화 관계에 대한 이해를 바탕으로 공변 추론
에 주목한 연구들(예, Lobato et al., 2012; Ellis, 2011; Fonger et al., 2017; Ma & Im, 2019)이 있다. 즉, 변화하는 두 양 사이의 공변적 관
점을 기반으로 하여 학생의 함수 학습에 대한 연구들이 대부분이었다. 그러나 최근 들어 학생들의 단위 조정 수준과 관련한 연구들, 

변화율(Byerley, 2019), 공변추론(Boyce & Wyld, 2017), 비와 비례(Lee & Lee, 2020, 2021; Lee & Shin, 2020; Shin et al., 2020), 미적분학 

준비(Boyce et al., 2021) 등과 같이 학생의 단위 조정 수준과 그 수준에 따라 학생들의 수학 지식이 어떻게 다르게 나타나는지를 학교 

수학 전반에 걸쳐 진행되고 있다.

예를 들어, Boyce 외 (2021)은 학생의 단위 수준에 따라 미적분을 준비 과정에서 훨씬 좋은 수행 결과가 나타냈다고 보고하였다. 

특히 3수준 미만의 단위를 동화하는 학생과 3수준 단위로 동화하는 학생 사이에 식별된 초기 미적분(pre-calculus) 이해 정도는 유의
미한 차이가 있음을 통계적으로 보여주었다. 이 과정에서 학생의 단위 조정과 초기 미적분 개념 사이에 실질적인 관계가 있음을 시
사하며, 학생들의 단위 조정 방식과 공변하는 양 사이의 관계로써의 함수에 대한 이해 사이와의 관련성을 언급하였다.

나아가 Lee와 Lee (2020)은 비 a : b에 대한 학생 이해의 차이가 이차함수 문제 상황을 식으로 표현하는 능력의 차이에 영향을 미칠 

수 있음을 보고한 바 있다. 비 개념이 내재화되지 못하고, 외연량의 결합된 관계로 이해하여 비를 덧셈적으로만 접근했던 학생을 통
해 이 학생의 어떠한 양적 조작 방식이 이차함수 문제 상황을 일차함수로 표현하는데 결정적인 역할을 하였는지를 살펴보았다. 그 

결과 ‘하나당의 비’와 ‘내포량과 같은 측정으로의 비’(비 개념의 내재화)에 대한 학생의 이해가 이차함수를 표현하는 과정에서 중요
한 역할이었음을 시사하였다. 그러나 비 개념에 대한 학생의 이해는 일차함수와 이차함수 문제 상황을 식별하기 위한 충분조건은 

아니다. 이에 본 연구는 인지 주체가 비 개념을 ‘하나당의 비’ 나 ‘내포량과 같은 측정으로의 비’로 내재화할 수 있다면 두 양 사이의 

관계에서 일차함수와 식별되는 상황으로 이차함수 문제 상황을 이해할 수 있는지에 초점을 두었다. 또한 학생들의 비, 비례 개념에 

대한 차이가 이들에게 가용한 단위 조정의 수준에 따라 그리고 그 수준에서 학생이 보여주는 양적 조작 방식에 의해 식별 가능하다
고 보았던 Lee와 Lee (2022)의 연구 결과로부터 본 연구의 초점을 바라볼 수 있는 관점으로써 '단위 조정'에 주목한다.
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연구 방법

연구 방법 개관

본 연구는 중학교 1학년 학생 4명을 대상으로 하여 2021년 5월부터 2021년 8월까지 진행된 임상 면담에서 학생 한 명당 7차시씩 

총 28차시로 수집된 자료의 일부이다. 임상면담(Clement, 2000)은 인간의 사고 뒤에 숨겨져 있는 추론 과정을 이해하기 위해 인간의 

행동을 관찰하고, 관찰된 행동으로부터 사고 과정을 부분적으로 분석하는 방법이다. 학생들은 임상면담이 진행되는 동안 자신의 

이전 개념과 추론 과정을 사용하기 때문에, 연구자는 학생의 사고 뒤에 숨겨진 세계를 이해할 수 있게 된다(Clement, 2000). 임상 면
담의 목적은 학생들의 산술적 지식과 비례 문제 해결 과정으로부터 비례 관계가 포함된 y a x

2
=  형태의 이차함수 문제 해결 과정 

사이의 관련성을 살펴보는 것이었다. 다음은 본 연구의 대상 및 면담 과제에 대해 소개를 하고자 한다.

연구 대상 및 면담 과제 소개

제1 저자인 교사 연구자가 재직 중인 중학교에서 동료 수학 교사의 도움을 받아 1학년 학생들 중 현재 사교육을 받고 있지 않으면
서 자발적 참여 의사를 보인 학생들로 1차 추천을 받았으며, 이후 학부모 동의와 사전 면담을 거쳐 최종 네 명의 면담 참여자를 선정
하였다. 이는 학기 중 방과후 혹은 방학 중에도 면담이 진행될 수 있다는 점을 고려하여 지속적으로 참여할 수 있는 연구 대상자를 

선정하는 것이 중요하다고 판단하였기 때문이다. 사전 면담에서 학생 네 명은 단위 조정 방식 간에 식별되는 차이가 있었으며, 네 명
의 학생 중 자연수 맥락에서 3수준의 단위를 주어진 자원으로 사용하여 동화할 수 있는 단위 조정 3단계 학생으로 가분수가 포함된 

복잡한 분수 곱셈 과제에서는 서로 다른 특징을 보여준 세 명의 학생(상우, 다혜, 연수)5을 연구 대상으로 최종 선정하였다.

구체적으로 총 7차시의 본 면담 과정 중 2차시로 진행된 분수의 곱셈 연산 과제는 Hackenberg와 Tillema (2009)에서 제시된 5가
지 유형 중에서 '가분수의 가분수'와 관련된 유형으로 “ 9

11 의 3
4 ”에 대한 과제이다. 이때 세 학생은 모두 1막대를 9등분하여 9

1

의 11번 반복을 통해 가분수 9
11 을 나타내었지만, 이후 9

11 로부터 3
4 를 나타내는 과정에서는 뚜렷한 차이를 보였다. 상우는 

9
11 을 새로운 1-단위로 보고 Figure 2의 왼쪽 그림과 같이 새롭게 3등분하여 3

4 를 나타내었다. 그러나 기존의 3수준 단위 구조( 

9
1

9
9

9
11- - )에 대한 분할의 분할이 아닌 9

11 을 새로운 1-단위로 하여 '눈대중 분할'을 하였고, 자신이 그린 그림으로부터 수치적
으로 구한 답을 연결시키지 못하였다. 즉, 상우는 활동을 통해 9

1
9
9

9
11- - 과 3

1
3
3

3
4- -  각각의 3수준 단위에 대한 구성은 가

능하였지만, 단위에 단위를 합성하지 못한 눈대중 분할로 인하여 두 개의 3수준 단위 구조 사이의 전환은 문제 해결 과정에서 나타
나지 못하였다.

반면 다혜는 여러 번의 시행착오를 겪으며, 단위에 단위를 분할하려는 시도까지 '1분 40초'라는 긴 시간이 걸렸으나, 결국 Figure 2
의 오른쪽 그림과 같이 9

11 의 막대 그림에 3
4 을 나타내기 위해 11부분의 각각에 3을 합성하였으며, 11부분에 3을 합성하여 구성한 

3수준 단위 구조에서 1-3-33과 동시에 1-11-33으로의 두 개의 3수준 단위 구조로 다혜는 11의 3
4 를 나타낸 것이다. 비록 전체 1인 9

9

를 잃어버리고 33
44 라고 답하였지만, 자신이 그린 막대 그림을 다시 확인하면서 전체 27

27 로 회귀 가능하였다. 따라서 다혜는 '활동 
안에서' 단위에 단위를 합성하며 두 개의 3수준 단위 구조 사이의 전환이 가능한 것으로 보였다.

5	 참여 학생들의 이름은 모두 가명이다.

Figure 2. Sangwoo's partitioning from eye measurements and Dahye's images for 3
4

 of 11.
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앞서 눈대중 분할로 단위의 단위를 합성하지 못하거나 혹은 단위에 단위를 합성 가능해도 전체를 잃어버리며 자신이 그린 그림
을 통해서 전체로 회귀할 수 있었던 두 학생과 달리, 연수는 과제가 주어지자 바로 27

44 라고 답하였다. 1막대를 9등분하고 9
1 을 두 

개를 그리며 가분수 9
11 을 막대 그림으로 나타낸 이후 Figure 3의 막대 그림과 같이 9

1 의 11부분 각각 3을 합성하여 1-3-33의 구조

에서 11의 3
4 를 나타내기 위해 1-11-33의 구조로 동시에 전환하하여 33부분에서 11부분을 더 추가해야 한다고 답하였다. 그리고 자

신이 그린 그림이 27
44  임을 전체 27

27 로 부터 설명할 수 있었다. 따라서 활동 이전에 두 개의 3수준 단위 구조를 유연하게 전환 가능
한 학생이었다.

따라서 자연수 맥락에서는 모두 단위 조정 3단계 학생이었지만, 분수 맥락에서는 생성되는 단위 구조의 복잡성에 따라 단위 조정 

2단계와 3단계 구분이 되고, 또 같은 단위 조정 2단계 안에서도 서로 다른 양적 조작 방식을 보여준 세 명의 학생들에 주목하여 비례 

문제와 비례 관계가 포함된 이차함수 문제 상황에 대한 학생들의 이해 과정을 자세히 분석해 보고자 한다.

면담 과제는 크게 3가지 주제로 분수 문제(Hackenberg & Tillema, 2009; Shin et al., 2020), 비, 비례 관련한 문제(Carney et al., 2015; 

Lamon, 1993; Shin & Lee, 2019; Lee & Shin, 2020; Shin et al., 2020), 함수 및 식의 표현과 관련한 문제(Ellis, 2011; Lee & Lee, 2020; Lee 

et al, 2021; Lew et al, 2020; Lobato et al, 2012)이며, 한 차시에 4~5개 정도의 과제를 제시하였다. 이 중 본 연구에서는 5차시 '비, 비례 

문제'와 7차시 '이차함수 관련 문제' 중 세 학생이 뚜렷한 특징을 보였던 (각 차시의 한 문제씩) 총 두 문제를 분석의 대상으로 삼았다.

Table 2의 연구 과제에서 비례 관련 문제는 Carney 외 (2015)의 연구 과제인 '비례 관계를 이용한 미지값 문제 상황'과 과제 유형은 

동일하다. 그러나 Lamon (1993)의 비례 문제 유형 4가지6로 분류해 보았을 때, Carney 외 (2015)의 연구 과제는 세 번째 유형으로 '사
람 수와 피자 조각의 수, 일정 금액과 그 금액으로 살 수 있는 물건의 개수' 등과 같이 서로 관련 없던 두 요소 사이의 관계를 비교하
는 것이다. 반면 본 연구 과제는 Lamon (1993)의 네 번째 유형으로 확대-축소 문제 상황이며, '닮음' 개념이 이 문제 유형에 포함된다. 

따라서 면담 학생들은 아직 '도형의 닮음'을 배우기 이전이므로 이를 고려하여 학생들이 익숙한 휴대폰의 이미지 ‘확대-축소’ 기능
에 대한 설명을 과제에 추가하였다.

한편 비례 관계를 포함한 이차함수 관련 문제는 y a x
2

=  형태로 Ellis (2011), Lee와 Lee (2020), Lobato 외 (2012)에서 제시된 이
차함수와 관련한 연구 과제를 참고하여 2차시로 진행된 총 6개의 문제 중 하나를 선정하였다. Table 2에서 제시된 과제는 직사각형
의 가로와 세로의 길이가 일정한 비를 가지면서 변화하는 상황에서 가로의 길이에 대한 직사각형의 넓이 변화라는 문제로 '비례 관
련 문제'로 선정한 본 연구 과제와 '닮음'이라는 유사한 측면을 가진다. 또한 이차함수가 제곱의 이차원적 의미를 포함하고 있으므로 

학생이 문제 상황을 그림으로 그려 보는 과정에서 닮은 도형들의 가로와 세로의 길이 변화에 대한 두 가지 차원의 변화를 학생이 어
떻게 인식하는지 그린 그림으로부터 관찰 가능할 것으로 판단하였기에 본 연구 과제로 선정하였다.

6	 Lamon (1993)의 비례 개념을 포함한 문제 유형은 4가지이며, 첫 번째 양의 측정(well-chunked measures), 두 번째 부분-부분-전체(part-part-whole), 세 
번째 관련된 집합(associated sets), 네 번째 확대와 축소(stretchers and shrinkers)이다.

Figure 3. Yeonsu's picture of the 3
4

 situation on 9
11

.
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자료 수집 및 분석 방법

모든 면담은 COVID-19 상황에 따라 투명 칸막이가 설치된 교실에서 방역수칙을 준수하며, 면담자(제1 저자인 교사 연구자)와 학
생이 나란히 앉아 일대일로 면담을 진행하였다. 면담의 모든 과정은 두 대의 카메라로 녹화되었으며, 면담 장면 전체와 학생의 활
동지를 각각 촬영하였다. 면담자는 미리 계획된 문항지와 그에 따른 질문지를 준비하였으며, 학생의 답변이 모호하다고 판단될 경
우 학생의 생각을 세밀히 관찰하기 위해 질문지에 없는 질문을 하기도 하였다. 그리고 문제 해결 과정에 직접적인 도움을 주지 않는 

범위 내에서 추가 질문 등을 통해 학생과 상호 작용하였으며, 학생들의 차이를 고려해 질문에 대한 풀이 시간은 충분히 부여하였다. 

그리고 매 차시별 촬영된 영상과 면담 영상으로부터 작성한 관찰일지, 전사 자료, 그리고 면담 과정에서 학생이 작성한 활동지 등을 

종합적으로 활용하였다. 자료의 분석은 크게 두 단계로 진행되었다. 첫 번째 단계는 면담이 진행되는 과정에서의 수집된 자료를 통
해 학생의 언어적, 비언어적 표현에 주목하며, 학생의 문제 해결 과정에 대한 해석, 추측, 그리고 선행 연구로부터의 이론적 틀을 바
탕으로 분석을 진행하였다(Corbin & Strauss, 2015). 두 번째 단계는 모든 자료 수집이 완료된 이후 회고 분석을 통해 면담 과정에서 

분석된 결과를 바탕으로 각 차시별로 학생 간의 비교 분석을 하며, 두 저자가 논의를 통해 비례 문제 상황과 비례 관계가 포함된 이
차함수 문제 상황을 일관성 있게 설명할 수 있는 가설을 세우고, 연구 문제를 확인하는데 그 목적을 두었다.

결과 분석

단위 조정 단계가 다른 학생들의 비례 문제 해결 과정

가로와 세로의 길이의 비가 5 : 3일 때, 세로의 길이가 5이면 가로의 길이가 얼마인지를 물어보는 과제에서 단위 조정 단계가 다르
고, 또 같은 단계에서도 서로 다른 수준을 보여주었던 세 학생에 대한 문제 해결 과정을 분석해 보고자 한다. 우선 단위 조정 2단계 

학생인 상우는 가로와 세로의 길이를 2배, 3배, 4배하여 수의 나열을 통해 표를 구성하였고, 표를 잠시 바라 보다가 다시 처음의 가
로와 세로의 길이를 각각 3

1  배하여 세로의 길이 1을 구성한 뒤에 가로의 길이가 3
5  이라고 하였다. 그리고 세로의 길이가 1일 때의 

가로의 길이를 하나의 단위처럼 보고 2배, 3배, 4배, 5배하며, 5번의 반복을 통하여 3
25  라고 양을 구성하였다. 상우는 Figure 4에 의

하면 세로와 가로의 길이를 직접 나열하면서 그 과정에서 세로의 길이 1에 해당하는 '가로 길이의 양'을 구성할 수 있었으며, 이와 같
은 '1에 해당하는 다른 한 양'의 구성은 상우가 비례 관계를 이용한 미지값 문제 상황을 해결하는 핵심적 조작이었던 것으로 보인다.

Table 2. Interview tasks.
Tasks

Rato, 
proportion-
related task

In the cell phone picture, the rectangle is 5 in width and 3 in length. The rectangle is too small to be 
enlarged. Solve the following problems and explain them.
1. If the vertical length is enlarged by 24, what is the horizontal length of the enlarged rectangle?

2. If the vertical length is enlarged by 5, what is the horizontal length of the enlarged rectangle?

Quadratic 
function task

A new rectangular shape was created by shortening or extending a rectangle with a horizontal length of 2 and a vertical length 
of 5 while keeping the ratio of the width and length constant. 
1. What is the area of the rectangle according to the change in the horizontal length? (Please draw a picture and explain.)
2. Assuming that the area of a rectangle with respect to the length x of the width is y, express x as a relational expression with 
respect to y, and explain why the equation was established.
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그러나 결과만 보면 상우가 문제 해결 과정에서 세로의 길이 1에 대한 가로의 길이를 구하기 위해 곱셈적으로 접근했다고 생각될 

수 있으나, 세로의 길이 5에 대한 가로의 길이를 구하기 위해서 상우는 세로의 길이 1에 해당하는 가로의 길이 3
5 를 세로의 길이가 

5가 될 때까지 Figure 4에서 처럼 하나씩 더해가며 순차적으로 나열하였다. 즉, 자연수 배수로의 덧셈적 관계에 주목하였던 것으로 

보인다. 상우와 같은 단위 조정 2단계 학생인 다혜는 상우와 유사하게 “ 3
5 5# ”라는 식을 활동지에 썼으나, 이 식을 활동지에 적기

까지 '45초'라는 시간이 필요했다. 비례 문제 과제인 5차시 이전에도 다혜는 이미 가분수를 구성할 수 있었고, 활동 안에서 두 개의 3

수준 단위 구조에 대한 전환이 가능했던 학생이었다. 그러한 다혜가 활동지에 표현한 3
5 는 아래 면담자와의 대화에서도 나타나듯

이 상우가 구성한 '1에 해당하는 다른 한 양'과는 구별된다.

다혜: 세로의 길이 3에서 5가 되었으니까 이제 (세로의 길이가) 1만큼 늘렸으면 5 곱하기 
3
1 해서 

3
5 가 늘어났다고 했거든요.

면담자: 세로가 1일 때 가로가 
3
5 라는 말이야?

다혜: 아니요. 어... (말끝을 흐린다.)

면담자: 
3
5 가 뭐지?

다혜: 그러니까 이게... (처음 직사각형의 세로의 길이를 가리키며) 여기 직사각형에서 원래 길이가 3인데 5가 됐잖아요. 여기
서 세로의 길이가 (처음 직사각형 세로의 길이를 다시 가리키며) 1늘어난다는 건 (확대한 직사각형의 세로의 길이를 가
리키며) 여기선 

3
5 씩 늘어난 거에요. 그래서 세로가 5라면... 음... (3초 후) 

3
5 가 세 개면 5가 나오잖아요. 그래서 

3
5 가 5

개니까 5 곱하기 3
5 를 해서 3

25 가 나왔어요.

처음에 면담자는 다혜도 상우와 같이 세로의 길이가 1일 때 가로의 길이로써 3
5 라는 양을 표현한다고 생각하였다. 그러나 다혜

는 “세로가 1일 때 가로가 3
5 라는 말이야?”라는 면담자의 말에 곧바로 “아니오”라며 단호하게 말하였다. 이후 답변하는 과정에서 

다혜가 주목한 부분은 직사각형의 '세로의 길이'였다. 즉, 다혜는 3
5 라는 양을 구성하는 과정에서 '가로의 길이'는 고려하지 않았던 

것이다. 처음 주어진 직사각형의 세로의 길이 3을 1-단위로 하여 각 3
1 씩 3부분에 5를 합성하는 방식으로 즉, 세로의 길이 3이 5가 

되기 위해서 3
5 가 3개있는 3

1
3
5

3
15- - 의 3수준 구조로 설명하였다. 따라서 “1만큼 늘렸으면 5 곱하기 3

1 해서 3
5 가 늘어났다”

라는 다혜의 말은 단위 조정 관점으로 보면 '세로의 길이 3을 1-단위로 할 때 3
1  씩 3부분에 5를 합성하여 3

5 가 3개 있다'로 해석된
다. 그리고 세로의 길이 3을 5가 되게 하기 위해 자신이 구성한 3

5 를 단일 단위로하여 가로의 길이를 구하기 위해 3
5 를 5번 반복하

였다. 결국 다혜는 단일 단위 3
5 를 구성하고, Figure 5와 같이 구성한 단일 단위를 가로 5-막대와 세로 3-막대에 각각 분배하여 활동

지에 “ 3
5 5# ”를 표현하기까지 '45초'라는 시간이 필요했던 것으로 보인다.

Figure 4. The process of solving the missing value problem using Sangwoo's proportional relationship.

Figure 5. The process of solving the missing value problem using Dahye's proportional relationship.
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단위 조정 2단계인 상우와 다혜 두 학생을 비교해 보면, 두 학생 모두 '가로와 세로의 길이 비' 안에서의 두 양 사이의 일정한 곱셈
적 관계에는 주목하지 못하고, 가로와 세로의 길이 각각의 양을 하나의 비로 하여 확대-축소할 수 있는 단위로 인식하였다. 이 과정
에서 상우는 '한 양에 대한 다른 한 양의 크기'를 분할과 반복을 통한 자연수 배수 관계의 덧셈적 접근 방식으로 미지의 양에 도달하
는 모습을 보였다. 시간이 오래 걸리기는 했지만 다혜는 세로의 길이가 확대되는 상황에서 하나의 단일 단위를 구성하고, 구성한 

단일 단위를 가로 막대와 세로 막대에 분배하는 방식으로 비례 관계를 이용하여 미지값 문제에 도달하였다. 따라서 두 학생 모두 

Carney 외 (2015)에 의하면 스칼라 관점에서의 3수준으로 식별할 수 있다.

반면, 단위 조정 3단계 학생이었던 연수는 “가로가 5이고, 세로가 3이면 가로는 세로의 3
5 배니까, 세로가 1이면 가로가 3

5 에요.”
라며 “세로의 길이 1이 5가 되니까 가로가 3

5 의 5배이면 3
25 ”라고 설명하였다. 즉, 연수는 가로의 길이는 3

5 의 5배로 3
25 라고 답

하며, 상우와 다혜처럼 결과적으로 같은 문제 해결 과정을 보였다. 이때 상우가 문제를 해결하는 과정에서 주목했던 '세로의 길이가 

1이면 가로의 길이가 3
5 '라는 '한 양의 1에 대한 다른 한 양의 크기'가 연수에게도 역시 비례 문제를 해결하는 과정에서 중요한 핵심

적인 조작으로 볼 수 있으나, “가로는 세로의 3
5  배”라는 연수의 말에서 처럼 '세로의 길이가 1이면 가로의 길이가 3

5 '임을 이해하
기 위해서 연수는 앞서 두 학생이 주목하지 못했던 함수적 관점에서 가로와 세로의 길이 사이의 곱셈적 관계에 주목하였다는 점이
다. 따라서 연수는 가로와 세로의 길이의 두 양 사이의 일정한 곱셈적 관계를 인식하여 함수적 관점에서 문제를 바라볼 수 있고, 비
의 각각의 양을 5배하는 과정에서 스칼라 관점과 함수적 관점을 유연하게 사용 하여 문제를 해결하였으므로 Carney 외 (2015)에 의
하면 4수준으로 판단된다.

단위 조정 단계가 다른 학생들의 이차함수 문제 해결 과정

가로의 길이가 2, 세로의 길이가 5인 직사각형에서 가로와 세로의 길이 비를 일정하게 유지하며 줄이거나 늘여서 새로운 직사각
형의 모양을 만드는 상황에서 가로의 길이 변화에 따른 넓이의 변화에 대한 질문에 세 학생 모두 가로와 세로의 길이를 Figure 6과 

같이 나열하고, 가로와 세로의 길이로부터 직사각형의 넓이를 구하였다.

다만 Figure 6에서와 같이 '가로의 길이'와 '(가로의 길이 변화에 따른) 세로의 길이', 그리고 '직사각형의 넓이'에 대해 세 학생이 수
치적으로 나열한 수들과 그들의 설명 과정에는 정도의 차이가 있었으며, 이후 이차함수 변화 상황을 식으로 표현하는 과정에서 그 

결과적인 차이가 나타났다.

상우와 다혜는 변화 상황을 수치적으로 표현할 때 가로의 길이가 1인 경우를 고려하지 않았다. 이러한 사실은 면담자가 가로의 길
이를 x , 가로의 길이 변화에 따른 직사각형의 넓이를 y라고 두고, y를 x에 대한 관계식으로 나타낼 것을 요구했을 때, 식의 표현
하는 과정에서 많은 시행착오를 거치는 계기가 되었다. 특히 상우는 가로의 길이를 1씩 더하며 덧셈적으로 접근하였고, 그 과정에
서 세로 길이의 변화와 직사각형의 넓이 변화 사이에서 어떠한 규칙도 찾아내지 못하였다. 다음은 이후로도 고민만하고 활동지에 

어떠한 시도조차 하지 못했던 상우와 면담자가 나눈 대화 일부이다.

Figure 6. A table numerically showing the vertical length and the area of the rectangle relative to the horizontal length of 
Sangwoo, Dahye, Yeonsu (from left).
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면담자: 가로의 길이를 나열한 수에는 1일 때가 없네?

상우: 아! 네... 가로가 1이면, 세로는 
2
5 에요. 가로와 세로가 2대5니까, 가로가 1이면

2
5 . (활동지에 1 2

5
2
5

# = 라고 적는
다.) 아! (활동지에 바로 y x2

5= 라고 적는다.) 가로가 x이니까, 넓이는 x2
5   에요.

비례 문제에서도 상우는 세로의 길이 1에 대한 가로의 길이를 구할 수 있었다. 따라서 가로의 길이가 1인 경우는 단지 수치적으로 

나열하는 과정에서 고려하지 못했을 뿐이라는 사실은 “가로의 길이를 나열한 수에는 1일 때가 없네?”라는 면담자의 질문에 바로 
“가로가 1이면 세로는 2

5 에요.”라는 답으로 알 수 있다. 그러나 가로의 길이를 x라고 표현하는 순간, 상우가 나타낸 직사각형의 넓
이에 대한 식은 일차함수였다.7 비례 문제에서 스칼라 관점으로 3수준에 머물러 있었던 상우는 비례 관계가 포함된 이차함수 문제
에서도 가로의 길이와 세로의 길이에 대한 곱셈적 관계에는 주목하지 못하였다. 따라서 함수적 관점으로 문제 상황을 바라보지 못
하였던 상우에게 가로의 길이를 x라고 할 때, 가로의 길이에 대한 세로의 길이를 x2

5 라고 나타내지 못한 것은 비례 문제의 연장선
에서 당연한 결과이다.

상우와 같은 단위 조정 단계이나 '활동 안에서' 두 개의 3수준 단위 구조로의 전환이 가능했던 다혜의 경우, 상우와 같이 가로의 길
이 변화를 수치적으로 나열할 때 가로의 길이가 1인 경우를 고려하지 못하였다. 다음은 다혜와 면담자와의 대화 일부이다.

다혜: 가로는 2, 4, 6, 8이고, 세로는 5, 10, 15, 20이니까 넓이는 10, 40, 96, 160이에요.
면담자: 그렇구나. 그럼 변화하는 직사각형을 식으로 표현해 볼 수 있겠니?
다혜: (활동지에 "( ) ( )x x y2 2 5 5#+ + = "라고 적는다.) 순서가 세 번째면.. 어! 잠시만요. (활동지에 식을 지우고 

" x x y2 5# = "라고 적는다.) y가... 가로 세로 둘 다 순서가 x  번째라면 가로는 x2 , 세로는 x5 에요. 그래서 넓이는 
x10 에요.

면담자: y x10= ?
다혜: 아! x 2이에요. x  곱하기 x이니까, y x10

2
= 이에요.

면담자: 직사각형이 변하는게 어떻게 변하는거 같아? 어떻게 증가해?
다혜: 넓이가 순서의 제곱만큼 커져요. 10의 x

2
만큼이요.

다혜는 Figure 6과 같이 자신이 나열한 가로의 길이와 세로의 길이, 그리고 직사각형의 넓이로부터 규칙을 찾으려고 하였고, 그 규
칙에 따라 관계식을 세우려는 시도들을 하였다. 그 과정에서 (가로의 길이가 아닌) 자신이 나열한 수들 사이에서 첫 번째, 두 번째, 

세 번째, ... , x번째와 같이 나열된 수들의 순서를 x라 두고, x번째일 때의 가로의 길이와 세로의 길이를 각각 x2 와  x5 로 하여 
직사각형의 넓이는y x10

2
= 이라고 표현하였다. 비록 처음에는 y x10= 라고 했지만, 이내 y x10

2
= 이라는 이차함수로 바꾸

었고, 직사각형의 넓이 변화 상황을 “순서의 제곱만큼 커져요.”라고 하였다. 이후로 또 다른 관계식을 요구하는 면담자의 질문에 가
로의 길이를 x에 대한 직사각형의 넓이로 y a x

2
= 형태를 표현하지는 못하였지만, 자신이 나열한 순서에 따른 'x번째' 직사각형

의 넓이를 이차식으로 표현할 수 있었다.
다혜는 가로의 길이와 세로의 길이 사이의 곱셈적 관계에는 여전히 주목하지 않고, “순서가 x번째라면 가로는 x2 , 세로는 x5

에요.”라는 말에서 처럼, 순서 ‘x번째’를 하나의 단위로 하여 순서에 2배와 5배를 통해 가로와 세로의 길이를 조정하고 있는 것으
로 판단된다. 이는 여전히 함수적 관점이 아닌 스칼라 관점에서의 변화 상황이며, Figure 5의 비례 문제 해결 과정과 비교해 볼 때, 

Figure 7과 같이 이차함수 문제 해결 과정으로 해석해 볼 때 같은 단위 조정 단계인 상우와는 구별되는 부분이다.

7	 상우는 이차함수와 관련된 문제 상황에서 면담자의 개입이 있기 전에는 일관성있게 y=ax형태의 식으로만 표현하였음을 밝힌다.

Figure 7. Algebraic expression for a quadratic function of Dahye showing a quantitative operation similar to a proportional 
problem solving process.



The Mathematical Education. Vol. 61, No. 3, 441-456

Journal of the Korean Society of Mathematical Education Series A 452

반면 연수는 Figure 6과 같이 가로의 길이가 1인 경우로부터 세로의 길이와 직사각형의 넓이를 구하였고, 이후 가로의 길이를 2배
씩 변화시키며 2, 4일 때 각각 세로의 길이와 직사각형의 넓이 사이의 관계를 수치적으로 표현하였다. 그리고 가로의 길이 2가 1로 
축소될 때, 세로의 길이는 2

5 로 축소되어, 가로의 길이 1이 x라면 세로의 길이는 x2
5 이므로 직사각형의 넓이는y x2

5 2
= 이라고 

표현하였다.

Figure 8. Flexible transition between scalar and functional perspectives in Yeonsu's problem-solving process.

연수는 앞서 비례 문제 해결 과정에서 Carney 외 (2015)의 4수준 전략을 나타내며, 스칼라 관점과 함수적 관점을 유연하게 전환하
는 모습을 보여 주었다. 이러한 연수의 문제 해결 과정은 비례 관계가 포함된 이차함수 문제 상황에서도 나타나 Figure 8과 같이 이

차함수를 식으로 표현하는 과정에서도 중요하게 작용한 것으로 보여진다. 가로의 길이와 세로의 길이 각각을 2
1  배하여 축소하고, 

가로의 길이 1과 세로의 길이 2
5 로부터 '가로는 세로의 2

5  배'라는 함수적 관점에서의 곱셈적 관계를 통해 가로의 길이가 x일 때, 

세로의 길이도 x2
5 임을 곧바로 인식한 것으로 보인다. 따라서 이 과정에서 연수는 스칼라 관점과 함수적 관점을 유현하게 전환 가

능함을 보여준다.

결론 및 제언

일차함수를 학습한 이후 이차함수를 도입할 때, 이차함수가 단순히 이차식의 형태로 이루어진 포물선 모양의 그래프라는 절차적 

지식만을 강조하기보다는 그에 앞서 학생들에게는 일차함수와 식별되는 한 차원 높은 변화 상황이라는 개념적 이해가 선행될 필요
가 있다(Ellis, 2011; Fonger et al., 2017; Lee & Lee, 2020). 따라서 학생이 이차함수 y a x

2
= 을 수치적으로 또 대수적으로 표현하는

데 비례 지식이 어떻게 사용되고, 덜 정교한 이해를 보이는 학생(상우, 다혜)과 더 정교한 이해를 보이는 학생(연수) 사이의 차이를 

설명하는데 단위 조정이라는 관점에서 이를 설명할 수 있는지 보고자 하였다. 이에 대한 본 연구 결과를 정리하면 다음과 같다.

첫째, 분수 맥락에서 단위 조정 2단계로 판단된 상우와 다혜는 단위 조정 3단계인 연수와 비례 관계를 이용한 미지값 문제 해결 

과정에서 Carney 외 (2015)의 이론적 분석틀에 따라 서로 다른 관점에서의 서로 다른 조작 방식을 보여주었다. 상우와 다혜는 가로
와 세로의 길이 각각에 주목하며 스칼라 관점에서 비례 문제를 해결하는 모습을 보였고, 연수는 가로와 세로의 길이의 두 양 사이의 

일정한 곱셈적 관계를 인식하며 함수적 관점에서 문제를 바라보았다.

가분수가 포함된 분수 곱셈 상황에서 활동을 통해서도 단위의 단위를 합성하지 못하며, 분할한 단위를 새로운 1-단위로 하여 눈
대중 분할의 모습을 보였던 상우와 시행착오를 거쳤지만 단위에 단위를 합성하며 두 개의 3수준 단위 구조의 전환이 가능했던 다혜
는 Lee와 Lee (2022)에 따르면 같은 단위 조정 단계에 있지만 '재귀 분할의 내재화' 측면에서 그 차이를 드러냈다. 그리고 그 차이는 

가로와 세로의 길이 비 5 : 3에서 세로의 길이 3을 5로 변환하는 과정에서도 드러났다. 상우는 세로의 길이 3을 바로 5로 변환하지 못
하고, 가로의 길이와 세로의 길이를 각각 3

1 배하여 구성한 가로와 세로의 길이 비를 5번 더해가며 미지값에 도달하였다. 반면 다혜
는 세로의 길이 3에 3

5 배하여 세로의 길이 3을 바로 5로 변환하는 조작 방식을 보였다. 이에 가분수가 포함된 분수의 곱셈 문제에서 
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'재귀 분할의 내재화' 가능 여부에 따라 비례 문제 해결 과정에서의 양적 조작 방식의 차이가 나타나며, 이는 두 개의 3수준 단위 사
이의 구조적 전환과도 관련된다는 Lee와 Lee (2022)의 주장은 고무적이다. 그러나 결과적으로는 두 학생 모두 Carney 외 (2015)에 의
하면 가로와 세로의 길이 각각의 양에 주목하며 미지값에 도달하기 위해 가로, 세로 그 각각의 단위를 분할, 분리, 반복하는 양적 조
작 방식을 보여주어 비례 추론 3수준의 스칼라 관점에 머물러 있는 것으로 판단된다.

반면 가분수가 포함된 분수 곱셈 문제에서도 단위의 단위를 합성하며 전체로부터 자신이 합성한 단위가 얼마인지를 알고 바로 

그림으로 표현 가능했던 단위 조정 3단계 학생인 연수는 세로의 길이의 3
5 배가 가로의 길이라는 두 양 사이의 곱셈적 관계를 바로 

인식하였다. 따라서 함수적 관점에서 가로와 세로의 길이에 대한 곱셈적 관계로부터 세로의 길이 1일 때 가로의 길이의 양인 3
5 를 

하나의 단일 단위로 구성하고, 이후 스칼라 관점으로 전환하여 5번의 반복을 통해 미지값에 도달하였다. 따라서 Carney 외 (2015)의 

스칼라 관점과 함수적 관점이 유연하게 전환 가능한 비례 추론 4수준으로 판단된다.

둘째, 같은 단위 조정 2단계 안에서도 서로 다른 양적 조작 방식을 보여주었던 상우와 다혜는 결과적으로 이차함수 문제도 서로 

다르게 표현하였던 반면, 단위 조정 2단계와 3단계로 서로 다른 단위 조정 단계에 있던 다혜와 연수는 결과적으로는 이차함수 문제
에서 y a x

2
=  형태로의 유사한 이차함수식을 나타냈다. 그러나 다혜와 연수는 자신이 표현한 이차함수를 설명하는 과정에서 서

로 다른 관점으로 문제 상황을 바라보고 있음을 확인할 수 있었다.

우선 상우와 다혜의 경우를 비교해 보면, 비례 문제에서 스칼라 관점으로 3수준에 머물러 있었던 상우는 비례 관계가 포함된 이
차함수 문제에서도 가로의 길이와 세로의 길이에 대한 곱셈적 관계에는 주목하지 못하며 가로의 길이를 x라고 하는 순간, 직사각
형의 넓이를 y a x=  형태의 일차함수로 표현하였다. 상우와 같이 비례 문제를 스칼라 관점에서만 보았지만, 활동 안에서 두 개
의 3수준 단위 구조로의 전환이 가능했던 다혜는 첫 번째, 두 번째, 세 번째 직사각형과 같이 순서를 두어 (즉, 변수 x를 자연수 범
위로 한정하여) x  번째 직사각형에서의 가로와 세로의 길이 각각을 구성하고, 자신이 구성한 미지값의 자연수 배수 관계를 이용해 
y a x

2
=  형태의 이차함수를 나타낼 수 있었다. 이 과정에서 가로와 세로의 길이로 각각 주어진 단위에 'x  번째'라는 미지의 자연

수 x를 분배하는 방식으로 가로와 세로를 나타낼 수 있었던 것으로 보인다. 다만, 다혜가 가로의 길이가 x일 때는 직사각형의 넓
이를 이차함수로 나타낼 수 없었던 것은 상우와 마찬가지로 비례 문제를 해결하는 과정에서 스칼라 관점에만 머물렀던 다혜에게 

당연한 결과일지 모른다. 그리고 상우와 다혜의 스칼라 관점과 비교해 볼 때, 비례 문제에서 스칼라 관점과 함수적 관점을 유연하게 

전환 가능했던 연수는 Carney 외 (2015)의 함수적 관점이 비선형함수로의 이차함수를 제곱이라는 이차원적 의미로 바라볼 수 있게 

하는데 기여하였다고 본다. 활동 안에서 시행착오를 보이며 두 개의 3수준 단위 구조의 전환 가능했던 다혜와는 달리, 활동 이전부
터 두 개의 3수준 단위 구조를 유연하게 전환 가능했던 연수는 자연수 범위에서 확장된 변수 x에 대한 y a x

2
=  형태의 이차함수

로 표현이 가능했던 것으로 판단된다.

본 연구는 이를 바탕으로 Figure 9와 같이 단위 조정 단계에 따라 비례 문제 해결하는 과정에서의 관점과 수준은 다르게 나타나며, 
관점과 수준의 차이는 y a x

2
=  형태의 이차함수 문제를 표현하는 과정에서의 결과적 차이를 보여준다는 하나의 설명적 가설을 

제시한다.

Figure 9. An explanatory hypothesis for the quadratic problem solving process from the proportional problem of three students.
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그리고 더 나아가 상우와 다혜는 같은 단위 조정 단계임에도 불구하고 이차함수를 일차함수와는 다른 상황으로 식별하였고, 식
으로 표현하는 과정에서 나타나는 차이는 비례 문제 해결 과정에서의 차이로부터 기인한 것으로 판단하였다. 따라서 비례 문제 해
결 과정과 비례 관계가 포함된 이차함수를 이해하는 과정에서 학생의 단위 조정 단계 및 수준의 이해가 필요함을 시사한다. 또한 다
혜와 연수 사이의 이차함수를 식으로 표현 과정에서의 차이는 비례 문제를 함수적 관점에서 볼 수 있는지에 대한 차이로부터 식별 

가능하며, 함수적 관점의 식별은 단위 조정 단계에 따른 차이와 관련이 있음을 시사하는 바이다.

본 연구에서 제시된 가로와 세로 길이의 변화에 따라 직사각형 넓이의 변화를 학생이 함께 고려하여 값을 조정하는 것은 어려운 

일이며, 복잡한 함수 관계에서 학생들이 반복적인 이산적 변화(예, 다혜의 이차함수 표현)로부터 양이 연속적으로 변화한다(예, 연
수의 이차함수 표현)는 인식에 도달하는 것은 쉽지 않은 일이다. 따라서 본 연구의 설명적 가설의 관점을 확장시켜 두 변화하는 양 

사이의 공변적 관점에 주목한 연구로의 연결 가능성도 함께 모색해 보는 시도가 후속 연구로 진행되기를 제안해 본다. 이러한 방향
으로의 연구는 선형적 함수로의 일차함수에 익숙한 중학생들이 비선형함수로써 처음 접하게 되는 이차함수를 어떻게 배워야 하는
지를 이해하는 데 바탕이 되며, 함수 학습에서 배워야 할 개념을 학생들이 어떻게 이해는지 그 과정적 측면에 초점을 두어 수업 현
장에서 교수 학습 자료에 중요한 아이디어를 제공할 수 있는 기초 연구가 될 것이라고 기대한다.
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