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ABSTRACT
This study is based on Freudenthal’s mathmatising process and the didactical phenomenology of linear function concept, I have 
described and examined the process in which students represent the constant rate of change into tables, graphs and equations and, 
in this way, how they construct mental objects and essence of the linear function concept. The students used the proportionality 
as composite units, when they represented the phenomenon with constant rate of change into tables. When representing in graphs, 
all but one student represented it into a line. There were differences among the students in the level they were using the given 
conditions, co-variation perspective, and corresponding rules when formulating equations. The students compared the relationship 
between two variables in a multiplicative way, and under the guidance of teachers they reached to the understanding that its 
relationship becomes a constant. Moreover, they could construct mental objects of a constant rate of change, understanding the 
situation where the relationship between time difference and distance difference becomes one value, namely speed. The students 
had difficulties in connecting the rate of change with the inclination of a line. The students constructed the essence (concept) of 
linear functions, after building and organizing the image that the rate of change is constant, the graph is linear, and the equation is 
formulated as y=ax+b (a: inclination, b: intercept).
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초록
본 연구의 목적은 프로이덴탈의 수학화 과정과 일차함수 개념의 교수학적 현상학의 분석을 통하여 학생들이 변화율이 일정한 현상을 표, 그래프, 식으로 
표현하는 과정과 일차함수 개념의 심상을 구성하는 과정, 본질을 구성하는 과정을 서술하고 분석하는 것이다. 연구 결과, 학생들은 변화율이 일정한 
현상을 표로 표현할 때 합성단위로서의 비를 사용하고, 그래프로 표현할 때 한 학생을 제외하고 직선으로 표현하였다. 식으로 표현할 때 학생별로 주어진 
상황, 공변 관점, 대응 규칙을 이용하는 수준의 차이가 있었다. 학생들은 두 변화량 사이의 관계를 곱셈적으로 비교하였고, 그 비율이 하나의 상수가 
된다는 것을 교사의 안내에 따라 구성하였다. 특히 시간의 변화량과 거리의 변화량이 하나의 값, 속력이 되는 상황을 통하여 변화율이 일정하다는 심상을 
구성하였다. 단, 변화율을 직선의 기울기와 연결하는 데에는 어려움을 겪었으나, 변화율이 일정하다는 심상과 그래프가 직선이며 식의 모양이 y=ax+b 
(a는 변화율, b는 절편)라는 심상을 정리하고 조직하여 일차함수의 본질(개념)을 구성하였다.

주요어: 프로이덴탈의 수학화, 교수학적 현상학, 심상, 일차함수 개념, 변화율
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서론

Na 외 (2017)에 따르면 미래사회는 ‘인공지능이 적용된 자동화· 지능화, 사람·사물·공간 등 모든 것이 연결되고 상호작용하는 초
연결 사회’이며, 지능화, 초연결 사회, 인간과 기계의 협업 구도, 가상화 등의 특징을 갖는 사회이다. 이러한 특징을 갖는 미래사회의 

수학교육에서는 정형화된 절차의 수행보다는 개념적 이해, 결과적 지식보다는 과정적 지식이 더욱 중요해질 것으로 예측된다(Na 

et al., 2017). 인간과 기계의 협업이라는 측면에서 보면 기계가 인간보다 더 빠르고 정확하게 수행할 수 있는 대수적 절차나 그래프 

그리기 등은 기계에 맡기고, 인간은 기계가 제공하는 것을 이용하여 새로운 지식이나 의미 있는 문제를 발견하고 탐구하는 것이 더 

바람직하다. 즉 인간은 새로운 맥락이나 상황을 과정적·개념적으로 탐구·해석하고 이해한 후 다시 이를 상황에 적용하는 데 더 중
점을 둘 필요가 있다. 우리는 이러한 수학 탐구 과정을 수학적 모델링 또는 수학화라고 한다.

Wolfram (2010)은 ‘컴퓨터가 수학적 절차를 수행할 때 우리는 어떤 수학을 가르칠 것인가?’라는 질문을 던진 후, 스스로 모델링이
라고 답하였으며, Gravemeijer 외 (2017)는 21세기 필수 수학 역량은 ‘적용하기/모델링하기’라고 하였다. 2015 개정 수학과 교육과정 

중학교의 목표 중 하나가 “사회 및 자연현상을 수학적으로 관찰, 분석, 조직, 표현하는 경험을 통하여 수학의 개념, 원리, 법칙과 이
들 사이의 관계를 이해하고 수학의 기능을 습득한다.”(교육부, 2015, pp 4-5)인데 이러한 목표를 달성하는데 적합한 수학 수업 방법 

중의 하나가 학생들의 수학 탐구 활동이 전제된 수학적 모델링이나 수학화 방법이다.

수학적 모델링이나 수학화 이론은 이미 잘 알려져 있지만, 수학과 교육과정이나 수학 교과서에서 또는 수학 수업에서 이것을 어
떻게 구현할 것인가에 대한 구체적이고 실천적인 논의는 매우 부족하다. 우리의 경험과 교사들과의 대화를 토대로 볼 때, ‘수학화를 

통한 수학 수업을 어떻게 하는 것인가?’에 대한 경험 부족과 ‘학생들이 과연 수학을 탐구할 수 있을까?’에 대한 믿음 부족이 그 원인 

중 일부라고 판단된다. 우리의 연구는 이러한 문제의식에서 출발하였다. 수학화 방법을 이용한 학생들의 수학 탐구 과정에서 어떤 

일들이 일어나는가, 학생들이 현상을 탐구하여 수학적 본질을 찾아내는 과정에서 어떤 전략을 사용하며, 어떤 어려움을 겪는가, 궁
극적으로 수학화 활동을 이용한 수학 탐구 수업이 가능한가 등이 우리의 주요 관심사이다.

Freudenthal의 수학화는 현상-심상-본질-응용으로 요약할 수 있다. 즉 학생들에게 현실적인 맥락의 현상을 탐구 문제로 제공하여 

심상을 구성하도록 하고, 심상을 사고의 대상으로 반성적 사고를 통해 본질을 탐색한 후, 본질을 활용하여 응용 상황의 문제를 해
결하는 일련의 과정이 수학화이다. 현상은 본질의 응용가능 영역에 대한 현실로 일상생활은 물론 물리적·사회적·정신적·수학적 세
계의 현상을 총칭하는 것이다. 심상이란 학생들이 현상에 대한 활동을 통해 구성하는 표상, 직관, 개념이미지 등을 의미하며 형식
적 개념의 형성을 돕는 직관적인 예비 개념의 역할을 한다(Chong, 1997). 본질은 일상생활과 물리적·사회적·정신적·수학적 세계에
서 일어나는 여러 가지 현상을 정리·조직하기 위한 도구로서 발명된 수학 개념, 아이디어, 구조를 의미한다(Woo, 2017). Chong 외 

(2018)에 의하면 Freudenthal (1991)은 심상을 형성하도록 하려면 학생들에게 먼저 정의를 지도하는 것이 아니라, 여러 가지 현실 맥
락에서 출발하여 그 본질을 행동적으로 또는 시각적으로 표현하도록 해야 한다고 하였다.

Yi와 Lee (2020)은 함수를 변화하는 양 사이의 관계로 보고 각 양의 변화와 그 조정에 주목하는 공변 관점은 함수의 역사적 발달 

과정에서 오랜 기간 중심 아이디어였을 뿐만 아니라, 미적분학 개념과 밀접한 관련이 있으며, 관찰 데이터로부터 자연 현상을 모델
링하는 함수를 찾는 데 유용한 관점이라고 주장하였다. Thompson과 Carlson (2017)은 공변을 바라보는 학생의 사고에 초점을 두고 

양적추론을 기반으로 두 개 이상의 양이 동시에 변하는 것으로 공변을 정의하였다. 공변 관점에서 두 변수의 변화 관계를 알아보는 

좋은 방법 중의 하나가 변화율 개념이다(Cho, Kwon & Lee, 2017; NCTM, 2010).

변화율은 두 변수의 증가량의 비율을 의미한다. 현재 우리나라 교육과정과 교과서에서는 일차함수 개념을 일차식으로 표현되는 

함수라는 관점에서 정의하고 있으며 변화율이라는 용어는 도입하고 있지 않다. 그러나 직선의 기울기는 변화율의 기하적 표현이며, 

실제로 교과서에 제시된 직선의 기울기를 설명하는 과정은 곧 변화율 개념을 설명하는 과정과 동일하다. 이러한 의미에서 볼 때 일
차함수 개념의 본질에는 ‘변화율이 일정한 함수’, ‘식이 일차식인 함수’, ‘그래프가 직선인 함수’와 이들 사이가 동치관계라는 의미가 

포함되어 있다. 따라서 일차함수 개념의 수학화 활동에서 상황은 변화율이 일정한 상황이고, 학생들은 이 상황을 탐구하여 일차함
수 개념에 대한 심상을 구성하고 이를 토대로 일차함수가 무엇인지 정리할 필요가 있다. 이러한 수학화 활동은 학생들이 지금까지 
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경험하지 못했던 활동으로 학생들에게 호기심과 탐구 의욕을 제공할 수도 있지만 여러 가지 어려움을 겪을 수도 있을 것이다.

본 연구의 목적은 본 연구의 목적은 일차함수 개념의 교수학적 현상학의 분석을 통하여 개발한 교과과정에 따라 학생들의 일차
함수 개념의 수학화 과정을 면밀히 분석하고자 하는 것이다. 특히 일차함수 개념의 수학화 활동 과정에서 학생들이 어떤 전략을 사
용하여 어떤 어려움을 겪는지 등을 알아보는 데 있다.

이러한 연구목적을 달성하기 위해 연구 문제를 다음과 같이 설정하였다.

첫째, 학생들의 변화율이 일정한 상황을 표, 그래프, 식으로 표현하는 과정은 어떠한가?

둘째, 학생들의 표, 그래프, 식을 이용하여 변화율이 일정한 상황을 이해하는 과정은 어떠한가?

셋째, 학생들의 일차함수 개념을 구성하는 반성적 사고 과정은 어떠한가?

이론적 배경

Freudenthal의 수학화와 교수학적 현상학

Freudenthal의 수학화 이론의 핵심은 학생들에게 완성된 수학을 가르치는 것이 아니라 현상으로부터 출발하여 내용과 형식의 교
대작용을 거쳐 점진적인 형식화 과정 즉 수학화 활동으로서의 수학을 가르치자는데 있다.

Freudenthal의 수학적 개념의 수학화 활동은 두 단계로 구분할 수 있다. 첫째 단계는 현상에 대한 문제해결 활동을 통해 심상으로
서의 본질을 구성하는 단계이고 둘째 단계는 전 단계에서 구성된 심상을 대상으로 반성적 사고를 통해 심상을 정리·조직하여 본질
을 개념으로 정리하는 단계이다(Figure 1).

Figure 1. Freudenthal’s process of mathematisation in concepts.

Vinner (1991)는 현재 수학교육에서 개념은 정의에 의해 획득된다는 가정 하에 완성된 수학 지식으로서 개념의 정의를 가르치는
데 초점을 두고 있다고 한다. 수학 개념을 정의로 전달하려는 시도는 심상을 구성하는 첫째 단계를 생략하거나 소홀히 다루는 것이
다. 이러한 방법은 다음과 같은 몇 가지 문제점을 가지고 있다. 첫째, 학생들이 수학을 어려워하는 가장 큰 이유 중의 하나가 수학의 

추상성과 형식성 때문으로 추상화된 결과적 지식으로서의 수학을 학생들에게 직접 이해시키는 것은 불가능하거나 적어도 매우 어
렵다. 따라서 수학교육에서는 심상으로부터 개념으로서의 본질을 찾아내는 데 초점을 두어야 한다. 둘째, 수학적 대상과 수학적 대
상에 대한 개념은 구분되어야 하고, 구체물을 이용하여 개념의 몇 가지 측면을 보여주고 개념을 정의하는 것만으로는 개념의 본질
을 충분히 반영하기 어렵다(Chong, 1997, p. 70). 따라서 학생들이 수학적 대상에 대한 정의를 암기한다고 하더라도 개념의 본질을 

파악한 것이라고 보기 어렵다. 셋째, 학생들은 주어진 수학적 대상이 그 개념의 예인지 아닌지를 판단할 때, 개념정의보다는 개념이
미지에 의존하는 경향이 있으며, 이로 인해 오류를 보이기도 한다. ‘개념을 가르치면 응용할 수 있다.’라는 가정 하에 정의를 통해 개
념을 가르친 후 예와 보기, 문제를 통해 개념 이미지를 형성하도록 하는 현재의 수학교육은 심상의 구성 후에 개념의 본질을 탐구하
도록 하자는 Freudenthal의 관점에서 볼 때 반교수학적 전도현상이라 할 수 있다(Woo, 2017, p. 389).
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Freudenthal의 수학 개념의 수학화 과정(Figure1)에서 현상은 본질의 응용가능 영역에 대한 현실로 일상생활은 물론 물리적·사회
적·정신적·수학적 세계의 현상을 총칭하는 것이다. 현상은 수학의 발생적 근원이면서 동시에 수학의 응용 영역의 원천으로 학생들
에게 현실적이어야 하고 수학의 본질과의 관련성이 풍부해야 하며, 동기 부여와 심상의 구성 가능성이 있는 것일수록 좋은 현상이
다. 학생들에게 현상을 제공할 때 문제로 제시될 수 있으며 학생들이 현상의 문제해결 활동을 통해 심상을 구성할 수 있도록 제공되
어야 한다. 수학 개념의 현상은 개념의 역사 발생 과정의 분석이나 개념의 응용 분석을 통해 찾을 수 있다. 예를 들어 미분 개념의 역
사 발생적 분석을 통해 미분 개념의 수학화에 요구되는 현상을 생각할 수 있다. 미분 개념은 기하에서의 접선 문제와 물리에서의 속
도 문제로부터 발생하였다. 아르키메데스가 나선(극방정식으로 r=αθ)의 운동 방향(곡선의 접선 방향)을 탐구하는 과정에서 비롯된 

접선문제(Yang & Cho, 2000)는 케플러와 카발리에리를 거쳐 극한 개념을 이용하여 라이프니츠에 의해 체계화되었으며, 순간속도 

문제는 Oresme의 연구와 Oresme 이후 변화하는 양과 변화 상태(변화율)에 대한 수치적 계산 연구를 거쳐 역시 극한 개념을 이용하
여 뉴턴에 의해 체계화되었다. 접선 문제와 순간 속도 문제는 미분 개념이 발생하게 된 근원문제이며 이 두 가지 서로 다른 맥락의 

문제를 미분 개념의 수학화를 위한 현상 문제로 선택할 수 있다.

심상이란 학생들이 현상에 대한 활동을 통해 구성하는 표상, 직관, 개념이미지 등을 의미하며 형식적 개념의 형성을 돕는 직관적
인 예비 개념의 역할을 한다(Chong, 1997). Freudenthal은 학생들이 개념 정의나 설명을 통해 개념을 이해하기보다는 개념이 내포된 

현상 속에서 그 개념의 용도를 알고 사용하는 것을 통해 자기 나름대로 그 개념에 대한 어떤 관점을 갖게 된다고 하였으며, 그 어떤 

관점이 바로 개념에 대한 심상이다(Chong, 1997). Freudenthal에 따르면 학생들이 개념을 학습할 때 심상으로서의 본질을 구성하는 

것이 개념으로서의 본질을 구성하는 것보다 선행되어야 하며, 이를 통해 현상이 심상의 구성자료임을 인식할 수 있도록 해야 한다
(Chong, 1997, p. 70). 개념을 형식적으로 정의하기 전에 심상을 구성하여 개념의 본질을 직관적으로 파악하도록 하자는 Freudenthal

의 주장은 개념 형성의 발판이 되는 자발적 관점과 일차적 직관 등 예비개념의 필요성을 언급한 Vygotsky (1985), Fischbein (1987)의 

주장과 같은 것이다(as cited in Woo, 2017). Freudenthal이 심상의 구성과 개념으로서의 본질 구성을 구분하는 것은 Vinner (1991)가 개
념정의와 개념이미지를 구분하는 것과 유사하다고 할 수 있다.

본질은 일상생활과 물리적·사회적·정신적·수학적 세계에서 일어나는 여러 가지 현상을 정리·조직하기 위한 도구로서 발명된 수
학 개념, 아이디어, 구조를 의미한다(Woo, 2017). 그러나 수학적 개념은 하나의 특성을 갖는 개념이 아니라 복합적이고 다차원적인 

개념(Woo, 2017)이기 때문에 수학의 본질이 무엇인가를 규명하는 문제는 간단하지 않다. Freudenthal이 말하는 수학의 본질을 이해
하기 위해서 브루너가 주장하는 수학적 구조의 의미를 살펴볼 필요가 있다. 브루너의 구조는 Freudenthal이 말하는 본질과 결과적으
로는 동일하거나 유사한 의미를 갖는다. 그러나 브루너가 완성된 수학으로서의 구조를 말한 것인 반면, Freudenthal이 말하는 본질
은 현상-심상-본질이 유기적으로 연결되어 있고, 현상을 정리하는 수단으로 결과적인 측면뿐만 아니라 과정적인 측면도 강조하고 

있다는 점에서 차이가 있다.

첫째, Freudenthal의 의미에서의 현상은 수학화 과정을 통해 본질을 찾을 수 있는 원천으로 브루너의 지식의 구조에서 말하는 완성
된 지식을 활동적·영상적·상징적 표현으로 번역·제시하는 지식의 표층(또는 현상)과는 다르다.

둘째, Freudenthal은 심상으로서의 본질을 먼저 구성한 후 개념으로서의 본질을 찾도록 요구하지만 브루너는 개념을 정의한 후 개
념이미지를 형성하도록 하고 있다.

셋째, Freudenthal의 수학화는 응용가능영역인 현상에서 출발하여 본질을 구성하고 다시 응용하는 순서로 진행되지만 브루너의 

관점은 개념 먼저 응용 나중이라는 점에서 차이가 있다.

따라서 Freudenthal의 본질에서 표층은 단순히 결과적인 ‘지식의 기록’을 의미하지 않고 학생들이 본질을 찾아낼 원천이자 응용 가
능한 현실적인 영역으로서의 현상과 현상을 본질로 정리하는 과정에서의 심상의 구성 활동 등 수학화 과정으로 구성되어야 한다.

개념의 본질로서의 일반적 원리 즉 표층 이면의 그 무엇을 어떻게 볼 것인가에 대해서는 다양한 의견이 존재할 수 있다. 개념의 

본질이 결과적으로는 정의로 요약되겠지만 단순히 정의를 본질로 보는 것은 문제가 있다.

Freudenthal의 수학화 관점에서 수학 개념을 가르치기 위해서는 무엇보다 먼저 현상과 본질 사이의 관계와 이 둘 사이를 연결하는 

심상이 무엇인지를 파악할 필요가 있다(Shin & Cho, 2020). Freudenthal은 교수학적 측면에서 현상과 본질 사이의 관계를 논의하는 



김은숙 · 조완영 / Freudenthal의 교수학적 현상학에 기반한 일차함수 개념 수학화 과정 사례 분석

Journal of the Korean Society of Mathematical Education Series A 423

것을 교수학적 현상학이라 하였으며, 수학 개념에 대한 교수학적 현상학적 분석이 수학교육에서 가장 기본적인 연구라고 주장하였
다(Woo, 2017). 수학 개념에 대한 교수학적 현상학적 분석의 목적은 개념의 본질과 현상, 심상 그리고 그들 사이의 관계를 규명하고 

현상으로부터 심상으로서의 본질과 개념으로서의 본질을 구성해 가는 과정에서 예상되는 학생들의 전략과 어려움이 무엇인지 등
을 밝혀내는 데 있다. 따라서 수학 개념의 교수학적 현상학에서는 수학 개념의 역사발생 과정과 수학적 분석, 교육과정이나 교과서 

분석을 통한 수학교육자들의 교수학적 판단, 학습 과정에 대한 관찰로부터 얻어진 학생들의 수학적 구조의 구성 과정과 그 과정에
서 발생하는 어려움, 수학 개념의 응용 사례 분석 등이 요구된다(Woo, 2017; Shin & Cho, 2020).

일차함수 개념의 교수학적 현상학

일차함수, 이차함수, 삼차함수와 같은 기본적인 함수의 기원을 바빌로니아, 그리스 수학에서 찾을 수 있지만 이 당시에는 함수 특
히 일차함수가 무엇인지에 대한 논의는 없었다. 비례 관계를 중시했던 그리스인들은 y=ax±b꼴의 일차함수에도 ‘비에서 좀 더 크게
(작게) 주어진 양’이라는 이름을 붙였다고 한다(Kim et al., 2017, p. 120). 천체 운동을 기술하기 위한 수단으로 삼각함수 개념을 무의
식적으로 사용했듯이 현실 세계를 관찰, 해석하는 과정에서 비례 개념과 관련하여 일차함수 개념을 무의식적으로 사용했을 것으로 

추정된다.

오늘날 일차함수 개념과 유사한 용어를 처음으로 사용한 사람은 기하학적 함수 단계에서 활동한 Oresme이다. 일차함수는 영어로 

linear function(선형함수)이라고 하는데, 이는 일차함수의 그래프가 직선이므로 붙여진 이름이다(Woo, 2017). 선형함수에 대한 논의
는 Oresme의 연구에서 발견된다. Oresme은 세기(강도: intensities)의 일정성과 변화에 관한 연구에서 두 변수 사이의 함수 관계를 정
의하고 이 관계를 그래프로 나타내었다1. Oresme은 속력이 일정한 운동과 속력이 일정하게 변하는 운동(등가속도 운동)을 구분하였
으며, 일정하게 변하는 운동(현대적 의미에서 선형사상)을 다음과 같이 정의하였다(Small, 2007)

일정한(uniform) 물리적 양(질:quality)은 대상(subject)의 모든 점에서 크기가 같은 반면, 일정하게 변하는 물리적 양은 대상
을 나타내는 직선 위의 임의의 세 점이 주어지면 두 번째 점과 세 번째 점 사이의 거리에 대한 첫 번째 점과 두 번째 점 사이
의 거리의 비는 세 번째 점과 두 번째 점의 크기의 차이에 대한 두 번째 점과 첫 번째 점의 크기의 차이의 비와 같다.

Oresme은 등속운동을 하는 물리적 상황을 그래프로 표현하여 설명하였고, 이러한 Oresme의 생각이 오늘날 일차함수 개념의 역사
적 근원 문제이다. 또한 Oresme의 방정식에서 만들어진 일차함수의 그래프는 데카르트가 좌표계를 만들기 이전에 논의된 것이다.

Steiner (1988)은 Oresme이 속도와 시간을 기준으로 등가속도 운동을 그래프로 나타내었는데 이것은 오늘날 해석기하학의 그래프
에 가까운 것이었다고 하였다(as cited in Kim et al., 2017). 수평인 직선에 시각을 표시하고, 속도는 각 시각에 대해 수직인 선분의 길
이로 나타내었다. Oresme은 수직인 선분들의 끝점들은 직선이 된다는 것2과 등가속도 운동이 정지 상태에서 시작되면 속도를 나타
내는 선분들은 직각삼각형을 이룬다는 사실을 알아내었다(Kim & Kim, 1986; Kim et al., 2017). Steiner (1988)은 Oresme이 이를 일반
화하여 ‘물체가 등속운동이나 등속이 아닌 운동을 하는 것은 물체가 평균속도로 등속운동을 하는 것과 같다.’와 같이 운동학과 관련
하여 더 일반적인 해석을 제시하였다(as cited in Kim et al., 2017). Oresme의 증명은 최초로 물리 문제를 기하학적 표현을 이용하여 수
학적 함수로 모델링한 예로 알려져 있다.

Steiner (1988)은 운동을 나타내는 곡선을 중심으로 함수에 대한 연구가 진행되는 과정에서 함수에 대한 정의가 필요하게 되었고 

라이프니츠는 ‘곡선상의 한 점에 접선의 길이 접선, 법선의 길이, 법선 등을 구하는 일을 함수(functio, relatio)라고 하였고, 이것이 함
수라는 용어가 등장한 최초의 일이다(as cited in Kim et al., 2017).

1	 Oresme이 활동하던 시기에는 함수라는 용어나 함수에 대한 정의가 명확하지 않았지만, Oresme의 주장을 오늘날 관점에서 해석한 것이다.
2	 등가속도 운동에서 속도는 시각의 일차함수로 시간-속도 그래프는 직선이 된다.
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대수적 함수 단계 이전인 기하학적 함수 단계에서 운동을 그래프로 표현하고 그 결과로 나타나는 곡선들에 대한 탐구로 미적분
의 발달과 불가분의 관계 속에서 함수 개념이 발생했다고 볼 수 있다.

함수 개념은 라이프니츠로부터 비롯하여 양 사이의 관계로, 그리고 변량 x의 함수란 x에 관한 식이다 는 생각으로 발전한다. 그 후
로 오일러는 오늘날의 함수 기호 f x] g를 사용했고, 함수를 식의 형태로 분류하였다. 크게 대수함수와 초월함수로 먼저 분류하고, 
대수함수는 다시 무리함수, 유리함수로 분류하며, 유리함수는 유리정함수, 분수함수로 분류한 것이다. 라이프니츠와 오일러의 함
수개념은 “변수 x와 y 사이에 하나의 방정식이 성립하고 x의 임의의 값이 주어질 때, 그에 대하는 y의 값이 결정되면 y는 x의 함수라
고 한다.”는 것인데, Kim과 Kim (1999)은 지금도 중고등학교에서는 이 초보적인 함수 개념으로 가르치고 있다고 하였다. 그러나, 코
시는 함수를 단지 변수들 사이의 관계(대응)로 파악하여서 수식으로 나타낼 수 없는 (대응)관계까지도 일의대응(하나의 값에 대해
서 값도 하나만 정해지는 대응(관계))만 만족하면 함수가 되는 매우 폭넓은 개념으로 확장시켰다.

중학교에서는 일차함수와 이차함수를 탐구하고 고등학교에서는 다항 함수, 지수함수, 로그함수, 삼각함수 등 다양한 함수족을 

탐구한다. 함수족을 식으로 정의하는 것이 일반적이지만 같은 함수족 내의 함수들은 전반적으로 특정 성질을 공유하고 있고, 따라
서 함수족을 이용하여 실세계 맥락 등 다양한 상황에서 나타나는 변화 패턴을 기술하고 해석할 수 있다.

일반적으로 함수인가를 판단할 때는 정의역의 원소가 공역의 원소에 하나씩 대응되는가에 초점을 둔다. 이러한 대응 관점은 고등
학교 수준 이상에서 함수를 학습할 때 매우 중요하다. 그러나 중학교 수준에서의 함수는 함수인지를 판단하는 경우는 대응관점이 

역할을 하지만 변화하는 현상에서 두 변수 사이의 종속관계를 중심으로 함수를 다루고 있다. 두 변수 사이에 어떤 종속관계가 있는
지를 파악하기 위해서는 두 변수가 변하는 방식 즉 공변 관점에서 현상을 해석해야 한다. 공변 관점에서 두 변수의 공변을 설명하고 

수량화하는 좋은 방법은 두 변수 사이의 변화량의 비율 즉 변화율을 조사하는 것이다(Cho et al., 2017). 예를 들어 정비례는 두 변수
의 비율이 일정한 관계이고 일차함수는 두 변수의 변화량의 비율이 일정한 함수이다. 이차함수는 변화량이 일정하게 증가 또는 감
소하는 함수 즉 변화량의 변화율이 일정한 함수가 된다.

함수 y f x= ] g에서 f x] g가 x에 관한 일차식 a x b a 0!+ ] g의 꼴로 표현될 수 있는 함수를 일차함수라고 한다. 일차함수는 선
형함수(linear function)라고도 하는데 이는 일차함수의 그래프가 직선이기 때문에 붙여진 이름이다. 일차함수는 일단 함수이기 때문
에 다양한 실세계 맥락을 탐구하여 일차함수 개념을 수학화하는 과정에서 주어진 상황이 함수인지를 판단할 때는 대응 관점을, 어
떤 함수인지를 알아보기 위해서는 공변 관점 즉 변화율을 조사할 필요가 있다. 대응 관점에서 x의 값이 정해짐에 따라 y의 값이 오직 

하나씩 정해지는지를 확인해야 한다. 이때 표, 식, 그래프를 이용하여 확인할 수 있다.

두 변수 사이의 공변 관계에 따라 함수의 유형이 결정되고 변화율을 조사함으로써 공변 관계를 파악할 수 있다(Cho et al., 2017). 

이런 관점에 따르면 일차함수를 ‘ ( )
x
y

0변화율
의값의변화량
의값의변화량

!= 이 일정한 함수3’로 정의할 수도 있다. 일차함수가 갖는 ‘일정한 

변화율’이라는 특징은 일차함수를 변화율이 일정하지 않은 이차함수나 지수함수와 구별할 수 있는 중요한 특징이다.
우리나라에서는 중학교 수준에서 변화율이라는 용어를 명시적으로 도입하지 않았다. 그러나 일차함수의 그래프의 기울기를 

x

y

값의증가량

값의증가량

]

] g

g
으로 정의함으로써 변화율 개념을 묵시적으로 다루고 있다. Figure 2에서 기울기를 설명하는 과정에서 ‘x의 값의 

증가량에 대한 y의 값의 증가량의 비율은 
x

y
1
2

2
4

3
6 2

값의증가량

값의증가량
= = = =

]

] g

g
로 항상 일정하고’로 표현하고 이를 기울기의 정의

로 연결시키고 있다. 즉 변화율로서 기울기를 정의한 것이다. 변화율이 일정한 함수를 그래프로 나타내면 기울기가 일정한 직선이 

됨을 알 수 있다. 또한 변화율이 일정한 함수, 그래프가 직선인 함수를 식으로 나타내면 일차식이 된다.

3	 변화율 또는 기울기를 정의할 때 ‘증가량’을 ‘변화량’으로 바꾸면 ‘감소를 음의 증가’로 해석할 때 학생들이 겪는 어려움을 줄일 수 있을 것이다.
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Figure 2. Definition of slope (Kim et al., 2019)

변화율 또는 기울기 개념과 관련된 실세계 현상 중 대표적인 것이 속력 문제이다. 초등학교 5학년 과학 교과서에서는 <물체의 운

동> 단원에서 속력을 단위 시간 동안 물체가 이동한 거리로 정의하며, 
이동한

이동하는데걸린시간
거리

 즉 걸린 시간에 대한 이동 거리의 

비율로 정의하고 있다. 속력을 걸린 시간에 대한 이동 거리의 비율로 정의하는 것은 속력을 변화율의 관점에서 정의한 것이다. 2009 

개정 과학교육과정에서는 중학교 1학년에서 다루던 <여러 가지 운동> 단원이 2015 개정 과학과 교육과정에서는 중학교 3학년으로 

이동되어 <운동과 에너지> 단원에서 운동을 다루고 있다. 중학교 3학년 과학교과서에서 물체의 빠르기를 1초, 1시간 등과 같은 단

위시간 동안 물체가 이동한 거리로 나타내며, 이를 수치로 나타낸 값인 속력을 (m/s )
( s )
(m )

속력
걸린시간
이동거리

= 으로 정의하고 있
다(Kim et al., 2020, p. 95). 여기서도 속력을 걸린 시간에 대한 이동 거리의 비율 즉 변화율 관점에서 정의한 것이다. 또한 ‘평균 속력
은 물체가 주어진 시간 동안 평균적으로 어느 정도의 빠르기로 운동하였는지를 나타낸다.’라고 하여 평균속력 개념도 도입하고 있
다. 이후 등속운동을 탐구하는 과정에서 속력을 기울기와 연결시키고 있다. Figure 3의 <정리하기>에서 ‘장난감 자동차의 속력은 시
간에 관계없이 일정하다.’는 것과 ‘그래프의 기울기는 시간에 따른 이동 거리 즉 속력을 의미한다.’는 것을 탐구하도록 요구하고 있
다.

또한 Figure 3에서 기울기의 정의를 ‘그래프의 기울기는 가로축 값 변화량에 대한 세로축 값 변화량의 비율이다. 

기울기
가로축값변화량
세로축값변화량

= 라고 제시하였다. 그래프의 기울기의 정의는 기하학적으로 직선의 기울어진 정도라는 직관적 이미

지를 가지고 있으며 동시에 ‘변화량의 비율’이라는 변화율의 의미를 갖기도 한다. 그래프의 기울기 정의에서 ‘가로축 값의 변화량’
은 장난감 자동차의 운동 상황에서 ‘걸린 시간’을 의미하고, ‘세로 축 값의 변화량’은 ‘이동 거리’를 나타내고 있어 변화하는 두 양 사
이의 변화율의 의미도 내포한 것으로 볼 수 있다. 과학교과서에서는 ‘등속운동에서는 시간-이동 거리 그래프가 직선으로 나타나며, 

이 그래프의 기울기는 속력과 같고 일정하다.’라고 설명하고 있다.



The Mathematical Education. Vol. 61, No. 3, 419-439

Journal of the Korean Society of Mathematical Education Series A 426

Ellis (2013)는 기울기를 함수에 의해 관련된 두 양이 서로 함께 변할 때 한 양의 변화에 대한 다른 양의 변화율이라고 하
였다. 과학에서 속력을 설명할 때 변화율과 기울기 개념을 동치로 다룬다. 과학교과서에서는 속력을 변화율의 관점에서 

(m/s )
( s )
(m )

속력
걸린시간
이동거리

= 로 정의하면서 속력은 시간-이동 거리 그래프에서의 기울기와 같다는 것을 동시에 다루고 있다. 

특히 등속운동을 속력이 일정한 운동이고 시간-이동 거리 그래프가 직선으로 나타나며, 이 그래프의 기울기는 속력과 같고 일정하
다.’라고 설명하고 있다. 또한 독일 교과서에서도 변화율과 기울기 개념을 연결하여 일차대응과 일차함수를 정의하고 있으며, MiC 

교과서와 일본 교과서에서도 변화율 개념과 기울기 개념을 연결시키고 있다. 우리나라 교육과정에서도 일차함수를 다룰 때 변화
율이라는 용어를 명시적으로 표현하고 있지 않지만 기울기를 

( )
( )
x

y

의값의증가량

의값의증가량 으로 정의하고 있고, 여기에는 변화율의 관점이 

포함되어 있다.

따라서 일차함수의 본질을 논의할 때 ‘변화율이 일정한 함수’라는 측면을 반영하는 것은 큰 문제가 되지 않으며, 일차함수를 이해
하는데 도움이 될 것이다. 일차함수의 그래프 표현에서 기울기는 변화율의 기하학적 표현으로 파악하고, 일차함수는 ‘변화율이 일
정한 함수’이고 이것은 ‘두 변수 사이의 관계식이 일차식인 함수’, ‘그래프로 나타내면 기울기가 일정한 직선이 되는 함수’와 동치라
고 이해하도록 할 필요가 있다.

Ryou (2008)의 연구에 따르면 학생들은 기계적으로 암기하여 기울기 개념을 알고 있지만 문제를 풀이할 때 의미 있게 활용하지 

못하였으며, 특히 실생활 문제를 나타낸 그래프에서 독립변수의 변화량과 종속변수의 변화량의 비가 기울기임을 이해하지 못하였
다. Ryou (2008)은 특히 학생들이 일차함수 개념을 두 양의 변화량의 비가 일정한 상황을 형식화한 결과로 이해하기 보다는 단순히 

Figure 3. Uniform motion’s expression and analysis (Kim et al., 2020, pp. 96-97).
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일차식 y=ax+b로 나타낼 수 있는 함수가 일차함수라고 인식하는 경향이 있음을 보고하였다. Ryou (2008)의 연구 결과는 기울기 개
념을 단순히 직선의 기울어진 정도라는 시각적 관점으로 이해하기 보다는 변화율이라는 분석적 관점과 연결하여 이해할 필요성이 

있음을 시사하고 있다. 한편, 많은 연구에서 학생들이 기울기 개념을 시각적 관점으로만 생각하고 변화율의 의미를 함께 고려하지 

못한 경우 오류를 범하는 경우가 있음을 보고하고 있다(Seo, 2009).

일차함수 개념의 본질과 심상

y가 x의 일차함수일 때 일차함수의 성질을 다음과 같이 정리할 수 있으며, 이 성질들은 동치관계이다(Cho 외, 2017).

<성질1> 함수 y f x= ] g에서 변화율 즉 
x

y

( )
( )

의값의증가량

의값의증가량
( )0! 이 일정하다.

<성질2> 함수 ( )y f x= 에서 그래프가 직선이고 기울기( 0! )가 일정하다.

<성질3> 함수 ( )y f x= 에서 ( ) ( )f x a x b a 0!= + 의 꼴로 나타낼 수 있다.

일차함수의 세 가지 성질은 동치관계이고 세 성질 중 하나를 정의로 선택할 수 있지만 일차함수가 무엇인지를 세 가지 성질을 상
호 연결하여 이해하는 것이 중요하다. 현재 우리나라 수학과 교육과정과 교과서에서는 <성질1>은 도입하지 않고 있으며 <성질3>

으로 일차함수를 정의한 후 일차함수의 그래프에서 <성질2>를 다루고 있다. 특히 일차함수 개념을 정의할 때 <성질1>을 다루지 않
음으로써 변화율과 기울기 개념을 연결시킬 기회를 제공하지 못하고 있다. 기울기 개념을 일차함수의 주요 성질인 변화율과 연결
시키지 않고 도형의 성질로서 직선이 기울어진 정도라는 시각적 이미지로 도입하면 학생들이 일차함수 개념은 물론 기울기 개념을 

이해하는데 장애가 될 수 있다(Ryou, 2008; Seo, 2009).

또한 일차함수 y a x b= + 에서 b 0= 이면 ( )y a x a 0!= 이기 때문에 정비례 관계는 일차함수의 특별한 경우이다. 
( )y a x a 0!= 의 그래프가 원점을 지나는 직선이고(y절편 b=0), ( )x

y
a a 0!=  즉 x에 대한 y의 비율이 일정하다. 반면 일차

함수 y a x b= + 의 그래프는 (0, b)을 지나는 직선이고 x에 대한 y의 비율이 아니라 ‘x의 변화량’에 대한 ‘y의 변화량’의 비율 즉 변
화율(

x
y
D
D

= )이 일정하다. 일차함수 y a x b= + 의 그래프는 ( )y a x a 0!= 의 그래프를 y축의 방향으로 b만큼 평행이동 한 

것이고 점 (0, b)에서 상대적으로 정비례 함수가 된다4(Woo, 2017, p. 97).

이러한 논의를 토대로 일차함수 개념의 본질을 규명할 때 다음 몇 가지를 고려할 필요가 있다. 첫째, <성질1>을 일반적 원리로, 

<성질2>와 <성질3>은 표층으로 구분할 수 있으며 이 세 가지 성질이 상호 밀접한 관계로 연결된다. 둘째, 그래프와 기울기 개념
은 일차함수의 본질의 일부가 되어야 한다. 특히 기울기 개념은 변화율 개념의 기하학적 표현이기 때문에 일차함수 개념을 도입
할 때 기울기 개념을 포함할 필요가 있다. 셋째, 일차함수는 함수와 밀접한 관련이 있으며 일차함수의 본질을 논의할 때 함수인가
를 판단하는 과정이 포함되어야 한다. 넷째, 정비례 관계는 일차함수의 특수한 형태이며 두 개념 사이의 관계를 y절편, 평행이동과 

연결시킬 필요가 있다. 일차함수 y a x b= +  에서 y절편이 0이면 즉 b=0이면 정비례 관계 ( )y a x a 0!= 가 되고, 일차함수 
y a x b= + 의 그래프는 정비례 관계 ( )y a x a 0!=  의 그래프를 y축의 방향으로 b만큼 평행 이동한 것이다. 따라서 일차함
수를 정의한 후, 일차함수의 특별한 예로서 정비례 개념을 논의하는 과정에서 y절편과 평행이동 개념을 도입하는 방안을 검토할 수 

있을 것이다.

지금까지의 논의를 토대로 일차함수 개념의 본질을 다음과 같이 정리할 수 있다(Figure 4 참조).

일차함수는  함수  ( )y f x= 에서  변화율  
x

y

( )
( )

의변화량

의변화량 ( 0! )이  일정한  함수로  이를  식으로  나타내면 

( )f x a x b= + (a,b는상수 ,a≠0)와 같이 f(x)가 x에 관한 일차식이 되고, 변화율을 그래프로 나타내면 기울기 

x

y

( )
( )

의변화량

의변화량 가 일정한 직선이다. 특히, y절편 b=0이면 정비례 관계 ( )y a x a 0!= 이 되고 이때의 그래프는 원점

을 지나는 직선이 된다. 일차함수 y a x b= + 의 그래프는 ( )y a x a 0!= 의 그래프를 y축의 방향으로 b만큼 평행이
동 한 것이다.

4	 상대적으로 정비례한다는 것은 ‘x에 대한 y-b의 비율 x
y b- 가 일정하다.’는 것을 의미한다.
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이러한 관점에서 볼 때 일차함수 개념의 수학화 과정은 변화율이 일정한 현상을 탐구하여, 표, 식, 그래프 표현을 통해 변화율이 

일정하다는 것을 직관적으로 파악함으로써 심상을 구성하고, 심상을 사고의 대상으로 어느 것을 정의로 선택할 것인지 그리고 정
의와 성질 사이의 동치관계를 확인하여 일차함수를 개념화하는 것으로 정리할 수 있다. 이 과정에서 함수와 정비례 개념과의 관련
성도 정리할 필요가 있다.

Figure 4. Linear function concept’s essence.

연구방법

연구 대상

먼저 연구자가 근무하는 충북 청주시 소재의 N 중학교 2학년 학생 중에서 함수 및 일차함수 단원을 아직 학습하지 않았으며, 변화
율에 대한 상식 수준이 서로 다른 학생 4명을 선정하였다.

변화율에 대한 상식은 크게 두 문항으로 검사를 실시하였다. 첫째, 원기둥 모양에 일정한 속도로 물을 담을 때의 시간과 높이의 질
적 그래프를 그리는 문항이었다. A학생은 원점을 지나지 않고 몇 개의 점을 찍어서 선분으로 연결하여 오른쪽 위를 향하게 나타내
었다. B학생은 같은 문항에 대하여 막대그래프로 표현하였고, C학생은 원점을 지나며 오른쪽 위를 향하는 직선으로 그렸으며, D학
생은 응답하지 못하였다.

둘째, 시간에 따른 높이가 일정하게 감소하면서 기울기가 서로 다른 직선 모양의 두 그래프를 해석하고, 그 차이점을 서술하는 문
항이었다. 오른쪽 아래를 향하는 직선 모양의 기울기가 서로 다른 두 그래프를 해석할 때, 학생 A와 학생 C는 서서히 내려간다, 급격
히 내려간다고 하였다. 학생 B는 격자 눈금을 읽어서 1시간 동안 1칸 내려온다, 2시간 동안 5칸 내려온다고 그래프를 해석하였다. 학
생 D는 빠르게 높이가 1칸 내려간다, 조금 빠르게 높이가 5칸 내려간다고 해석하였다.

두 그래프의 차이점을 말할 때에는 학생 B만 그 차이점을 1시간 동안 1칸 하락, 1시간 동안 2.5칸 하락 한다고 서술하여 변화율 개
념으로 해석하였다. 학생 D도 낮아지는 데 걸리는 시간이 차이가 난다고 서술하여 학생 B가 서술한 것처럼 구체적이지는 않으나 변
화율 개념으로 해석하였다. 학생 C는 약하게 하강, 급격히 하강이라고 서술하여 시간에 따라 변하는 높이의 속도(변화율)로 해석하
였다. 반면 학생 A는 내려간 높이와 시간이 다르다고 서술하여 두 양이 변하는 각각의 양에만 주목하여 해석하였다.

학생들의 학업 성취 수준은 1학기 중간고사 성적을 기준으로 상(80점 이상), 중상(60이상 80점 미만), 중(40점이상 60점 미만), 하
(40점 미만)로 구분하였을 때, 학생 A는 중상 수준, 학생 B와 학생 C와 학생 D는 하 수준이다.
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연구 방법

일차함수 개념의 교수학적 현상학 분석을 통하여 개발한 교과과정을 이용하여 학생들이 일차함수 개념의 심상과 본질을 찾는 수
학화 과정, 즉 학생들이 일차함수 개념의 심상을 구성하는 과정과 본질을 논의 하는 과정을 상세하게 서술하고, 이를 분석하였다. 

일차함수의 개념 지도 수업을 통해서 학생들이 현상에서 심상을 구성하고, 심상에서 본질을 논의할 때, 사용하는 전략과 방법, 어려
워하는 점과 그 이유, 극복하는 과정 등을 관찰하여 연구목적에 부합되는 자료를 수집, 분석하여 이를 기술하고자 하므로 정성연구 

중 질적 사례연구(case study)를 하였다.

개발한 일차함수 개념 교과과정은 Table 1과 같다.

Table 1. Developed linear function concept curriculum.
Step Activities
Exploration 1 <Situation1> Exploring situations where the rate of change is constant(The relation between object’s weight and spring’s 

length)
[Active1] Expressing situation in table, graph, equation
[Active2] Explaining rate of change using graph and equation
<Situation2> Exploring situations where the rate of change is constant(The relation between time and cable car’s height) 
[Active1] Expressing situation in table, graph, equation
[Active2] Explaining rate of change using graph and equation
<Situation3> Exploring situations where the rate of change is constant
(The relation between Se-min and Chan-young’s time and location)
[Active1] Expressing situation in table, graph, equation
[Active2] Explaining rate of change using graph and equation

Exploration 2 [Active1] Using [ExplorationⅠ]’s result, Structuring rate of change, graph’s shape, slope, equation and connecting linear function’s 
three properties
[Active2] Selecting linear function’s definition and Explaining relation of other two properties

Exploration 3 <Situation4> Exploring why a direct proportionality is a linear function
[Active1] Expressing direct proportional situation in table, graph, equation
[Active2] Expressing direct proportional situation’s parallel movement in table, graph, equation
[Active3] Explaining why direct proportionality is linear function, and using the results of
[Active1], [Active2] to compare the commonalities and differences in table, graph,equation and connect them with the 
concept of translation

자료 수집 및 분석

학생들의 기록 행위, 그리고 교사와 학생의 대화, 학생 간의 대화를 녹음 및 녹화하였다. 수업은 2021년 3월 22일부터 4월 2일까지 

10일간, 하루 약 90분(2차시)씩 총 20차시를 실시하였고, 학생들과 함께 함수와 일차함수 개념 수업을 위하여 연구자가 제작한 교수 

학습 자료를 이용하여 수업하였다. 학생 A, C, D는 모든 실험에 참여하였으나, 학생 B는 가끔 실험에 빠지는 경우가 있었다. 수업 시
기가 학기 초이고 학생들이 서로 친밀하지 않아서 각자 학생들이 먼저 활동지를 해결하고 학생들이 모두 해결한 후에 교사가 학생
들에게 어떻게 해결하였는지 질문하면 학생 한명씩 돌아가면서 대답하는 식으로 수업하였다. 전체 토의를 하면서 학생들이 스스로 

본인의 활동지 내용을 수정하는 경우도 있었고, 교사의 안내에 따라 학생들이 답을 수정하는 경우도 있었다. 또한 학생들이 수업 시
간에 작성한 활동지, 연구자가 작성한 현장노트를 통하여 다각도로 학생들의 일차함수 개념의 수학화 과정에 대한 자료를 수집하
여 자세하게 기술하였다.
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학생들의 일차함수 개념의 수학화 과정을 연구자가 만든 Table 2의 분석틀에 따라 분석하였다. 표현 과정, 현상에서 심상을 구성
하는 과정, 심상에서 본질을 구성하는 과정을 중심으로 학생들이 변화율이 일정한 상황을 표, 그래프, 식으로 표현하는 활동에서 사
용하는 전략과 발생하는 어려움, 다양한 표현을 이용하여 일정한 변화율을 이해하는 수준과 발생하는 어려움, 기울기와 변화율의 

연결 방법 및 어려움, 반성적 사고 과정은 어떻게 발생하고 그 어려움은 무엇인지 분석하였다. 본 연구에서는 연구문제 1과 연구문
제 2는 [탐구활동Ⅰ]의 <상황1>에서 학생 A와 학생 D의 수학화 과정을 분석하였고, 연구문제 3은 [탐구활동Ⅰ]의 <상황3>의 활동 

결과와 [탐구활동Ⅱ]에서 수업에 참여한 모든 학생들의 수학화 과정을 분석하였다.

Table 2. Analysis of Students’ mathematization process for linear function concept.
Expression Activity

What strategy do students use to express constant rate of change situation in table, graph, equation? 
What difficulties do students encounter when expressing constant rate of change situation in table, graph, equation?

Mental Object Activity
How about students understanding level of constant rate of change situation using table, graph, equation?
What difficulties do students encounter when understanding constant rate of change situation using table, graph, equation? 

Concept Activity
How about reflective thought process if students make up concept from mental objects?
What are difficulties in students’ reflective thought?

결과분석

학생들의 변화율이 일정한 상황을 표, 그래프, 식으로 표현하는 과정은 어떠한가?

<상황 1>의 훅의 법칙은 중학교 1학년 과학교과서에 나오는 내용으로 학생들에게 현실적이고 익숙하며 수학 교과서에서도 많이 

활용되는 예이다. 단, 상황에 제시된 표에는 물체의 무게가 0, 2, 5, 9일 때 용수철의 길이를 제시하였고, 이를 토대로 표를 완성하는 

과정에서 변화율에 대한 심상을 구성할 수 있을 것이라 예상하였다.

<상황 1>
다음은 용수철에 물체를 매달았을 때, 용수철의 길이를 측정하여 표로 나타낸 것이다. 다음 물음에 답하시오.

물체의 무게(kg) 0 2 5 9 …
용수철의 길이(cm) 4 8 14 22 …
[활동1] 용수철에 매단 물체의 무게와 용수철의 길이의 관계를 표, 그래프, 식으로 나타내시오. 
① 표

물체의 무게(kg) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 …
용수철의 길이(cm) 4 8 14 22 …
② 축에 이름과 단위, 눈금과 숫자를 표시하고 그래프를 그리시오.

 

③ 두 변수를 문자로 나타내고, 두 변수 사이의 관계식을 구하시오.
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변화율이 일정한 상황을 표로 표현하는 과정

다음은 학생들이 [활동1]의 표를 채우는 과정을 서술한 것이다.

교 사: 표는 어떻게 구했어? 뭘 발견했어?
학생D: 1 kg씩 늘어날 때 2 cm씩 커져요.
교 사: 그걸 어떻게 발견했어? 주어진 표를 보고 [활동 1]의 표를 만들 때 어떻게 이렇게 표를 채운 거야?
학생A: 0 kg일 때 4 cm인데, 2 kg일 때 8 cm이면 1 kg는 그 중간이니까, 4와 8의 중간인 6으로 따져서 대입해보니까 다 2씩 늘어났

어요.
교 사: 학생D는 2 kg에서 5 kg는?
학생D: 저도 똑같아요.

연구자는 사고실험에서 무게가 2 kg 늘어날 때 용수철의 길이가 4 cm만큼 늘어나고, 3 kg 늘어날 때 6 cm만큼 늘어나니까, 비례적 
대응 관계 2

4
3
6

g= = 를 이용하여 1 kg 늘어날 때 2 cm 만큼씩 늘어난다는 것을 찾아낼 것으로 예상하여 <상황 1>의 표를 만들
었으나, 학생들은 1 kg 늘어날 때 2 cm 만큼씩 늘어난다는 것을 0과 2의 중간 값 1로, 4와 8의 중간 값 6으로 각각 분할하여 합성단위
(composed unit)로서의 비5로 찾아내었다.

변화율이 일정한 상황을 그래프로 표현하는 과정

학생들이 함수의 뜻을 배웠기 때문에 변수의 도입과 눈금 표시는 어느 정도 가능할 것으로 예상하였다. 단, 상황에서 독립변수와 

종속변수를 구분하여 변수 x, y로 결정하는 것이 어려울 것으로 예상하였다. 즉 물체의 무게를 y축, 용수철의 길이를 x축에 놓을 것
으로도 예상하였다. 표에 제시된 점만 표시하고 직선으로 연결시키지 못하는 학생들이 있을 것이라고 예상할 수 있으나, 무게가 1

씩 커질 때 길이가 2cm씩 커지므로, 일정하게 올라가는 직선으로 그래프를 그릴 것으로 예상하였다.

학생 A는 처음 주어진 표의 4개의 좌표를 눈금 있는 자를 사용하여 x축과 y축의 눈금을 정확한 측정을 통하여 표시하고 주어진 네 

점이 한 직선 위에 있음을 확인한 후 직선으로 연결하였다(Figure 5). 학생 D는 x축의 눈금은 1씩, y축의 눈금은 5씩 일정하게 표시하
고 주어진 점을 나타낸 후, 꺾은선 그래프처럼 표현하였다(Figure 6).

교 사: 학생D가 그린 그래프는 뭐야? 직선이야?
학생D: 약간씩 꺾여서
교 사: 사실 여기서 눈금이 정확하게 없어서 그런데, 꺾이는 선일까?
학생A: 직선이요.
교 사: 학생A는 직선으로 그렸네?
학생A: 7 mm씩 따져서 0.7 곱하기 2하면은 1.4니까, 여기(가 0부터 2까지)가 1.4 cm이고, 여기(가 2에서 5까지)는 3.5이어서, 직

선으로 나오던데요.

 학생 A는 처음에 주어진 표를 이용하여 그래프를 그릴 때, 눈금 있는 자를 사용하여 x축의 눈금을 7 mm씩 계산하여서 0부터 2까
지는 1.4 cm, 2에서 5까지는 3.5 cm으로 일정하게 표시하고, y축도 마찬가지로 일정한 눈금을 계산하여 표시한 후에, 4개의 좌표가 

한 직선 위에 있게 됨을 확인하였다. 무게의 변화량과 용수철의 길이의 변화량을 비례적 대응관계로 추상화하여 일정한 직선으로 

그려질 것을 예상하여 그리지 않았다. 학생 D는 x축의 눈금은 1로 나타내었으나, y축의 눈금을 5로 나타내어서, y의 값의 일정한 변
화량을 정확하게 나타낼 수 없었다. 그래프의 모양이 직선이 되는 것을 아직 인지하지 못하고, 꺾은선 그래프 모양으로 그렸다. 즉, 

학생 A와 학생 D는 변화율이 일정한 현상으로부터 그래프의 모양이 직선이 될 것이라고 예상하지 않고 그래프로 표현하였으나, 학
생 A는 정확한 측정을 통해서 주어진 네 점이 한 직선 위에 있다고 확인하여 직선으로 연결하여 그래프를 완성하였다. 즉, 학생 A는 

좌표축의 눈금을 정확하게 측정하여 직선으로 연결하였으나, 학생 D는 좌표축의 눈금 표시를 정확하게 하지 않아서 직선으로 나타
내지 못 하였다.

5	 비를 세우는 두 가지 방법으로 곱셈비교로서의 비와 합성단위로서의 비가 있다. 곱셈비교로서의 비는 두 양을 곱셈으로 비교하는 것이고, 합성단위로서의 비는 
두 양을 하나의 새로운 단위로 합성하는 것이다. 그 단위를 반복하거나 같은 크기의 부분으로 나누는 과정에서 나타난다.(Park, Kang, Ko, & Lee, 2016, pp.16-
17)
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이를 통해서 알 수 있는 것은 변화율이 일정한 상황을 직선으로 표현하는 데에는 측정에 대한 선수학습이 필요하며, 표로 표현하
는 과정에서 무게가 1 kg씩 커질 때 길이가 2 cm씩 커지는 관계를 말하였으나 변화율이 일정한 상황의 그래프가 직선이 되는 것으
로 자연스럽게 연결되지 않을 수 있으므로 교사의 적절한 안내가 필요하다.

변화율이 일정한 상황을 식으로 표현하는 과정

다음은 학생 A와 학생 D가 두 변수를 문자로 나타내고, 두 변수 사이의 관계식을 구하는 과정이다.

교 사: 식은 어떻게 구했어?
학생D: 무게를 라고 하고, 길이를 라고 했을 때, 를 두 번 곱한 다음에 더하기 4를 하면 가 된다는 걸 찾았어요.
교 사: 이 4는 어떻게 해서 더해준 거야?
학생D: 다른 값을 하나씩 넣어봤는데, 곱하기 도 안 됐었고, 제가 설명을 잘 못 하겠어요.
학생A: 저는 처음에 안 나왔었는데, 뒤에 [활동2]부터 하다가 답이 딱 나왔어요.
교 사: 뒤에 것부터? 어떤 거?
학생A: 물체의 무게가 1 kg에서 3 kg로 변하는 거랑, 2 kg에서 5 kg로 변하는 것 구한 다음에 관계 설명하는 것 생각하다 보니까 

나왔어요.
교 사: 한 번 설명해볼래? 이 식이 네가 한 [활동2]랑 어떤 관련이 있는 거야?
학생A: 물체의 무게는 1씩 증가하는데, 용수철의 무게는 2씩 증가하니까 길이를 라 두고, 물체의 무게를 로 두면, 인데, 무게가 

0일 때 이미 4 cm이니까, 다 4를 더해주면 가 나와요.

학생 A는 [활동1]에서 두 변수 사이의 관계식을 못 구하였는데, [활동2]에서 두 변화량 사이의 관계를 설명하는 문제를 먼저 해결
하고 나서 물체의 무게(x)의 변화량이 1일 때, 용수철의 길이(y)의 변화량이 2이므로, 일정한 변화율인 2를 이용해서 y=2x라고 구하
고, y절편 4를 더해서 관계식을 구하였다. 즉 학생 A는 두 변화량을 곱셈적으로 비교하고, 이를 이용하여 관계식으로 표현하였다.

학생 D는 학생 A처럼 두 변화량의 관계와 문제 상황에서 처음 용수철의 길이를 이용하여 구한 것이 아니라, x와 y의 대응 규칙을 

이용하여 구하였다. 학생 D는 본인이 작성한 활동지에는 x에 2를 곱하는 식을 적었는데 이를 x를 두 번 곱한다고 말하였다.

Figure 5. Student A’s graph.

Figure 6. Student D’s graph
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학생들의 표, 그래프, 식을 이용하여 변화율이 일정한 상황을 이해하는 과정은 어떠한가?

[활동 1]에서 표를 완성하는 과정에서 암묵적으로 사용하던 지식을 명시적으로 확인할 수 있도록 [활동 2]의 질문을 구성하였다. 

학생들이 일정한 변화율 개념에 대한 심상을 구성하는데 도움이 될 것으로 예상하였다.

예상 답안은 다음 네 가지 정도를 예상하였다.

첫째, 4 cm 증가, 6 cm 증가하므로 1 kg당 2 cm씩 일정하게 증가한다. 둘째, 무게의 변화량과 용수철 길이의 변화량의
 비가 1:2이다. 셋째, 무게의 변화량의 2배가 용수철 길이의 변화량이다. 넷째, 학생들이 일정한 변화율을 하나의 상수 

( )
( )

2
물체의무게의변화량

용수철의길이의변화량
= 로 구성하려면 교사의 적극적인 안내가 필요할 것으로 예상하였다. 이 때 변화율이라는 용어

를 사용한다.

직선의 기울기가 일정하다는 심상을 구성하기 위해서 서로 다른 두 개의 삼각형의 밑변과 높이 사이의 공통점 즉, 

2
4

3
6 2

밑변
높이

= = = 가 됨을 발견할 수 있는 발문이 필요할 것으로 예상되며, 이를 통하여 학생들이 변화율과 기울기가 같다는 

심상을 구성할 수 있을 것으로 예상하였다.

또한, 학생들이 식 y=2x+4에서 의 x계수 2가 변화율과 같다는 심상을 구성할 것으로 예상하였다.

<상황 1>의 [활동2]는 다음과 같다.

표를 이용하여 변화율이 일정한 상황을 이해하는 과정

[활동2]
(1) 용수철의 길이는 물체의 무게의 함수인가? 그 이유는?
⑵ 물체의 무게가 1 kg에서 3 kg으로 변하는 동안 용수철의 길이는 얼마나 변했는가? 
    물체의 무게가 2 kg에서 5 kg으로 변하는 동안 용수철의 길이는 얼마나 변했는가? 
    물체의 무게의 변화량과 용수철 길이의 변화량 사이의 관계를 설명하시오.
⑶ ⑵에서 구한 두 변화량 사이의 관계를 그래프 에 나타내어 설명하시오.
⑷ 물체의 무게의 변화량과 용수철 길이의 변화량 사이의 관계를 식을 이용하여 설명하시오. 

학생 A와 학생 D는 두 변수의 변화량 사이의 관계를 1 kg씩 증가하면 2 cm씩 증가한다고 설명하였다. 학생들이 교사의 안내에 따
라 변화율이 일정한 상황을 이해하고 일정한 변화율을 하나의 상수, 

( )
( )

2
물체의무게의변화량

용수철의길이의변화량
= 로 구성하는 과정은 다음

과 같다.

교 사: 2 kg에 4 cm, 3 kg에 6 cm는 어떤 공통점이 있어?
학생A: 나누기 하면 2가 되요.
교 사: 그래. 6 나누기 3, 4 나누기 2 하면 둘 다 2가 되지?
학생A: 네.
교 사: 우리가 초등학교 때, 비율이라고 배웠지?
학생A: 그럼, 이 둘은 비율이 같은 거네요.
교 사: 그래. 너희가 물체의 무게의 변화량과 용수철 길이의 변화량 사이의 관계를 설명했잖아. 이 비율을 변화율이라고 하고, 

변화율을 분수로 써 볼까?

D학생은 2
4 와 3

6 이라고 쓰고, A학생은 2
4

3
6 2= = 라고 쓴다.

논의과정을 통해서 두 학생은 물체의 무게에 대한 용수철의 길이의 변화율을 학생 A는 2
4

3
6 2= = 라고 적었고 학생 D는 2

4 와 

3
6 이라고만 쓰고 그 일정한 변화율의 값을 나타내지는 않았다.



The Mathematical Education. Vol. 61, No. 3, 419-439

Journal of the Korean Society of Mathematical Education Series A 434

그래프를 이용하여 변화율이 일정한 상황을 이해하는 과정

학생 A는 두 변화량 사이의 관계를 그래프에 나타내기 위해서 [활동1]의 ⑵의 그래프와 다르게 x의 눈금을 1씩, y의 눈금을 2씩 표시
한 새로운 그래프를 하나 더 그렸다. 그리고 x축에 둥근 화살표를 표시하고 ‘+1’을, y축에 둥근 화살표를 표시하고’+2’를 나타내었다.

학생 D는 두 변화량 사이의 관계를 [활동1]의 ⑵의 그래프의 두 점 (1, 6), (3, 10)을 잇는 곡선을 그린 후 ‘+4’라고 적고, 두 점 (2, 8), 

(5, 14)도 마찬가지로 곡선으로 연결한 후’+6’이라고 적었다.

다음 그림은 학생 A가 교사의 안내에 따라 두 변화량을 그래프에 나타낸 그래프이다. 학생 A는 두 변화량을 가로와 세로에 표시
하였으나, 두 점을 이은 선분을 빗변으로 하는 삼각형으로 나타내지는 못하였다(Figure 7 참조).

Figure 7. Student A’s graph 2.

다음은 학생들이 교사의 안내에 따라 그래프에서 변화율이 일정한 현상을 이해하는 과정이다.

교 사: 변화율을 이용해서 직선이 얼마만큼 기울어져 있는지를 얘기해 볼까? x가 1 kg 증가할 때, y는 2 cm 증가하는 이 직선은 

1
2 만큼 기울어져 있다고 한다면, 변화율이 3이면 직선의 기울기가 어떻게 될까?

A학생: 더 눕혀져요.
교 사: 1 kg에 2 cm 증가하는 게 이 그래프거든? 그럼, 1 kg에 3 cm 증가하면?
A학생: 더 세워지겠네요.
교 사: 그래. 변화율이 그래프가 직선일 때는, 직선이 얼마만큼 기울어져 있는지는 나타내고, 수학 용어로 기울기라고 해.

학생 A는 두 변화량을 그래프에 정확하게 나타내지는 않았으나, 변화율과 기울기를 이해하고, 두 변화량의 비율을 하나의 상수 2

로 개념화하여 이것을 식에서 x의 계수와도 연결하여 말하였다. 학생 D는 Figure 6과 같이 두 변화량을 그래프에 정확하게 나타내었
으나, 두 변화량의 비율을 하나의 상수 2와 연결하지 못하였다.

식을 이용하여 변화율이 일정한 상황을 이해하는 과정

학생 A는 두 변화량 사이의 관계가 1kg 늘어날 때 2cm씩 늘어난다는 것을 비율로 쓰지는 않았으나 용수철의 길이는 2씩 늘어나는

데 물체의 무게는 1씩 증가하므로 1
2 2= 라는 일정한 비율 2를 식 y=2x의 2에 동그라미를 그려서 표현하였다. 학생 D는 두 변수 사

이의 관계식은 가장 먼저 구하였으나, 두 변화량 사이의 관계를 식을 이용하여 전혀 서술하지 못 하였다.

학생들의 일차함수 개념을 구성하는 반성적 사고 과정은 어떠한가?

<상황3>은 초등학교 5학년 2학기 과학교과서를 통하여 학습한 속력
걸린시간
이동거리

= 에 관한 과제이고, 중학교 1학년 수학 교과서

에서 그래프 그리기와 해석, 정비례의 뜻과 그래프 등을 학습하였기 때문에 시간의 변화량과 거리의 변화량이 하나의 값, 속력이 된
다는 것은 학생들에게 익숙한 상황이라고 할 수 있다. 두 변화량 사이의 관계에서 변화율이 일정하다는 심상을 아직 구성하지 못한 

학생들에게 심상을 구성할 수 있는 기회를 제공할 수 있을 것으로 예상하였다.
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[탐구활동 Ⅱ]에서는 [활동1]의 ⑴에서는 학생들이 변화율이나 기울기에 대한 개념이 부족한 경우 전체 토의를 통하여 학생들이 

개념을 다시 정리할 수 있을 것으로 예상하였다.

<상황 3> 
세민은 3m지점에서 출발하여 다음 그림(파란색 그래프)과 같이 5초 동안 움직이고 있다. 찬영은 0m지점에서 출발해서 정확히 3
초에 세민을 따라 잡았다.

 

[활동1] 물음에 답하시오.

⑴ 찬영이가 움직인 상황을 그래프, 표, 식으로 나타내시오.

시간(초)
위치(m)
식: 

⑵ 세민이가 움직인 상황을 표와 식으로 나타내시오.

시간(초)
위치(m)
식: 
[활동 2] 물음에 답하시오.
⑴ 세민이와 찬영이의 운동 상황은 함수인지를 판단하고 그 이유를 설명하시오.
⑵ 세민이와 찬영이의 속력을 각각 구하여 보고, 그 풀이 과정을 서술하시오. (단, 속력의 단위를 반드시 적으시오)
⑶ ⑵에서 구한 세민이와 찬영이의 속력을 그래프 와 연결하여 설명하시오.
⑷ ⑵에서 구한 세민이와 찬영이의 속력을 식과 연결하여 설명하시오.

⑸ 세민이와 찬영이의 운동 상황의 차이점을 그래 프와 식을 이용하여 설명하시오.

[탐구활동 Ⅱ] 일차함수란 무엇인가?
[활동1] [탐구활동 Ⅰ]의 <상황1>~<상황3>에 대한 물음에 답하시오.
⑴ <상황1>, <상황2>, <상황3>의 활동 결과를 완성하시오.

상황 변화율 그래프 기울기 식
<상황 1>
<상황 2>
<상황 3>

⑵ <상황1>, <상황2>, <상황3>에서 두 변수 사이의 관계의 공통점을 3가지 쓰시오.
[활동2] [활동1]의 ⑵에서 제시한 공통점 세 가지 중 일차함수의 뜻을 선택하고 다른 두 가지 성질과의 관계를 설명하시오.

[활동1]의 ⑵에서는 변화율이 일정하고, 그래프의 모양이 직선이며 그 직선의 기울기는 변화율과 같고, 식의 모양은 y=ax+b(단, a

는 변화율이고, b는 처음의 값)라고 예상하였다. 세 가지 성질을 가지는 함수를 일차함수라고 한다고 교사가 안내한 후 학생 스스로 

일차함수의 뜻을 한 가지 정하고, 이를 다른 두 성질과의 관계를 서술하도록 구성하였다. 이를 통하여 학생들이 일차함수 개념을 어
떻게 구성하고 성질들을 어떻게 연결하여 이해하는지를 확인할 수 있을 것으로 예상하였다.
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변화율, 그래프의 모양, 기울기, 식 정리하는 과정

학생들 스스로 <상황1>, <상황2>, <상황3>에서의 변화율, 그래프의 모양, 기울기, 식을 먼저 정리한 후 교사와 함께 전체 토의하
였다.

네 명의 학생들은 [탐구활동 Ⅰ]의 <상황1>에서는 ‘변화율’이라는 용어를 사용하지 않고, 두 변화량의 관계를 서술할 때에는 모두 

‘1 kg 증가할 때 2 cm 늘어난다’고 답하였다. 그러나 [탐구활동 Ⅱ]에서 ‘변화율’이라는 용어를 사용하여 <상황 1>을 정리하도록 과제
를 제시하자, 학생 A는 2라고 답하였고, 학생 B는 2:1이라고 답하였다. 즉 학생 A와 학생 B는 ‘1 kg 증가할 때 2 cm 늘어난다’는 심상
을 ‘변화율’로 나타낼 때, 학생 A는 하나의 상수로, 학생 B는 비례 관계로 구성하였다. 학생 C와 학생 D는 [탐구활동 Ⅰ]의 <상황 1>

을 설명할 때와 동일하게 ‘1 kg 증가할 때 2 cm 늘어난다’라고 답하였다.

다음은 <상황 3>의 변화율에 대하여 교사와 학생들이 논의하는 과정이다.

교 사: <상황3>의 세민이의 경우에 대해서 이야기해보자. 세민이의 경우에서 변화율은 뭐니?

학생A: 2이요.

교 사: 2는 뭐야?
학생A: 변화율이라는 게 속력인데...
교 사: 변화율이 여기서는 속력이야?
학생A: 네.
학생D: 저는 아까랑 똑같이 가 1증가할 때, 는 2증가한다고 적었는데, 저도 2라고 하는 게 맞을 것 같아요.
교 사: 그럼, 학생D도 속력이 변화율이라고 생각하는 거니?
학생D: 네.
학생C: 저도 2가 맞는 것 같아요.
학생B: 저는 처음에는 9:3이라고 적었는데, 아닌 것 같아요. 2인 것 같아요.

학생 A가 변화율이 속력이라고 말하자 학생 C와 학생 D는 변화율을 2라고 수정하였고 학생 B도 9:3이라는 비례적 대응관계로 나
타내었다가 논의하는 과정에서 변화율을 2라고 말하였다. 속력이 걸린 시간에 대한 이동 거리이므로 두 변화량의 비율이라는 것을 

모두 이해하고, 학생 A의 말에 동의하여 변화율이 일정한 일차함수의 개념에 대한 반성적 사고가 일어난 것이라고 할 수 있다.

그러나 기울기에 대해서는 학생 A와 학생 D만이 변화율 2와 같다고 이야기하였고, 학생 B는 단순히 기울기를 직선으로 그렸고, 

학생 C는 정리하지 못 하였다. 학생 B와 학생 C가 <상황 3>에서 속력을 그래프에 나타내어 보는 활동, 즉 두 변화량인 걸린 시간과 

이동거리를 그래프에 나타내는 표현을 하지 못하여 이를 정리하고 조직하는 데 변화율(속력)과 기울기가 같다는 반성적 사고가 일
어나지 않았다고 할 수 있다. 따라서 학생 B와 학생 C를 위하여 교사가 기울기에 대하여 다시 한 번 설명하여 주었다.

세 가지 상황에서 두 변수 사이의 관계의 공통점을 변화율, 그래프의 모양, 기울기, 식에서 발견한 것을 다음과 같이 논의하고 일
차함수 개념을 구성하도록 안내하였다.

교 사: 세 가지 상황에서 두 변수 사이의 관계를 나타낸 표에서의 변화율, 그래프의 모양, 식에서 나타나는 공통점을 말해볼
까?

학생C: 직선으로 증가하고 있다.
학생A: 변화율이랑 그래프의 모양, 기울기, 식에서의 의 계수가 똑같아요.
교 사: 식의 모양은 어떻니?
학생B, D: y a x b= +
교 사: 그래. 그래프의 모양은 모두 직선이고, 식의 모양은 가 에 대한 일차식이고, 변화율이 일정하며 그래프의 기울기가 

일정한 관계가 있어. 두 변수 와 사이에 이러한 특징을 가지는 함수를 일차함수라고 한단다.
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일차함수의 뜻을 선택하고 다른 성질들과 연결하는 과정

학생들과 교사가 변화율, 그래프의 모양, 기울기, 식에 대하여 전체 토의를 한 후, 공통점 세 가지 중 일차함수의 뜻을 선택하도록 

하였다. 학생 A와 학생 D는 y가 에 x대한 일차식으로 표현되는 것을 일차함수의 뜻으로 선택하였고, 식에서의 x의 계수가 변화율과 

같다는 것을 연결하여 설명하였다. 반면, 학생 B와 학생 C는 변화율이 일정하다는 것을 일차함수의 뜻으로 선택하고 이를 그래프의 

모양이 직선이 된다는 것과 연결하여 설명하였다. 학생 A와 학생 D는 [탐구활동Ⅰ]에서 관계식을 구하는 것을 크게 어려워하지 않
았고, 변화율과 기울기, 식에서 x의 계수가 모두 같다는 것을 이해하여 일차식으로 표현되는 것을 일차함수의 뜻으로 선택한 것으
로 보인다. 하지만, 학생 C는 [탐구활동Ⅰ]에서 학생 A, 학생 D와 다르게 관계식을 스스로 구하지 못하여 y가 x에 대한 일차식으로 

표현되는 것을 일차함수의 뜻으로 선택하지 않고, 변화율이 일정하다는 것을 일차함수의 뜻으로 선택한 것으로 보인다. 학생 B도 

변화율이 일정하다는 것을 일차함수의 뜻으로 선택하였다. 학생 B와 학생 C는 그래프의 모양이 직선이 된다는 개념과 변화율이 일
정하다는 것을 연결하여 설명하였다. 즉 두 학생 모두 변화율이 일정하다는 개념과 그래프의 모양이 직선이 된다는 개념을 연결하
고 있으나, 변화율과 기울기를 연결하거나 변화율과 식을 연결하여 설명하지는 못 하였다.

결론 및 제언

본 연구의 목적은 일차함수 개념의 교수학적 현상학의 분석을 통하여 일차함수 개념의 현상과 본질을 알아보고, 일차함수를 아
직 학습하지 않은 중학교 2학년 학생들을 대상으로 일차함수 개념의 수학화 과정을 변화율이 일정한 현상을 표, 그래프, 식으로 표
현하는 과정과 일차함수 개념의 심상을 구성하는 과정, 본질을 구성하는 과정으로 상세하게 서술하고, 이를 분석하는 것이다.

분석 결과로부터 도출한 결론은 다음과 같다.

첫째, 학생들은 변화율이 일정한 현상을 표와 그래프로 표현하는 것은 쉽게 해결하였다. 표를 채울 때는 합성단위로서의 비를 이
용하였다. 학생들이 변화율이 일정한 현상을 그래프로 그릴 때에는 과제에 제시된 표를 순서쌍으로 만들어 좌표평면에 점으로 나
타내고 선으로 연결하였다. 학생 A는 정확한 측정을 통해서 그래프가 직선이 된다는 것을 발견하였으나, 학생 D는 직선이 아닌 꺾
은선 그래프라고 답하였다.

둘째, 식을 구할 때는 학생 A는 주어진 상황과 공변 관점, 대응 규칙을 모두 이용하였고, 관계식에서 변화율이 x의 계수와 같다는 

심상을 구성하였다. 반면 학생 D는 대응 규칙만을 이용하여 두 변수 사이의 관계식을 구하였고, 관계식에서 변화율이 x의 계수와 같
다는 심상을 구성하지 못 하였다.

셋째, 학생들은 두 변화량의 관계에 대하여 ‘1 kg 증가할 때 2 cm씩 증가한다’, ‘1:2’라는 심상을 구성하였다. 학생들이 두 변화량의 

관계가 일정한 비율이 2가 된다는 것을 구성하기 위해서는 교사의 적극적인 안내가 필요하였다.

또한 학생들은 시간의 변화량과 거리의 변화량이 하나의 값, 속력으로 구성되는 과제를 통하여 변화율의 개념을 구성하였고, 변
화율이 일정하다는 본질을 구성하였다.

넷째, 학생들은 변화율이 일정한 상황을 그래프로 표현하면 직선이 된다는 상식은 가지고 있었으나, 일정한 변화율을 그래프에 

어떻게 나타낼 수 있는지와 일정한 변화율이 직선의 기울기와 어떤 관계가 있는지에 대해 설명하는 데 어려움을 겪었다. 이 때, 직선 

위의 서로 다른 두 점을 이용하여 일정한 비율을 찾게 하고, 그 비율이 직선의 기울기가 되는 이유에 대한 교사의 적극적인 안내가 

필요하였다.

다섯째, 학생들이 일정한 변화율을 식을 이용하여 수학화할 때에는 표에 주어진 두 점을 이용하거나 그래프 위의 두 점을 이용하
였다. 학생들이 함수식의 x의 계수와 일정한 변화율을 서로 비교, 관찰하도록 하는 교사의 안내가 반드시 필요하였다.

여섯째, 학생들은 변화율이 일정한 현상을 통하여 일차함수 개념에 대한 심상을 구성하였고, 변화율이 일정하다, 그래프가 직
선이고, 식의 모양이 y a x b= + (a는 변화율, b는 y절편)라는 일차함수의 본질(개념)을 구성하였다. 이 때, 학생들과 교사의 토
의과정을 통하여 학생들은 심상을 정리하고 조직하여 일차함수 개념을 구성하는 것을 확인할 수 있었다. 학생 A와 학생 D는 식 
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y a x b= + 을 일차함수의 뜻으로 선택하였다. 단순히 일차식으로 표현되기 때문에 일차함수라고 정의하기 이전에 변화율이 x의 

계수이고, 상황에서 초기의 값(y절편)이 상수항이 되는 식의 구조를 이해한 학생들은 이미 상황을 이용하여 일차함수의 개념을 이
해하였다.

변화율이 일정한 상황에서 학생들이 변화율에 대한 심상을 구성할 수 있고 일차함수의 본질을 구성할 때 변화율이 일정한 현상
(상황)은 중요하게 작용한다는 것을 확인하였다. 특히 일정한 속력으로 움직이는 상황은 일정한 변화율에 대한 심상과 본질을 구성
하는 데 반드시 필요한 교과과정이라는 것을 확인하였다.

변화율이 일정한 상황의 변화율, 그래프의 모양, 기울기, 식을 정리하고 변화율의 공통점, 그래프의 공통점, 식의 공통점을 조직
하면서 변화율이 일정하고, 그래프가 직선이며, 식의 모양이 x에 대한 일차식으로 표현되는 일차함수의 개념을 구성하였다. 그리고 

세 가지 성질 사이의 관계를 서술하면서 세 가지 성질은 서로 동치관계인 것을 이해하였다.

일차함수 개념 교과과정에 대한 학생들의 수학화 과정 중 학생들이 일차함수의 개념 즉 본질을 구성하는 과정에서는 학생별로 

표현 과정과 심상 구성 과정에서 수행한 정도에 따라 일차함수의 뜻을 선택하고, 다른 두 가지 성질 사이의 관계를 서술하는 데 차
이가 있었다.

표현 과정, 심상 구성 과정에서는 학생간의 상호작용, 학생과 교사와의 상호작용을 통하여 학생들이 어려움을 극복하였고, 본질 

구성 과정에서는 교사의 안내에 따른 전체 토의과정 속에서 학생들이 일차함수 개념을 구성하였다.

선행 연구에서는 학생들이 기울기 개념을 시각적 관점으로만 생각하고 변화율의 의미를 함께 고려하지 못한 경우 오류를 범하는 

경우가 있음을 보고하고 있으나 그에 대한 구체적인 수업 장면이나 오류를 극복하기 위한 방안 등에 대한 연구는 살펴볼 수 없었다. 

본 연구에서는 학생들이 변화율의 의미를 이해하는 과정과 변화율과 기울기 개념을 연결하는 과정이 어떻게 이루어지며, 학생들이 

그 과정 속에서 어려워하는 점이 무엇이고, 어떻게 해결하는지 등을 알 수 있었다.

Ma (2017)의 연구에서는 중학생들의 비례 추론 수준에 따라 일차함수를 이해하는 정도를 사례 분석하였으나, 본 연구에서는 학
생 스스로 일차함수 개념을 구성할 수 있는 교과과정을 설계하여 수업을 하고, 수업 과정에서 학생들의 일차함수 개념의 수학화 과
정을 구체적으로 살펴보았고, 학생들이 어떻게 반성적 사고를 하는지 등을 발견할 수 있었다.

또한, 과학교과서에서는 변화율의 관점에서 속력이 시간-이동 거리 그래프에서의 기울기와 같다는 것을 동시에 다루고 있고 특
히 등속운동을 ‘속력이 일정한 운동이고 시간-이동 거리 그래프가 직선으로 나타나며, 이 그래프의 기울기는 속력과 같고 일정하다.’
라고 설명하고 있다. 본 연구에서는 학생들이 물체의 무게에 따라 변하는 용수철의 길이에 대한 상황(<상황1>)보다 등속운동 상황
(<상황3>)에서 변화율과 기울기 개념을 더 잘 이해하는 것을 확인하였다.

앞으로 수학화 과정 수업에서는 학생들에 따라서 교사의 안내가 어떻게 이루어져야 하는지에 대한 지속적인 연구가 필요하다. 

미래 교육에서는 학령인구가 급속도로 감소하고 그에 따라 개별화 교육이 강조되고 있다. 따라서 학생 개개인에 맞추어 학습하고 

교사가 안내하고 스스로 공부하는 교실 환경이 더욱 중요할 것이다.6
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