
1. 서  론

로봇은 4차 산업의 발전과 함께 자동화 공정뿐만 아니라 스

마트 팩토리(smart factory), 스마트 팜(smart farm) 등 사회 곳

곳에서 활용되고 있다. 산업용 로봇의 경우 제조 및 생산 분야

에서 고정밀, 고반복성의 장점을 이용해 많은 산업체에서 활

용되고 있다[1]. 제조 및 생산 과정에서 빠른 로봇 속도가 요구

되며 이는 다양한 로봇제어 방법 및 궤적(trajectory)생성방법

을 이용하여 달성하고 있다. 일반적인 부드러운 궤적 생성방

법으로는 LSPB (Linear Segment Parabolic Blends)[2,3]와 유사

한 사다리꼴 형태의 가속도 생성방법과 가속도의 미분인 저크 

부분을 삼각함수 형태로 생성하는 방법[4,5]들이 있다. QP 

(Quadratic Programming)를 이용한 궤적생성 방법으로는 GOMP[6]

와 같이 시작점의 작업 공간(task-space) 자세, 끝점의 자세 두 

가지의 제한조건만을 이용한 부드러운 경로생성방법이 존재

한다. 다만 이 경우 처음과 끝 이외에는 작업 공간 경로추종에

서 오류를 발생시키게 된다. 본 논문에서는 모든 작업 공간 경

로에서 제한조건을 만족하며 운동에너지를 최소화하는 관절

공간 경로생성을 다룬다.

일반적으로 로봇의 궤적생성과 경로생성은 각각 구분되지

만[7], 본 논문에서는 경로(path)와 궤적(trajectory)을 나누지 않
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[Fig. 1] Concept of the optimal smooth trajectory generation 

computed by QP method, where the resultant trajectory can 

remove the discontinuity between Task-space PtoP(Point to 

Point) trajectory and Cartesian C (Circular) trajectory.
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고 시간에 대한 함수로 표현되는 위치, 속도, 가속도를 궤적이

라고 표현할 것이다. 궤적은 관절공간 궤적, 작업 공간 궤적, 

원형 궤적 등으로 구분할 수 있으며, 작업시간의 단축을 위해 

경로와 경로 간의 결합을 진행하여 속도 영역까지 부드러운 

궤적생성을 진행하는 방법이 있다[8]. 이 경우 궤적과 궤적이 

결합하는 순간 가속도 불연속이 발생하며 로봇의 진동을 야기

한다. 본 논문에서는 이러한 궤적 간 결합에서 발생하는 불연

속적인 궤적을 [Fig. 1]과 같이 부드러운 궤적으로 재생성하는 

문제를 이차 계획법을 통해 해결한다.

2. 이차 계획법을 활용한 궤적생성

2.1 이차 계획법(Quadratic Programming, QP) 문제

먼저 n 개의 축을 갖는 로봇의 각 관절 위치 값을 ∈
, 속

도 값을 ∈
, 가속도 값을 ∈

 이라고 정의하고, 로봇 

궤적이 개의 구간으로 나누어진다고 가정해보자. 궤적의 초

기 위치, 속도, 가속도를 

라 하고 궤적의 종단 위치, 속도, 

가속도를 
라고 나타내면, 상태변수 ∈



를 다음과 같이 정의할 수 있다. 
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⋯







 (1)

속도의 경우 운동에너지와 밀접한 연관이 있으며 운동에너

지를 최소화하는 움직임은 많은 로봇제어 방법에 사용된다. 

따라서 속도를 정해진 제한조건 아래에서 최소화하도록 하는 

이차 계획법 문제로 정의하면 다음과 같이 부등식 조건을 갖

는 목적함수를 정의할 수 있다.


min




    ≤   (2)

여기서 ∈
×는 속도 궤적의 제곱합(sum of squaring)

을 의미하도록 다음과 같은 행렬로 설정한다.
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식 (2)에서 와 는 제한된 조건 하에서 최적상태를 구하기 

위한 제한 값이며 2.3절에서 자세히 설명한다.

2.2 로봇 기구학(Robot Kinematics)

로봇의 순기구학(forward kinematics)은 관절 값 에서 동차

행렬변환(homogeneous transform) ∈로 매핑되는 함

수 라 표현할 수 있으며, 이것의 역변환을 역기구학(inverse 

kinematics)이라 하고 다음과 같이 표현할 수 있다.

    forward kinematics

    inverse kinematics

양변을 시간에 대하여 미분하여 관절 속도값 에서 twist

∈
 대한 표현으로 바꾼 것을 속도 기구학(velocity kine-

matics)라 하고 다음과 같이 표현할 수 있다.

   forward velocity kinematics

  

 inverse velocity kinematics

여기서 ∈
×는 자코비안(Jacobian matrix)이라 하며 관절 

속도값 가 변화함에 대한 twist 의 변화의 선형 민감도

(linear sensitivity)와 관련있는 매핑행렬이다[3].

2.3 제한 조건

본 논문에서는 2.1절에서 정의한 이차 계획법 문제를 해결

할 때, 다음과 같이 기구학적, 동역학적, 작업 공간 궤적 제한

조건의 세 가지 조건으로 최적 궤적을 찾았다.

2.3.1 기구학적 제한 조건

기구학적 제한조건은 각 관절의 위치, 속도, 가속도의 최솟

값을 minminmin라 하고 최댓값 maxmaxmax라 하면 다

음과 같이 표현할 수 있다. 

min ≤≤ max

min ≤≤max

min ≤
≤max

 (3)

위의 식을 ≤  형태로 바꾸면 다음과 같은 형태로 표현

할 수 있다.

min

   
 × 


 × 


 × 

≤ min
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 × 


 ×
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min
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2.3.2 동역학적 제한 조건

동역학적 제한조건은  번째 궤적의 위치, 속도, 가속도 



이차 계획법을 활용한 부드러운 궤적 생성 방법   305

 라 하고, 번째 궤적의 위치, 속도. 가속도 



라 할 때, 시간 간격 에 대해서 두 궤적간 동역학적 

관계를 다음과 같이 표현할 수 있다.

    






   (5)

 
 

 (6)

식 (5)을 ≤  형태로 변형하면   ⋯에서


  ×   ×  ×  ××

×    ×  ××

×  






× ××  ≤ 

(7)

식 (7)과 같이 변형할 수 있다. 동일하게 식 (6)을 변형하면


  ×



×   ×  ×  ××

×    ×  ××  ≤ 
(8)

식 (8)과 같이 변형할 수 있다.

2.3.3 작업 공간 궤적 제한 조건

작업 공간 궤적 제한조건의 경우 번째 상태에서의 ∈

가 번째 상태에서의 목표 
∈와 같거나 허용할 

수 있는 작은 차이만 존재해야 한다. 
∈

를 목표 값과 현

재 값의 차이라고 정의하고 다음과 같이 표현할 수 있다.


 log






 ≤  ≤



 (9)

여기서 ∈
가 로봇 기준점에서의 screw axis라고 했을 때 

log  ∈→ ∈이며, 는 임의 벡터 에 대

한 skew-symmetric matrix변환을 의미한다[2].

이제 ≤  형태로 변형하면




  ×    ××

≤ 


 


 (10)

이다.

2.4 최적궤적시간(Optimal trajectory time)

이차 계획법을 통한 최적 값을 구할 때 상태 는 각 관절의 

위치, 속도, 가속도 값을 의미하며 에 의존적이다. 의 값

을 0에서부터 반복적으로 늘려 목적함수의 해가 최초로 존재하는 

경우를 찾아 최적 궤적 시간을 계산할 수 있다. 다음 [Algorithm 1]

은 최적 궤적 값과 을 구하는 과정을 나타낸다.

3. 실험결과

실험은 뉴로메카社의 6자유도 협동로봇인 Indy7 모델에 대

한 시뮬레이션을 통해 진행하였다. 홈페이지에 게시된 관절 

최소 및 최대 위치, 속도를 이용했으며[9] 관절 가속도의 경우 

최대 및 최소 값이 제시되어있지 않아서, 20[]라고 가정

하고 시뮬레이션을 진행하였다. 

[Table 1]은 Indy7 모델의 기구학적 제한조건을 표기하고 

있으며, MATLAB R2021b (Mathworks, Natick, MA, USA), 

OSQP[10]를 이용하여 시뮬레이션을 수행하였다.

3.1 초기궤적생성

초기 궤적의 경우 역기구학을 이용하여 5차 다항식 형태의 

작업 공간 PtoP (Point to Point) 궤적과, 작업공간 C (Circular) 

궤적을 생성하였다. 생성된 관절 위치 궤적의 미분을 통해 속

[Algorithm 1]  An algorithm of smooth trajectory generation

Require: 

  pose at th step(  ),

   the time step between th and th, 

min
min

min , max
max  and max  the kinematic 

constraints, 

  small constant value.

  1:  while

  2:     ←  

,←,←

  3:     for ←    do

  4:         ←  

 

  5:         ←   
  

  6:         ← 
  


  7:     end for

  8:     
 

⋯
 
 



⋯
 






⋯
 





  9:      ←arg


min





  ≤

  10:     if QP is solved then

  11:          return  ←

  12:     else

  13:          ← 
  14:     end if

  15:  end while
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도 값과 가속도 값을 초기궤적으로 선택하고 최적화를 진행하

였다. PtoP 궤적과 C 궤적의 결합을 통한 궤적의 변화를 확인

하기 위해, 먼저 PtoP 궤적을 생성하고 그 중간 지점에 C궤적

을 삽입하여 불연속점을 생성하였다.

3.2 시뮬레이션 결과

시뮬레이션은 ,  로 진행했으며 초기 

  으로 시작했다. 총 반복횟수는 24회 진행하

였으며, 계산된 최적 시간 간격은   , 최종 궤적 

시간은      이다.

궤적의 경우 의 값이 커지면 특정 시점에서의 궤적과 다

음 시점에서의 궤적 간의 동역학적 제한조건이 보다 낮아지게 

된다. 따라서 해를 구할 가능성이 높아지게 되나 행렬의 크기

가 증가하여 해를 구하는 시간이 증가한다. 반대로 이 작아

지게 되면 동역학적 제한조건이 높아져 해를 구할 가능성이 

낮아지게 되며, 행렬의 크기가 줄어들어 해를 구하는 시간이 

감소하게 된다.

3.2.1 관절 공간 궤적

[Fig. 2]는 시뮬레이션을 통해 생성된 관절의 위치, 속도, 가

속도 값들을 비교한 그림이며 초기 값의 경우 궤적과 궤적이 

연결되는 시간에 위치, 속도, 가속도 그래프 모두에 불연속성

이 나타나게 된다. 하지만 본문에서 제안한 방식대로 얻은 최

적궤적의 경우 위치, 속도, 가속도 제한조건을 만족하며 부드

러운 궤적을 생성할 수 있다. 또한 기구학과 직접적으로 연관

된 위치 값은 불연속성이 발생한 중간지점 외에는 큰 차이가 

발생하지 않는다.

3.2.2 작업 공간 궤적

[Fig. 3]은 시뮬레이션을 통해 생성된 관절 위치를 순기구학

을 통해 작업 공간 위치로 변환한 후 기존에 생성된 PtoP 궤적

과 C 궤적과 비교하는 그림이며 불연속이 발생하는 중간지점 

근방을 확대하였다. 작업 공간 회전은 오일러각 roll, pitch, 

yaw값을 이용하고, 작업 공간 위치는 x, y, z값을 이용하여 비

교하였다. Roll값의 경우 결과 값이 목표 값에서 발생한 불연

속을 보상하기 위해 오차가 발생했음을 확인할 수 있으며, x, 

y, z 값에서도 동일하게 불연속 지점에 오차가 발생함을 확인

할 수 있었다.

4. 결  론

본 논문에서는 6자유도 로봇의 위치, 속도, 가속도의 제한

조건 아래에서 이차 계획법을 활용한 부드러운 궤적생성 방법

을 설명하고 뉴로메카의 Indy7 모델을 이용한 시뮬레이션을 

수행하였다. 이차 계획법을 통해 운동에너지를 최소화하며, 

동시에 기구적인 제한 조건을 만족하고, 동역학적 불연속이 

없는 궤적을 생성할 수 있었다. 본 논문의 방법을 통해 목표로 

하는 기존 궤적보다는 오차가 존재하지만 관절 공간 궤적의 

[Table 1] Kinematic constraints for simulation

Position[] Velocity[] Acceleration[]

Min Max Min Max Min Max

Joint 1 -3.0543 3.0543 -2.6180 2.6180 -20 20

Joint 2 -3.0543 3.0543 -2.6180 2.6180 -20 20

Joint 3 -3.0543 3.0543 -2.6180 2.6180 -20 20

Joint 4 -3.0543 3.0543 -2.6180 2.6180 -20 20

Joint 5 -3.0543 3.0543 -2.6180 2.6180 -20 20

Joint 6 -3.1415 3.1415 -2.6180 2.6180 -20 20

[Fig. 2] Pressure (P) response to voltage input (V)
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오버 슛을 줄여 로봇제어 기능을 향상하고, 예상치 못한 가속

도 및 저크로 인한 작업의 불확실성을 줄일 수 있을 것으로 기

대되며 산업용 로봇의 경우 작업과 작업 간 감속 및 가속을 줄

여 보다 빠른 작업이 가능할 것으로 기대된다. 
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