
JPNT 11(2), 119-126 (2022)
https://doi.org/10.11003/JPNT.2022.11.2.119

Copyright © The Institute of Positioning, Navigation, and Timing

JPNT Journal of Positioning,
Navigation, and Timing

http://www.ipnt.or.kr   Print ISSN: 2288-8187   Online ISSN: 2289-0866

1. IntroductIon

자율주행 기술개발에 있어, 차량의 위치, 속도, 자세각 등 정

확한 항법 정보를 아는 것은 필수적이다. 차량의 항법 정보를 구

하는 방법으로 Global Navigation Satellite System (GNSS)를 이

용하면 시간 경과에 상관없이 일정 수준 이내로 위치 오차가 유

지되며 비교적 안정적인 위치 해 추정이 가능하다. 하지만 전

파 항법 기술에 기반한 GNSS만을 이용한 방법은 도심지, 터널 

등 신호 수신 환경에 따라 정확한 위치 해 계산이 제한되며, 출

력 주기가 상대적으로 느려 차량 제어에 한계가 있다 (Misra & 

Enge 2006). 반면에 Inertial Measurement Unit (IMU)를 이용한 

Inertial Navigation System (INS)는 출력 주기가 빠르고 GNSS 신

호 환경이 안 좋은 곳에서도 연속적인 위치 해 추정이 가능하나, 

누적 오차로 인하여 위치 해가 발산한다는 단점이 있다 (Siouris 
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ABStrAct

This paper presents a method to reduce the vibration-induced noise effect of an inertial measurement device mounted on a 

self-driving vehicle. The inertial sensor used in the GNSS/INS integrated navigation system of a self-driving vehicle is fixed 

directly on the chassis of vehicle body so that its navigation output is affected by the vibration of the vehicle's engine, resulting 

in the degradation of the navigational performance. Therefore, these effects must be considered when mounting the inertial 

sensor. In order to solve this problem, this paper proposes to use an in-house manufactured vibration suppression device 

and analyzes its impact on reducing the vibration effect. Experimental test results in a static scenario show that the vibration-

induced noise effect is more clearly observed in the lateral direction of the vehicle, but can be effectively suppressed by using 

the proposed vibration suppression device compared to the case without it. In addition, the dynamic positioning test scenario 

shows the position, speed, and posture errors are reduced to 74%, 67%, and 14% levels, respectively.
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1993). 특히, 시장에 널리 판매되어 사용되고 있는 저가형 Micro 

Electrical Mechanical System (MEMS) IMU 센서들은 이러한 특

징이 두드러진다. 따라서 GNSS와 INS를 통합하여 상호간 단점

을 보완하기 위한 통합 항법 알고리즘이 광범위하게 이용되고 있

다.

GNSS/INS 통합 항법 시스템에 가장 널리 이용되는 방법은 칼

만필터를 이용한 방법이다. 칼만필터는 노이즈가 포함된 선형 시

스템에 측정치와 시스템 모델을 이용하여 상태를 추정하는 필터

로, 측정된 상태 값과 예측된 상태 값의 오차 공분산을 최소화하

는 방식으로 동작하며, 컴퓨터 비전, 항법, 제어 등 다양한 분야에

서 활용되고 있다. 비선형 시스템에 대해서는 확장형 칼만필터가 

이용되고 있다 (Mendel 1995). 칼만필터는 크게 예측과 추정의 

단계로 이루어진다. 예측 단계에서는 시스템 모델을 통해 상태와 

오차 공분산을 예측하며, 추정 단계에서는 앞서 예측한 예측 값

과 측정 값의 차이를 보상하여 추정 값을 새로 계산한다. 칼만필

터는 필터의 상태 변수를 직접 사용하는 직접 방식과 오차를 사

용하는 간접 방식으로 분류되며, 간접 방식은 오차를 상태 변수

에 되먹임 여부에 따라 되먹임 방식과 앞먹임 방식으로 구분된다 

(Brown & Hwang 1997). 간접 되먹임 방식은 추정된 오차를 INS

의 계산 과정에 직접 반영하여 오차를 보정하기 때문에 안정적인 

항법 해를 예측할 수 있으므로, MEMS IMU에 적합한 방식이다 
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(Titterton & Weston 2004).

GNSS와 INS를 통합하는 방식은 크게 강결합 (tightly coupled) 

방식과 약결합 (loosely coupled) 방식으로 나뉜다. 강결합 방식

은 GNSS 시스템에서 수신기가 수신한 의사거리와 의사거리 변

화율 정보를 사용하는 방법이며, 약결합 방식은 GNSS 시스템의 

위치와 속도 정보를 사용하는 방법이다 (Falco et al. 2017). 강결

합 방식은 약결합 방식에 비해 신호 환경에 대해 강인하다는 장

점이 있고, 약결합 방식은 강결합 방식에 비해 모델이 간단하고 

시스템 구성이 용이하다는 장점이 존재한다. 통합 항법 알고리즘

에 대한 연구로, Schütz et al. (2020)은 GNSS와 INS에 라이다를 

결합하여 GNSS 신호가 차단되는 공간에서도 약결합 방식의 통

합 항법 알고리즘의 성능을 높였으며, Wang et al. (2007)은 적응

형 칼만필터를 기반으로 신경망을 보조로 사용하여 칼만필터의 

성능을 높였다. Gao et al. (2020)과 Han et al. (2021)은 약결합 방

식의 통합항법 알고리즘의 칼만필터 튜닝에 강화학습을 이용하

기도 하였다. Wang et al. (2020)은 MEMS형 센서를 이용하여 강

결합 방식의 차량용 통합 항법 시스템을 구성하였다. Hao et al. 

(2018)은 확장형 칼만필터를 통한 듀얼 안테나 기반의 통합 항법

시스템을 제안하였다. Wang et al. (2017)은 앞서 설명한 약결합 

방식과 강결합 방식의 성능을 비교하였다.

그러나 기존의 연구는 통합 항법 시스템 구성에 집중되어 있

으며, 항체에 센서 장착 시 발생하는 진동 노이즈에 의한 통합 항

법 시스템에서의 영향은 상대적으로 덜 연구되었다. 특히, IMU 

센서를 차량에 장착 시, 차량의 엔진에 의한 진동 때문에 노이

즈가 증가하게 된다. IMU 센서의 진동을 줄이기 위한 연구로, 

Kedadouche et al. (2018)은 드론의 비행 시스템 설계에 있어, 

MEMS IMU 센서의 진동에 의한 영향을 줄이기 위해 진동 감쇄기

를 설계하여 시스템의 안정성을 높였다. Cheng et al. (2021)은 진

동 흡수기를 설계하여 레이저형 자이로로부터 측정되는 커플링 

노이즈를 감소시켰다. Dönmez (2018)는 6 자유도 감쇄 모델을 이

용하여 IMU 센서의 비선형 진동 감쇄 시스템을 설계하였다. 자

율주행 시스템이 개발됨에 따라 차량에 자율주행용 센서를 장착

하게 되는 일이 많아지고 있지만 (Van Brummelen et al. 2018), 거

의 대부분의 국내 실험용 엔진 기반의 자율주행 차량들은 차량에 

IMU 센서를 장착할 때 진동에 의한 영향을 고려하지 않고 차량

의 샤시 또는 콘솔 박스 등에 그대로 직접 부착하여 사용하고 있

다. 이러한 경우 IMU 출력의 노이즈가 증가하여 항법 성능이 떨

어질 수 있다. 따라서 본 논문에서는 IMU 센서 장착 시 발생하는 

진동에 의한 노이즈 영향을 분석하고, 이를 줄이기 위한 진동 감

쇄 장치에 대해 소개하며, 이러한 노이즈가 통합 항법 시스템에 

미치는 영향을 분석한다. 본 논문에서 소개하는 진동 감쇄 장치

의 설계 및 제작 방법은 구조가 간단하고 제작이 간편하기 때문

에, 큰 노력을 들이지 않고 항법 오차를 줄일 수 있다는 점에서 이

점이 있다.

논문 구성은 다음과 같다. 2장에서는 IMU 센서의 오차와 진동 

감쇄 장치에 대해 설명하고, 약결합 방식의 GNSS/INS 통합 항법 

시스템에 대해 기술한다. 3장에서는 진동 감쇄 장치의 성능 실험 

결과를 제시하고, 이를 이용한 GNSS/INS 통합 항법 시스템에 미

치는 영향을 실제 차량의 주행 궤적을 통해 분석하며, 결론으로 

마무리 짓는다.

2. MEtHodS

2.1 Vibration Suppression Device (VSD)

IMU 센서는 다양한 요인에 의해 오차가 발생한다. IMU 센서

의 오차는 크게 deterministic error와 stochastic error로 구분된

다 (Yang et al. 2007). Deterministic error에는 bias, scale factor, 

misalignment 등이 있다. Bias는 실제 값과 출력 값의 일정한 차

이를 의미하며, scale factor는 실제 값과 출력 값의 비율을 의미

한다. Misalignment는 센서를 차량에 장착할 때, 센서와 차량의 

축이 일치하지 않는 것에서 발생하는 오차이다. Stochastic error

에는 bias instability, scale factor instability, random walk 등

이 있다. Bias instability는 bias가 온도 및 시간에 따라 변화하는 

것을 나타내며, 장비를 켤 때마다 달라질 수 있다. Scale factor 

instability는 scale factor가 온도에 따라서 달라지는 것을 의미하

며, 비선형성 오차 또한 발생할 수 있다. Random walk는 흔히 노

이즈라고 부르는 오차이며, 일반적으로 표준편차 값으로 특정 지

어진다 (Titterton & Weston 2004).

차량 엔진에 의한 진동은 앞서 언급한 IMU 센서의 오차 중 노

이즈를 증가시키게 된다. 이러한 진동은 주파수가 낮기 때문에 

칼만 필터의 공분산에 직접 적용하기 어렵다. 따라서, 본 논문에

서는 엔진 차량의 진동에 의한 IMU 센서의 노이즈를 줄이기 위

해 진동 감쇄 장치를 직접 설계 및 제작하였다. Fig. 1은 진동에 의

한 노이즈를 감소시키기 위해 자체 설계 제작한 진동 감쇄 장치

의 도면과 진동 감쇄 장치에 IMU 센서를 장착한 모습을 나타낸

다. 3개의 진동 방지용 볼트를 이용하여 진동에 의한 영향을 줄이

Fig. 1. Schematic view (top) on vibration suppression device (VSD) and 
IMU-installed view (bottom). 
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는 방식이다. 장착하려는 센서를 감싸기 위한 원형 판을 설계하

고, 센서가 장착되는 원형판을 3개의 진동 방지용 볼트가 정삼각

형의 형태로 지탱하는 구조로 설계하였다. 이러한 방법은 간단한 

설계와 최소 개수의 진동 방지용 볼트로 각 3축에 대한 감쇄 효과

를 모두 만들 수 있기 때문에, 적은 부품으로 최대의 효과를 얻을 

수 있다. 설계한 진동 감쇄 장치는 3D 프린터를 이용하여 제작하

였다. 3D 프린터를 이용하게 되면 도면 설계만으로 간편하게 장

치를 제작할 수 있다는 장점이 있기 때문에, 장치 제작에 대한 추

가적인 시간과 비용을 줄일 수 있다.  따라서 본 논문에서 소개하

는 진동 감쇄 장치 설계 및 제작 방법은 큰 노력을 들이지 않고 간

단한 작업만으로 항법 오차를 줄일 수 있기 때문에 비용과 시간

적인 측면에서 효율적인 방법이다.

2.2 Inertial Navigation System Equation

관성 항법 시스템은 가속도계와 자이로계를 이용하여 위치, 

속도, 자세를 구하는 것을 의미한다. Fig. 2는 관성 항법 시스템의 

블록도를 나타낸다 (Titterton & Weston 2004). 각속도계 측정치

를 이용하여 자세를 구하고, 계산된 자세를 통해 회전 변환 행렬

을 계산한다. 이 회전 변환 행렬과 각속도계 측정치를 이용하여 

속도와 위치를 계산하게 되며, 코리올리 효과와 중력을 보상한

다. 본 논문에서는 항법 좌표계인 NED 좌표계를 사용하였다. 항

법 좌표계란, 관성 항법 시스템의 위치를 원점으로 하며 북쪽 방

향 (North), 동쪽 방향 (East), 지면 방향 (Down)을 축으로 가지는 

좌표계이다. 식 (1-3)은 관성 항법 시스템의 미분 방정식을 나타

낸다. 본 논문에서 사용되는 변수들의 의미는 Table 1에 설명되어 

있다.

(위치방정식) 

시스템의 미붂 방정식을 나타낸다. 본 논문에서 사용되는 변수들의 의미는 Table 1에 

설명되어 있다. 
 

(위치방정식) �̇�𝐿 = 𝑣𝑣𝑛𝑛
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕  , 𝑙𝑙̇ = 𝑣𝑣𝑒𝑒

(𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕)cos𝐿𝐿  , �̇�𝑕 = −𝑣𝑣𝑑𝑑 (1) 

   
(속도방정식) �̇�𝑣𝑛𝑛 = 𝐶𝐶𝑏𝑏𝑛𝑛𝑓𝑓𝑏𝑏 − (2𝜔𝜔𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑒𝑒𝑛𝑛
𝑛𝑛 ) × 𝑉𝑉𝑛𝑛 + 𝑔𝑔𝑛𝑛 (2) 

   
(자세방정식) �̇�𝐶𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝐶𝐶𝑏𝑏𝑛𝑛Ω𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏 − Ω𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑛𝑛 𝐶𝐶𝑏𝑏𝑛𝑛 (3) 

 
2.3 Loosely Coupled GNSS/INS Integration Using Kalman Filter 
 
본 논문에서 구성핚 칼만필터는 Fig. 3과 같다. 칼만필터를 이용하여 약결합 방식의 

GNSS/INS 통합 항법 시스템을 구성하였다. 상태변수는 위치 오차, 속도 오차, 자세 오차, 

가속도계 bias, 각속도계 bias 각 3축에 대해서 총 15개의 상태변수를 이용하였으며, 갂접 

되먹임 방식으로 구현하였다. 칼만필터 구성 시 측정치 변수를 무엇으로 설정하느냐에 

따라 측정 행렬이 달라지게 되는데, 본 논문에서는 측정치로 위치와 속도를 사용하여 측정 

행렬을 구성하였다. 자세핚 선형화된 INS의 오차모델과 본 논문에서 구성핚 칼만필터는 

APPENDIX를 참고핚다. 
 
3. RESULTS 
 
3.1 진동 감쇄 장치 성능 실험 
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본 논문에서 구성한 칼만필터는 Fig. 3과 같다. 칼만필터를 이

용하여 약결합 방식의 GNSS/INS 통합 항법 시스템을 구성하였

다. 상태변수는 위치 오차, 속도 오차, 자세 오차, 가속도계 bias, 

각속도계 bias 각 3축에 대해서 총 15개의 상태변수를 이용하였으

며, 간접 되먹임 방식으로 구현하였다. 칼만필터 구성 시 측정치 

변수를 무엇으로 설정하느냐에 따라 측정 행렬이 달라지게 되는

데, 본 논문에서는 측정치로 위치와 속도를 사용하여 측정 행렬

을 구성하였다. 자세한 선형화된 INS의 오차모델과 본 논문에서 

구성한 칼만필터는 APPENDIX를 참고한다.

3. rESuLtS

3.1 진동 감쇄 장치 성능 실험

진동 감쇄 장치의 성능 실험을 위한 구성은 다음과 같다. 측정

에 사용한 IMU 센서는 VectorNav사의 VN 300 모델을 사용하였

으며, 차량 진동의 주요 요인인 엔진에 의한 진동의 영향을 알아

Fig. 2. Block diagram for inertial navigation system equations.

Fig. 3. Block diagram for GNSS/INS integrated navigation system.

Table 1. Parameter descriptions.

 

Parameter Description

L, l, h Latitude, Longitude, Height

NED frame velocity

Body frame acceleration

Body frame to NED frame DCM

Earth rate

Transport rate

Angular rate

NED frame gravity

Skew matrix of 

Skew of 

Meridian radius

         derivative with respect to L

Transverse radius

       derivative with respect to L

Attitude error

Accelerometer bias

Gyroscope bias
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보기 위해 차량을 정지한 상태로 실험을 진행하였다. 이때, 주행 

중에는 진동에 의한 노이즈를 완벽히 분리할 수 없기 때문에 정

지 실험을 통해서 진동에 의한 노이즈를 분석하였다. Fig. 4는 실

험에 사용한 자율주행용 차량과 콘솔 박스 내부에 IMU 센서를 장

착한 모습을 나타낸다. 차량의 진동은 엔진, 차량 종류 등 다양한 

요소에 따라 다를 수 있지만, 일반적으로 낮은 주파수를 가진다 

(Jeon et al. 2010). 본 논문에서는 대표적인 엔진 차량 중 하나인 

현대자동차의 아반테 차량을 이용하여 실험을 진행하였다. 차량

과 장착한 IMU 센서의 축은 SAE 표준에 따라 Fig. 5와 같이 전진 

방향을 x축, x축에 대한 오른쪽 수직 방향을 y축, 지면을 향하는 

방향을 z축으로 동일하게 설정하였다 (Bevly & Cobb 2009). 이

때, x축 방향 회전각을 roll, y축 방향 회전각을 pitch, z축 방향 회

전각을 yaw로 정의한다. 엔진을 켰을 때 (ON)와 껐을 때 (OFF)로 

나누어 진동 감쇄 장치가 있는 경우 (with)와 없는 경우 (without)

에 대해 가속도계와 각속도계의 데이터를 비교하였다. Figs. 6과 

7은 엔진 OFF 시, 가속도와 각속도의 출력을 시간 영역과 주파수 

영역에서 나타낸 것이며, Figs. 8과 9는 엔진 ON 시, 가속도와 각

속도의 출력을 시간 영역과 주파수 영역에서 나타낸 것이다.

Figs. 6과 8을 보면 x축과 y축 가속도의 평균 값이 달라진 것을 

확인할 수 있는데, 이는 진동 감쇄 장치 장착에 의한 센서 부착 시 

발생하는 정렬 오차에 의한 것이다. 엔진 OFF 시에는 외부 진동

원이 없기 때문에 진동 감쇄 장치를 장착하기 전과 후에 큰 차이

가 발생하지 않았지만, 엔진 ON 시에는 노이즈의 크기가 감소한 

것을 확인할 수 있다. 특히, Figs. 7과 9를 비교해보면 엔진 진동에 

의해 15 Hz ~ 20 Hz 부근에서 노이즈가 발생한 것을 확인할 수 있

Fig. 6. Acceleration and angular rate in time-domain (engine OFF).

Fig. 7. Acceleration and angular rate in frequency-domain (engine OFF).

Fig. 8. Acceleration and angular rate in time-domain (engine ON).

Fig. 5. Vehicle’s body frame and the aligned IMU sensor frame.

Fig. 4. Mounted IMU sensor with VSD (left) and self-driving car (right).
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으며, 그 크기가 진동 감쇄 장치를 장착한 후에 줄어든 것을 확인

할 수 있다. 다만, 특정 주파수에서는 노이즈의 크기가 크게 감소

하지 않는 것처럼 보이는데, 이는 진동 감쇄 장치 설계만으로 완

전히 제거할 수 없는 노이즈로 판단된다. 이러한 부분은 간단한 

필터 설계 등으로 보완할 수 있으며, 본 논문에서는 진동 감쇄 장

치의 영향을 분석하는 것이 목적이기 때문에 추가적인 필터 설계

는 고려하지 않았다. 

Table 2와 Fig. 10은 진동 감쇄 장치 유무에 따른 IMU 출력치

의 표준편차를 정리한 것이다. 진동 감쇄 장치를 장착한 후에 표

준편차의 크기가 적게는 15%에서 많게는 70% 정도 줄어든 것을 

확인할 수 있다. 엔진 ON 시, 엔진 OFF 시 보다 엔진의 진동에 의

해 표준편차가 증가한 것을 확인할 수 있다. 특히 진동 감쇄 장치

를 장착하기 전에 표준편차의 크기가 컸던 각속도에서 그 효과가 

뛰어난 것을 확인할 수 있다. 또한, 가속도 출력의 경우 엔진 ON 

시 x축보다 y축과 z축에서 표준편차가 더 증가한 것을 확인할 수 

있다. 이를 통해 차량의 엔진에 의한 진동은 y축과 z축 방향의 영

향이 큰 것을 알 수 있으며, 이러한 현상은 각속도 출력에서도 확

인할 수 있다. y축과 z축 방향으로의 진동이 크기 때문에, z축 각

속도가 상대적으로 낮은 것을 확인할 수 있다. 설계한 진동 감쇄 

장치는 정삼각형 형태의 진동 방지용 볼트가 있기 때문에 진동에 

의한 영향을 효과적으로 줄인 것으로 판단된다. 

3.2 통합 항법 시스템 성능 실험

통합 항법 시스템에서의 성능 실험을 위한 구성은 다음과 같

다. 통합 항법에 사용한 GNSS 센서는 SYNEREX사의 TDR 3000 

모델을 이용하였으며, 기준 경로로 사용한 장비로는 NOVATEL사

의 CPT 7 모델을 사용하였다. CPT 7 모델은 기준 경로로 사용하

기 위하여 Real Time Kinematic (RTK)를 사용하였고, TDR 3000 

모델은 RTK가 지원되지만, 단독 측위를 이용하였다. Table 3은 

사용한 GNSS 센서의 스펙을 나타낸다. 

이동 측위 실험은 한국 자동차 안전 연구원의 자율주행 실험

도시인 K-city에서 진행하였으며, 곡선구간과 커브구간을 적절

히 혼합하여 주행하였다. 이동 측위 실험에서는 정적 측위 실험

에서 발생한 오차를 사전에 보정하여 TDR 3000 위치 측정치의 

정확도를 올리는 작업을 진행하였다. 실험에 사용한 경로는 Fig. 

11과 같다. 빨간색 경로는 CPT 7으로 기록한 기준 경로를 나타내

며, 파란색 경로는 진동 감쇄 장치를 장착하기 전의 통합 항법 시

스템의 경로를 나타내고, 초록색 경로는 진동 감쇄 장치를 장착

한 후의 경로를 나타낸다. 곡선 및 직선 경로에 대하여 진동 감

쇄 장치를 장착한 후에 위치 오차가 줄어든 모습을 확인할 수 있

다. Table 4와 Fig. 12는 진동 감쇄 장치 유무에 따른 통합 항법 시

스템의 RMS 오차를 나타낸다.  진동 감쇄 장치를 장착하기 전보

다 후에 위치 오차가 약 74%로 줄었으며, 속도 오차는 약 67% 수

준으로 줄어들었다. 특히 자세 오차에서는 약 14%로 다른 항목에 

Fig. 9. Acceleration and angular rate in frequency-domain (engine ON).

Fig. 10. Standard deviation of IMU measurements with/without VSD.

Engine Data Device Standard deviation
x y z

OFF
Accel

without
with

0.0152
0.0143

0.0157
0.0137

0.0223
0.0185

Gyro
without

with
0.0472
0.0356

0.0560
0.0533

0.0421
0.0379

ON
Accel

without
with

0.0522
0.0404

0.1692
0.1448

0.1301
0.0684

Gyro
without

with
0.3484
0.2098

0.2165
0.0636

0.0857
0.0424

Table 2. Standard deviation of IMU measurements with/without VSD.

GNSS sensor TDR 3000 CPT 7

Signal tracking

GPS L1, L2, L5
GLONASS: L1, L2

BeiDou: B1, B2
Galileo: E1, E5
QZSS: L1, L2
SBAS: L1, L5

GPS: L1, L2, L5
GLONASS: L1, L2, L3, L5

BeiDou: B1, B2
Galileo: E1, E5

QZSS: L1, L2, L5
SBAS: L1, L5

NavIC: L5

RTK service Possible (not used) Possible

RTK Position accuracy [m] 0.01 + 1 ppm 0.01 + 1 ppm
Heading accuracy [deg] 0.3 0.08

Convergence time [s] ≤ 30 ≤ 10
Operating temperature [℃] -40 ~ 85 -40 ~ 71

Table 3. Specification of TDR 300 and CPT 7.
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비해 크게 줄어든 것을 확인할 수 있다. 진동 감쇄 장치 성능 실험

에서, 진동 감쇄 장치의 효과는 각속도계에서 효과가 뛰어난 것

을 확인할 수 있으며, 이는 통합 항법 시스템 성능에서 자세 오차

가 크게 줄어든 것을 통해서도 연결지어 확인할 수 있다. 이를 통

해, 설계한 진동 감쇄 장치의 효과는 차량의 자세 결정에 큰 역할

을 하는 것을 알 수 있으며, 자세의 변화가 큰 곡선 구간에서 직선 

구간보다 큰 효과를 거두는 것을 알 수 있다. 

4. concLuSIon

본 논문에서는 약결합 방식의 GNSS/INS 통합 항법 시스템 구

성에 있어서, IMU 측정치의 노이즈가 통합 항법 시스템의 성능에 

미치는 영향을 알아보았다. 특히, 엔진 자동차의 진동에 의한 영

향을 알아보고 이를 줄이기 위하여 직접 설계한 진동 감쇄 장치

를 소개하였다. IMU 센서의 측정치를 통해 진동 감쇄 장치의 성

능을 실험하였으며, 차량의 엔진에 의한 진동이 상당히 줄어든 

것을 확인할 수 있었다. 이렇게 줄어든 노이즈가 통합 항법 시스

템의 미치는 영향을 분석하기 위하여 실제 차량과 센서를 이용하

여 경로를 기록하고, 통합 항법 시스템을 구성하여 진동 감쇄 장

치를 장착하기 전과 후를 비교하였다. 진동 감쇄 장치를 장착한 

결과 위치, 속도, 자세 오차를 줄일 수 있었으며, 특히, 속도와 자

세 부분에서 오차가 크게 감소하였다. 따라서 엔진 자동차 기반 

자율주행 시스템용 통합 항법 시스템 구성 시 진동을 고려한 센

서 장착은 필수적이다. 이와 같은 현상은 엔진 시동에 의한 진동 

영향이 없는 전기차에서는 없을 것으로 판단된다.

APPEndIX

선형화된 INS의 오차모델은 식 (4-9)와 같다 (Titterton & 

Weston 2004).
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식 (4-9)를 이용하여 본 논문에서 구성핚 칼만필터는 식 (10-21)과 같다. 여기서  는 15개의 

오차 상태변수를 나타내고,  는 시스템 행렬,  는 측정 행렬을 나타내며,  는 상태 잡음, 

𝑣𝑣는 측정 잡음이다. 
 

  ̇ =   +   
𝑧𝑧 =   + 𝑣𝑣  (10) 

   
where  = [𝛿𝛿𝛿𝛿 𝛿𝛿𝑉𝑉𝑛𝑛 𝜙𝜙𝑛𝑛 𝐵𝐵𝐴𝐴
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 21     22     23    𝐶𝐶𝑏𝑏      
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03×3 03×3 03×3 03×3 03×3 ]
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with

RMS error axis without with

Position [m]
North
East

Down

1.3980
0.6924
0.9970

0.6646
0.6654
0.9882

Velocity [m/s]
North
East

Down

0.2053
0.1778
0.0703

0.1041
0.1329
0.0827

Attitude [deg]
Roll

Pitch
Yaw

6.3291
5.2024
9.9782

0.7321
0.5428
1.6033

Table 4. RMS error of the GNSS/INS integrated navigation system with/
without VSD.

Fig. 11. Results of the GNSS/INS integrated navigation system.

Fig. 12. RMS error of the GNSS/INS integrated navigation system with/
without VSD.



Dong-Hyuk Park et al.   Effect of VSD for GNSS/INS Integrated Navigation System  125

http://www.ipnt.or.kr

 
APPENDIX 
 
선형화된 INS의 오차모델은 식 (4-9)와 같다 (Titterton & Weston 2004). 

 

 𝛿𝛿�̇�𝐿 = 𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚𝜌𝜌𝑒𝑒
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝛿𝛿𝐿𝐿 + 𝜌𝜌𝑒𝑒

𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝛿𝛿𝑕𝑕 + 1
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝛿𝛿𝑣𝑣𝑛𝑛 (4) 

   
 
 𝛿𝛿𝑙𝑙̇ = 𝜌𝜌𝑛𝑛

cos𝐿𝐿 (tan𝐿𝐿 − 𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 ) 𝛿𝛿𝐿𝐿 + 𝜌𝜌𝑛𝑛sec𝐿𝐿

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 𝛿𝛿𝑕𝑕 + sec𝐿𝐿
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 𝛿𝛿𝑣𝑣𝑒𝑒  (5) 

   
 𝛿𝛿�̇�𝑕 = −𝛿𝛿𝑣𝑣𝑑𝑑 (6) 
   
 𝛿𝛿�̇�𝑣𝑛𝑛 = (𝐶𝐶𝑏𝑏

𝑛𝑛𝑓𝑓𝑏𝑏) × 𝜙𝜙𝑛𝑛 + 𝐶𝐶𝑏𝑏
𝑛𝑛𝛿𝛿𝑓𝑓𝑏𝑏 − (2𝜔𝜔𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑒𝑒𝑛𝑛
𝑛𝑛 ) × 𝛿𝛿�̇�𝑣𝑛𝑛 − (2𝜔𝜔𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑒𝑒𝑛𝑛
𝑛𝑛 ) × 𝑣𝑣𝑛𝑛 − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑛𝑛 (7) 

   
 �̇�𝜙𝑛𝑛 = −𝜔𝜔𝑖𝑖𝑛𝑛

𝑛𝑛 × 𝜙𝜙𝑛𝑛 + 𝛿𝛿𝜔𝜔𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑛𝑛 − 𝐶𝐶𝑏𝑏

𝑛𝑛𝛿𝛿𝜔𝜔𝑖𝑖𝑏𝑏
𝑏𝑏  (8) 

   
 𝛿𝛿𝑓𝑓𝑏𝑏 = 𝐵𝐵𝐴𝐴

𝑏𝑏,  �̇�𝐵𝐴𝐴
𝑏𝑏 = 0,  𝛿𝛿𝜔𝜔𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑏𝑏 = 𝐵𝐵𝐺𝐺
𝑏𝑏,  �̇�𝐵𝐺𝐺

𝑏𝑏 = 0 (9) 
 

식 (4-9)를 이용하여 본 논문에서 구성핚 칼만필터는 식 (10-21)과 같다. 여기서  는 15개의 

오차 상태변수를 나타내고,  는 시스템 행렬,  는 측정 행렬을 나타내며,  는 상태 잡음, 

𝑣𝑣는 측정 잡음이다. 
 

  ̇ =   +   
𝑧𝑧 =   + 𝑣𝑣  (10) 

   
where  = [𝛿𝛿𝛿𝛿 𝛿𝛿𝑉𝑉𝑛𝑛 𝜙𝜙𝑛𝑛 𝐵𝐵𝐴𝐴

𝑏𝑏 𝐵𝐵𝐺𝐺
𝑏𝑏]  (11) 

   

   =

[
 
 
 
  11     12    03×3 03×3 03×3
 21     22     23    𝐶𝐶𝑏𝑏      

𝑛𝑛 03×3
 31     32     33    03×3 −𝐶𝐶𝑏𝑏

𝑛𝑛

03×3 03×3 03×3 03×3 03×3
03×3 03×3 03×3 03×3 03×3 ]

 
 
 
 
 (12) 

   

with  11 =  

[
 
 
 
 𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚𝜌𝜌𝑒𝑒

𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 𝜌𝜌𝑒𝑒
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕

𝜌𝜌𝑛𝑛
cos𝐿𝐿 (tan𝐿𝐿 − 𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕) 0 − 𝜌𝜌𝑛𝑛
cos𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕)

0 0 0 ]
 
 
 
 
 (13) 

   

 (13)
  

  12 =  

[
 
 
 
 1
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 0

0 1
cos𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕) 0

0 0 −1]
 
 
 
 
 (14) 

   

 

 21

=  

[
 
 
 
 
 𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚𝜌𝜌𝑒𝑒

𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑 − (𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 + 2Ω𝑛𝑛)𝑣𝑣𝑒𝑒 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡 0 𝜌𝜌𝑒𝑒
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝜌𝜌𝑑𝑑

(2Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 + 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕)𝑣𝑣𝑛𝑛 − ( 𝜌𝜌𝑛𝑛𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 − 2Ω𝑑𝑑)𝑣𝑣𝑑𝑑 0 𝜌𝜌𝑑𝑑
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑

𝜌𝜌𝑛𝑛
2𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜌𝜌𝑒𝑒

2𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚 − 2Ω𝑑𝑑𝑣𝑣𝑒𝑒 0 𝜌𝜌𝑛𝑛
2 + 𝜌𝜌𝑒𝑒

2 ]
 
 
 
 
 

 (15) 

   

  22 =  

[
 
 
 
 

𝑣𝑣𝑑𝑑
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 2𝜌𝜌𝑑𝑑 + 2Ω𝑑𝑑  −𝜌𝜌𝑒𝑒

−2Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑑𝑑
𝑣𝑣𝑛𝑛tan𝐿𝐿 + 𝑣𝑣𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 2Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛

2𝜌𝜌𝑒𝑒 −2Ωn − 2𝜌𝜌𝑛𝑛 0 ]
 
 
 
 
 (16) 

   

  23 =  [
0 −𝑓𝑓𝑑𝑑 𝑓𝑓𝑒𝑒
𝑓𝑓𝑑𝑑 0 −𝑓𝑓𝑛𝑛
−𝑓𝑓𝑒𝑒 𝑓𝑓𝑛𝑛 0

] (17) 

   

  31 =  

[
 
 
 
 
 
 Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑛𝑛
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕

− 𝜌𝜌𝑒𝑒𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑒𝑒

𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕

−Ω𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 − 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 ]
 
 
 
 
 
 

 (18) 

   

  32 =  

[
 
 
 
 
 
 0 1

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0

− 1
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 0

0 − tan𝐿𝐿
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0]

 
 
 
 
 
 

 (19) 

   

  33 =  [
0 Ω𝑑𝑑 + 𝜌𝜌𝑑𝑑 −𝜌𝜌𝑒𝑒

−Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑑𝑑 0 Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛
𝜌𝜌𝑒𝑒 −Ω𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛 0

] (20) 

   

and  = [𝐼𝐼3𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3
03𝑋𝑋3 𝐼𝐼3𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3

] (21) 

 

 (14)
  

  12 =  

[
 
 
 
 1
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 0

0 1
cos𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕) 0

0 0 −1]
 
 
 
 
 (14) 

   

 

 21

=  

[
 
 
 
 
 𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚𝜌𝜌𝑒𝑒

𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑 − (𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 + 2Ω𝑛𝑛)𝑣𝑣𝑒𝑒 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡 0 𝜌𝜌𝑒𝑒
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝜌𝜌𝑑𝑑

(2Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 + 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕)𝑣𝑣𝑛𝑛 − ( 𝜌𝜌𝑛𝑛𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 − 2Ω𝑑𝑑)𝑣𝑣𝑑𝑑 0 𝜌𝜌𝑑𝑑
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑

𝜌𝜌𝑛𝑛
2𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜌𝜌𝑒𝑒

2𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚 − 2Ω𝑑𝑑𝑣𝑣𝑒𝑒 0 𝜌𝜌𝑛𝑛
2 + 𝜌𝜌𝑒𝑒

2 ]
 
 
 
 
 

 (15) 

   

  22 =  

[
 
 
 
 

𝑣𝑣𝑑𝑑
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 2𝜌𝜌𝑑𝑑 + 2Ω𝑑𝑑  −𝜌𝜌𝑒𝑒

−2Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑑𝑑
𝑣𝑣𝑛𝑛tan𝐿𝐿 + 𝑣𝑣𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 2Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛

2𝜌𝜌𝑒𝑒 −2Ωn − 2𝜌𝜌𝑛𝑛 0 ]
 
 
 
 
 (16) 

   

  23 =  [
0 −𝑓𝑓𝑑𝑑 𝑓𝑓𝑒𝑒
𝑓𝑓𝑑𝑑 0 −𝑓𝑓𝑛𝑛
−𝑓𝑓𝑒𝑒 𝑓𝑓𝑛𝑛 0

] (17) 

   

  31 =  

[
 
 
 
 
 
 Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑛𝑛
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕

− 𝜌𝜌𝑒𝑒𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑒𝑒

𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕

−Ω𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 − 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 ]
 
 
 
 
 
 

 (18) 

   

  32 =  

[
 
 
 
 
 
 0 1

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0

− 1
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 0

0 − tan𝐿𝐿
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0]

 
 
 
 
 
 

 (19) 

   

  33 =  [
0 Ω𝑑𝑑 + 𝜌𝜌𝑑𝑑 −𝜌𝜌𝑒𝑒

−Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑑𝑑 0 Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛
𝜌𝜌𝑒𝑒 −Ω𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛 0

] (20) 

   

and  = [𝐼𝐼3𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3
03𝑋𝑋3 𝐼𝐼3𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3

] (21) 

 

  12 =  

[
 
 
 
 1
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 0

0 1
cos𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕) 0

0 0 −1]
 
 
 
 
 (14) 

   

 

 21

=  

[
 
 
 
 
 𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚𝜌𝜌𝑒𝑒

𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑 − (𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 + 2Ω𝑛𝑛)𝑣𝑣𝑒𝑒 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡 0 𝜌𝜌𝑒𝑒
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝜌𝜌𝑑𝑑

(2Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 + 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕)𝑣𝑣𝑛𝑛 − ( 𝜌𝜌𝑛𝑛𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 − 2Ω𝑑𝑑)𝑣𝑣𝑑𝑑 0 𝜌𝜌𝑑𝑑
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑

𝜌𝜌𝑛𝑛
2𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜌𝜌𝑒𝑒

2𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚 − 2Ω𝑑𝑑𝑣𝑣𝑒𝑒 0 𝜌𝜌𝑛𝑛
2 + 𝜌𝜌𝑒𝑒

2 ]
 
 
 
 
 

 (15) 

   

  22 =  

[
 
 
 
 

𝑣𝑣𝑑𝑑
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 2𝜌𝜌𝑑𝑑 + 2Ω𝑑𝑑  −𝜌𝜌𝑒𝑒

−2Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑑𝑑
𝑣𝑣𝑛𝑛tan𝐿𝐿 + 𝑣𝑣𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 2Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛

2𝜌𝜌𝑒𝑒 −2Ωn − 2𝜌𝜌𝑛𝑛 0 ]
 
 
 
 
 (16) 

   

  23 =  [
0 −𝑓𝑓𝑑𝑑 𝑓𝑓𝑒𝑒
𝑓𝑓𝑑𝑑 0 −𝑓𝑓𝑛𝑛
−𝑓𝑓𝑒𝑒 𝑓𝑓𝑛𝑛 0

] (17) 

   

  31 =  

[
 
 
 
 
 
 Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑛𝑛
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕

− 𝜌𝜌𝑒𝑒𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑒𝑒

𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕

−Ω𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 − 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 ]
 
 
 
 
 
 

 (18) 

   

  32 =  

[
 
 
 
 
 
 0 1

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0

− 1
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 0

0 − tan𝐿𝐿
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0]

 
 
 
 
 
 

 (19) 

   

  33 =  [
0 Ω𝑑𝑑 + 𝜌𝜌𝑑𝑑 −𝜌𝜌𝑒𝑒

−Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑑𝑑 0 Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛
𝜌𝜌𝑒𝑒 −Ω𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛 0

] (20) 

   

and  = [𝐼𝐼3𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3
03𝑋𝑋3 𝐼𝐼3𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3

] (21) 

 

 

(15)

  

 

  12 =  

[
 
 
 
 1
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 0

0 1
cos𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕) 0

0 0 −1]
 
 
 
 
 (14) 

   

 

 21

=  

[
 
 
 
 
 𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚𝜌𝜌𝑒𝑒

𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑 − (𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 + 2Ω𝑛𝑛)𝑣𝑣𝑒𝑒 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡 0 𝜌𝜌𝑒𝑒
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝜌𝜌𝑑𝑑

(2Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 + 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕)𝑣𝑣𝑛𝑛 − ( 𝜌𝜌𝑛𝑛𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡
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−Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑑𝑑 0 Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛
𝜌𝜌𝑒𝑒 −Ω𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛 0

] (20) 

   

and  = [𝐼𝐼3𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3
03𝑋𝑋3 𝐼𝐼3𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3

] (21) 

 

 

(19)
  

 

  12 =  

[
 
 
 
 1
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 0

0 1
cos𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕) 0

0 0 −1]
 
 
 
 
 (14) 

   

 

 21

=  

[
 
 
 
 
 𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚𝜌𝜌𝑒𝑒

𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑 − (𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 + 2Ω𝑛𝑛)𝑣𝑣𝑒𝑒 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡 0 𝜌𝜌𝑒𝑒
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝜌𝜌𝑑𝑑

(2Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 + 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕)𝑣𝑣𝑛𝑛 − ( 𝜌𝜌𝑛𝑛𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 − 2Ω𝑑𝑑)𝑣𝑣𝑑𝑑 0 𝜌𝜌𝑑𝑑
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑

𝜌𝜌𝑛𝑛
2𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜌𝜌𝑒𝑒

2𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚 − 2Ω𝑑𝑑𝑣𝑣𝑒𝑒 0 𝜌𝜌𝑛𝑛
2 + 𝜌𝜌𝑒𝑒

2 ]
 
 
 
 
 

 (15) 

   

  22 =  

[
 
 
 
 

𝑣𝑣𝑑𝑑
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 2𝜌𝜌𝑑𝑑 + 2Ω𝑑𝑑  −𝜌𝜌𝑒𝑒

−2Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑑𝑑
𝑣𝑣𝑛𝑛tan𝐿𝐿 + 𝑣𝑣𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 2Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛

2𝜌𝜌𝑒𝑒 −2Ωn − 2𝜌𝜌𝑛𝑛 0 ]
 
 
 
 
 (16) 

   

  23 =  [
0 −𝑓𝑓𝑑𝑑 𝑓𝑓𝑒𝑒
𝑓𝑓𝑑𝑑 0 −𝑓𝑓𝑛𝑛
−𝑓𝑓𝑒𝑒 𝑓𝑓𝑛𝑛 0

] (17) 

   

  31 =  

[
 
 
 
 
 
 Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑛𝑛
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕

− 𝜌𝜌𝑒𝑒𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑒𝑒

𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕

−Ω𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 − 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 ]
 
 
 
 
 
 

 (18) 

   

  32 =  

[
 
 
 
 
 
 0 1

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0

− 1
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 0

0 − tan𝐿𝐿
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0]

 
 
 
 
 
 

 (19) 

   

  33 =  [
0 Ω𝑑𝑑 + 𝜌𝜌𝑑𝑑 −𝜌𝜌𝑒𝑒

−Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑑𝑑 0 Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛
𝜌𝜌𝑒𝑒 −Ω𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛 0

] (20) 

   

and  = [𝐼𝐼3𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3
03𝑋𝑋3 𝐼𝐼3𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3

] (21) 

 

 

(20)  

and

 

  12 =  

[
 
 
 
 1
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 0

0 1
cos𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕) 0

0 0 −1]
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=  

[
 
 
 
 
 𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚𝜌𝜌𝑒𝑒

𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑 − (𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 + 2Ω𝑛𝑛)𝑣𝑣𝑒𝑒 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡 0 𝜌𝜌𝑒𝑒
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝜌𝜌𝑑𝑑

(2Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 + 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕)𝑣𝑣𝑛𝑛 − ( 𝜌𝜌𝑛𝑛𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 − 2Ω𝑑𝑑)𝑣𝑣𝑑𝑑 0 𝜌𝜌𝑑𝑑
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 𝑣𝑣𝑑𝑑

𝜌𝜌𝑛𝑛
2𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜌𝜌𝑒𝑒

2𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚 − 2Ω𝑑𝑑𝑣𝑣𝑒𝑒 0 𝜌𝜌𝑛𝑛
2 + 𝜌𝜌𝑒𝑒

2 ]
 
 
 
 
 

 (15) 

   

  22 =  

[
 
 
 
 

𝑣𝑣𝑑𝑑
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 2𝜌𝜌𝑑𝑑 + 2Ω𝑑𝑑  −𝜌𝜌𝑒𝑒

−2Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑑𝑑
𝑣𝑣𝑛𝑛tan𝐿𝐿 + 𝑣𝑣𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 2Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛

2𝜌𝜌𝑒𝑒 −2Ωn − 2𝜌𝜌𝑛𝑛 0 ]
 
 
 
 
 (16) 

   

  23 =  [
0 −𝑓𝑓𝑑𝑑 𝑓𝑓𝑒𝑒
𝑓𝑓𝑑𝑑 0 −𝑓𝑓𝑛𝑛
−𝑓𝑓𝑒𝑒 𝑓𝑓𝑛𝑛 0

] (17) 

   

  31 =  

[
 
 
 
 
 
 Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑛𝑛𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑛𝑛
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕

− 𝜌𝜌𝑒𝑒𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑒𝑒

𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕

−Ω𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛 sec2 𝐿𝐿 − 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0 − 𝜌𝜌𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 ]
 
 
 
 
 
 

 (18) 

   

  32 =  

[
 
 
 
 
 
 0 1

𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0

− 1
𝑅𝑅𝑚𝑚 + 𝑕𝑕 0 0

0 − tan𝐿𝐿
𝑅𝑅𝑡𝑡 + 𝑕𝑕 0]

 
 
 
 
 
 

 (19) 

   

  33 =  [
0 Ω𝑑𝑑 + 𝜌𝜌𝑑𝑑 −𝜌𝜌𝑒𝑒

−Ω𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑑𝑑 0 Ω𝑛𝑛 + 𝜌𝜌𝑛𝑛
𝜌𝜌𝑒𝑒 −Ω𝑛𝑛 − 𝜌𝜌𝑛𝑛 0

] (20) 

   

and  = [𝐼𝐼3𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3
03𝑋𝑋3 𝐼𝐼3𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3 03𝑋𝑋3

] (21) 
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