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초등 수학 개방형 과제의 해법 공간 분석 연구*

김남균(청주교육대학교, 교수)✝․김수지(개신초등학교, 교사)․송동현(종촌초등학교, 교사)

오민영(연서초등학교, 교사)․이현정(샛별초등학교, 교사)

본 연구의 목적은 개방형 과제의 해법 공간을 분석하는

틀을 개발하고 그 유용성과 적용 가능성을 학생들의 해법

공간 분석 사례를 바탕으로 탐색하는 것이다. 문헌검토와

선행연구를 바탕으로, 학생들의 개방형 과제의 해법을 구

조적으로 분석하는 틀로 결과 공간(Outcome spaces), 방

법 공간(Method spaces), 표현 공간(Representation

spaces)의 하위 공간으로 조직화한 해법 공간 분석 틀

(OMR-framework)을 개발하였다. 약수와 배수 주제의 개

방형 과제 유형 중 역 과제와 구성활동적 과제를 개발하

고 초등학교 5～6학년 학생 181명에게 과제를 해결하게

하였다. 해법 공간 분석 틀(OMR-framework)을 적용하여

학생들의 해법 공간을 분석한 결과, 해법 공간과 방법 공

간에서 역과제와 구성활동적 과제에 대한 학생의 약수와

배수 개념 이해의 특성과 문제해결에서 사용되는 가역적

인 사고 및 조작과 구성의 사고 방법을 알 수 있었다. 그

리고, 학생의 표현 공간에서 형식적인 수학적 표현 외에

학생들이 구성한 비형식적인 다양한 표현 방식을 분석할

수 있었다. 학생들이 해결한 것을 결과, 방법, 표현의 관점

에서 해결의 특징을 분석할 수 있을 뿐 아니라 해법 공간

을 이루는 결과 공간, 방법 공간, 표현 공간 사이의 연결

성도 탐색할 수 있었다.

I. 서론

고차원적인 사고와 수학 역량을 기르는 것을 목표

로 하는 수학 수업에서는 개방형 과제가 많이 활용된

다. 개방형 과제란 학생들이 다양한 해법을 구성할 수

있는 과제를 말한다. 개방형 과제에 대해 학생들이 구

성한 해법은 해결 결과의 양과 질에서 다양하거나 해

결 방법이 다양할 수 있다. Becker와 Shimada(2004)에
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따르면 개방형 교수법은 개방형 과제를 과제로 제시하

여 그곳에 내재하는 해법의 다양성을 이용하여 수업을

전개하고, 학생들이 이전에 학습했던 자신의 지식, 기

능, 사고 방법을 결합함으로써 뭔가 새로운 것을 발견

하는 경험을 제공하는 수학지도 방법이다. 김남균

(2019)에 의하면, 개방형 교수법에서 중요한 것은 과제

뿐만 아니라 과제를 해결하는 과정에 학생들이 적극적

이고 창의적으로 해결하도록 돕는 교사의 안내이다.

그런데 Bingolbali(2011)는 교사들이 다양한 해법들에

익숙하지 않고 개방형 과제에 대한 학생들의 다양한

해법을 분류하고 평가하거나 옳은지 그른지 판단하는

데 어려움이 있다고 하였다.

개방형 과제와 개방형 교수법에 관한 선행연구를

살펴보면 개방형 과제를 이용하여 학생의 수학적 창의

성을 평가할 수 있고 개방형 교수법을 활용하여 학생

의 창의성을 신장시킬 수 있음을 연구하고 보고한 연

구가 다수이다. 개방형 과제에 대한 학생의 해법을

Leikin(2009a)의 수학적 창의성 측정 모델을 사용하여

분석하고 채점한 연구(e.g. 하수현, 이광호, 2014; 이대

현, 2014)와 개방형 과제의 일종인 다중해법 과제에서

학생들이 제시한 다중해법의 질적 차이를 분석한 연구

(e.g. 백동현, 이경화, 2017) 등이 그 예이다. 근래에는

수학학습과 창의성 신장에 개방형 과제가 유용함을 바

탕으로 개방형 교수법으로 수업하는 교사의 전문성 신

장에 관한 연구(e.g. 김남균, 2019)가 이루어졌다.

김남균(2019)은 교사들은 개방형 교수법을 시도하고

적용하는 데 있어 이론적 이해는 어렵지 않았지만, 실

제 수업 실행에 어려움을 겪었으며 학생의 반응을 검

토하고 관련 연구를 참고하여 학생의 사고를 확장하는

활동을 수업에 추가 보완해야 한다고 주장하였다. 그

런데 개방형 과제에 대한 학생의 해법을 분석한 연구

(e.g. 박화영, 김수환, 2006; 김은혜, 박만구, 2011; 백동

현, 이경화, 2017)는 주로 학생의 과제해결 전략을 분

석하였으며 해법의 특징을 분석하여 학생의 이해를 탐
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색하는 논의는 많지 않았다. 그리고 연구자마다, 과제

마다 학생의 해법을 분석하는 방법에 차이가 있었다.

Leikin(2007)은 개방형 과제의 해결 과정을 다양한

측면에서 분석하고자 해법 공간(Solution spaces) 개념

을 제안하였다. Leikin(2009b)은 해법 공간을 교사가

수업을 계획할 때 활용할 수 있으며 해법 공간 분석을

통해 학생의 수학적 지식, 문제해결, 창의성 면의 특징

을 알 수 있다고 하였다. 개방형 과제를 탐구하는 학

생들의 학습 기회가 많아지도록 하는 데 있어 학생들

의 해법을 체계적이고 일관되게 분석하고 분석한 결과

를 바탕으로 학생의 이해를 탐색할 필요가 있다. 이때

Leikin(2007, 2009a, 2009b)의 해법 공간 개념은 개방형

과제에 대한 학생들의 다양한 해법을 분석하고 해법의

특징과 학생의 이해를 파악에 도움이 될 것이다.

이와 같은 필요성에 따라 본 연구에서는 개방형 과

제의 해법 공간을 분석하는 틀을 개발한 다음 그 유용

성과 적용 가능성을 탐색하는 연구를 수행하였다. 개

방형 과제 중에서 약수와 배수 주제의 역 과제와 구성

활동적 과제를 개발하고, 문헌검토와 선행연구를 토대

로 해법 공간 분석 틀을 개발하였다. 개발한 해법 공

간 분석 틀을 적용하여 실제 학생의 개방형 과제 해결

사례를 분석하여 유용성과 적용 가능성을 탐색하였다.

본 연구를 통해 개방형 과제에 대한 학생 해법을 체계

적으로 분석하는 방법을 제안하고 궁극적으로 개방형

과제의 활용과 개방형 교수법 실행에 도움이 되고자

한다.

II. 이론적 배경

본 장에서는 개방형 과제의 의미와 특징을 살펴본

다음 해법 공간의 의미와 특징을 탐색한다. 개방형 과

제의 개발과 해법 공간 분석 틀 개발에 대한 시사점을

얻기 위함이다. 해법 공간의 구성은 수학적 내용과 수

학적 사고가 두루 영향을 주기 때문에 본 연구의 범위

인 역 과제와 구성활동적 과제의 해결 관련 사고에 관

한 선행연구를 살펴보았다.

1. 개방형 과제의 의미와 특징

개방형 과제에 대한 정의에 관한 서술은 연구자마

다 차이가 있지만, 그 의미에서 공통된 부분을 찾을

수 있다. 권오남 외(2005)와 신인선과 김시명(2006)은

개방형 문제를 출발 상황은 명확하지만, 목표 상황에

해당하는 정답은 여러 가지인 문제로 정의하였다. 이

대현(2008)은 개방형 문제가 다양한 문제해결 전략이

나 다양한 해가 존재하는 문제라고 하였다. 김은혜, 박

만구(2011)는 개방형 문제를 문제 접근방법에 따라 다

양한 해결 전략을 이용하여 여러 가지 답을 산출할 수

있는 문제라고 하였다. 선행연구를 종합하여 볼 때, 개

방형 과제의 의미는 ‘과제를 해결하는 과정이나 해결

한 결과가 다양할 수 있는 과제’라고 할 수 있다.

Pehkonen(1997, as cited in 백동현, 이경화, 2017)은

문제의 출발 상황과 목표 상황을 구분할 때, 넓은 의

미의 개방형 문제(open problem)란 출발 상황이나 목

표 상황이 열린 문제를 의미하며, 수학 수업에서 주로

쓰이는 좁은 의미의 개방형 문제(open-ended problem)

란 출발 상황은 닫혀 있지만, 목표 상황은 열려있는

문제라고 하였다. 이때 목표 상황의 개방을 두 가지로

세분화할 수 있는데, 답이 여러 개인 상황과 답은 하

나지만 해결 과정이 열려있는 상황이다(백동현, 이경

화, 2017). 본 연구에서 사용한 개방형 과제는 좁은 의

미의 개방형(open-ended)이며 그 중 답이 여러 개인

과제이다.

선행연구에서 밝힌 개방형 과제의 특징은 수학적

사고, 능력, 태도 등에 관한 것이 있다. 권오남 외

(2005)와 신인선, 김시명(2006)에 따르면 개방형 문제

의 특징은 학생들이 다양한 접근방식 중 적절한 것을

선택하고 그 이유를 설명할 수 있으며 다양한 사고와

고차원적 사고력을 발휘할 수 있다. 이대현(2008)에 의

하면 개방형 문제는 문제해결자의 수학적 능력이나 특

성에 따라 다양한 반응이 가능하다는 특징이 있다.

Nodda(1995, as cited in 권오남 외, 2005)는 개방형 문

제는 정형화되어 있지 않기 때문에 모든 학생에게 적

합하고 친숙하며 흥미롭고 문제해결 후 성취감을 느낄

수 있으며 학생 수준에 따라 변화 가능하다고 밝혔다.

坪田耕三(1993, as cited in 정동권, 1996)는 개방형

문제의 유형을 여섯 가지로 분류하였는데, 관계나 법

칙을 찾아내는 문제, 분류하는 문제, 수량화의 문제, 역

문제, 조건 불비의 문제, 구성활동적 문제가 그것이다.

본 연구에서 사용한 과제는 역 과제와 구성활동적 과

제이며 각 과제의 의미와 특징은 다음과 같다.
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가. 역 과제의 의미와 특징

Krutetskii(2014)는 역 문제를 순행 문제와 대비되는

개념으로 제시하였다. 역 문제는 순행 문제와 그 주제

는 같으나 순행 문제의 미지수가 조건으로 주어지고,

순행 문제의 조건 중 일부가 미지수로 바뀐 문제이다.

역 문제의 특징은 문제해결자의 사고과정을 역방향으

로 바꾼다는 점이다. 이때 순행 문제의 조건이 역 문

제의 미지수로 바뀌면서 열렸기 때문에 문제해결자는

다양한 길을 통해 역행할 수 있다. 즉 역 과제에서는

도착지 또는 도착 과정이 다양하므로 해법의 다양성이

확보된다.

Krutetskii(2014)에 따르면 조건 부족 문제는 문제해

결에 필요한 정보 자체가 부족하게 주어졌기 때문에

정보 수집에 관한 사고를 관찰하고자 할 때 사용된다.

그런데 역 문제는 문제해결에 필요한 정보는 문제에

주어졌다고 보고 정보 수집보다는 정보 처리에 관한

사고를 관찰할 때 사용된다. 한 문제가 한 유형과 일

대일 대응되지 않을 수 있으며 관찰자의 의도에 따라

문제의 유형은 정해질 수 있다. 예를 들어, 임송현

(2014)은 넓이가 36㎠인 직사각형의 둘레를 구하는 문

제를 조건 부족 문제라고 하였고, 김은혜, 박만구(2011)

는 넓이가 48㎠인 평면도형을 10개 그리는 문제를 역

문제이면서 구성활동적 문제라고 보았다. 수학 교과서

에서는 보통 주어진 길이를 사용하여 넓이를 구하도록

하므로 거꾸로 넓이가 주어진 점에서 역 문제로 파악

할 수 있다. 문제해결에 필요한 길이 조건을 문제해결

자가 넓이 값을 고려하여 정해야 하기 때문에 조건 부

족 문제로 볼 수도 있다.

나. 구성활동적 과제의 의미와 특징

坪田耕三(1993, as cited in 정동권, 1996)에 따르면

구성활동적 문제에서 구성활동이란 실제로 학생이 어

떤 것을 만들어 보게 하는 활동이다. 구성활동의 예에

는 입체도형의 전개도를 자유롭게 접어보고 입체도형

을 구성하는 활동, 한 변의 길이가 주어진 이등변삼각

형을 기하판 위에 구성하는 활동 등이 있다. 다만, 구

성활동이 교구를 사용한 실물 제작을 의미하는 것은

아니다.

고은성 외(2008)는 구성활동이란 표현을 정다면체를

직접 제작하고 그 특징을 탐구하여 정다면체의 정의를

구성한다고 할 때 사용하였다. 임재훈(2012)은 구성활

동이란 표현을 넓이 모델과 길이 모델을 사용하여 분

수의 곱셈 알고리즘을 구성한다고 할 때 사용하였다.

구성활동에서 구성의 대상은 실물이 아닌 수학적 정의,

성질, 알고리즘 등일 수 있고 구성활동에 반드시 조작

교구를 사용해야 하는 것도 아님을 알 수 있다.

정두영, 김도상(2000)은 수학 교수 학습 과정에서

구체적인 조작 활동을 통해 학생이 스스로 지식을 구

성(construction)할 수 있다고 표현하였다. 신동선, 류

희찬(1998, 양은경, 신재홍, 2014에서 재인용)에 따르면

현재의 기하 교육은 연역적 증명에 강조를 두고 있으

나 기하학적 개념이나 원리들이 학생들에게 의미 있게

이해되는 것이 중요한바, 이를 위해서는 학생들이 연

역 이전에 수학적 지식을 탐구하는 ‘구성’의 과정이 필

요하다. 본 연구의 구성활동적 과제는 김연주, 나귀수

(2009)의 연구처럼 학생들로 하여금 어떤 것을 실제로

만들거나 그리는 등 구성하여 해결하거나 구성한 과정

을 종합 반성하여 문제해결에 타당하게 접근하도록 하

는 과제를 말한다.

2. 해법 공간과 해법 공간 분석

이 부분에서는 예 공간의 개념을 바탕으로 해법 공

간의 개념을 탐색한다. 그리고 해법 공간 개념을 적용

하여 학생들의 해법을 분석하는 방법에 관한 선행연구

를 살펴보고 해법 공간 분석 틀에 관한 시사점을 도출

한다.

가. 해법 공간의 의미와 특징

Leikin과 Levav-Waynberg(2008, Tsamir et al.,

2010에서 재인용)는 해법 공간(Solution spaces)을 개

인, 집단, 또는 전문가가 보유한 문제에 대한 해법의

모음(collection)을 나타내는 것으로 정의하였다.

Leikin(2007)은 개방형 과제의 일종인 다중해법 과제에

대한 학생들의 다양한 해법을 분석하면서, Watson과

Mason(2005)의 예 공간 개념을 확장하여 학생의 수학

적 창의성을 측정에 해법 간 개념을 제안하였다. 해법

공간에 관한 연구는 예 공간 연구에 비해 매우 적게

이루어졌다. 해법 공간의 의미와 특징을 예 공간에 관

한 선행 연구에서 살펴보는 것이 적절해 보인다.

우선 Watson과 Mason(2015)의 예 공간 개념과 학

생들의 예 공간 구성에 관한 연구(e.g. 오민영, 2020;
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오민영, 김남균, 2021)를 살펴보면, 예 공간은 서로 관

계있는 예들로 채워진 구조물로서 예들의 단순한 모임

은 아니다. 해법 공간을 이루는 해법들은 서로 관련이

있으며 따라서 해법들 사이 연결성을 분석할 필요가

있다. 선행연구(e.g. Leikin, 2009a, 2009b)에서는 해법

공간의 특징 탐색 연구에서 다양한 해법을 분석하였지

만 다양한 해법의 연결지어 관련성과 특징을 도출하지

않은 것으로 보인다.

둘째, 예 공간은 개인적이고 상황적이기 때문에 예

공간을 구성하는 사람과 상황에 따라 구성된 예 공간

은 달라질 수 있다. Leikin과 Lev(2013)의 연구에 따르

면 해법 공간은 과제 의존적이다. 오민영(2020)은 학생

들은 과제설계에 따라 스스로 예 공간을 구성하고 확

장할 수 있다고 보았다. 따라서 과제를 제시하고 학생

들이 해법 공간을 원활하게 구성할 수 있게 안내하는

교사의 역할이 중요하다.

셋째, 사다리꼴 넓이 공식 탐구 학습과정에서 학생

들이 생성한 예를 분석한 연구(오민영, 김남균, 2021)

를 보면 예 공간을 구성하는 과정에서 학생들은 귀납

적으로 예들에 담긴 일반성을 포착하기도 하고 포괄성

이 높은 일반적인 예를 생산해 내기도 하였다. 마찬가

지로 개방형 과제에 대한 학생의 다양한 해법도 일반

성과 효용성에서 차이가 있을 것이며, 해법 공간을 이

루는 해법 중 포괄성이 높은 해결 방법과 해결 결과의

특징에 주목할 필요가 있다.

나. 해법 공간 분석

개방형 과제에 대한 학생의 다양한 해법을 분석한

선행연구(e.g. 박화영, 김수환, 2006; 김은혜, 박만구,

2011; 백동현, 이경화, 2017)는 대부분 결과가 한 가지

이고, 방법이 여러 가지인 개방형 과제를 사용하였다.

선행연구에서 해법 분석은 방법에 대한 분석이 주를

이루고, 과제와 연구자에 따라 분석방법이 일관되지

않았다. 해법의 다양성을 수업에서 적극적으로 이용하

기 위해서는 해법을 다양한 측면에서 체계적이고 일관

되게 분석하는 방법이 필요하다.

Leikin(2009a)에서 학생들의 해법 공간을 분석한 방

법을 살펴보면 다음과 같다. 서로 다른 해법으로 분류

되는 기준은 크게 수학적 개념을 다르게 표현한 경우

와 서로 다른 수학적 성질을 사용한 경우이다. 즉,

Leikin(2009a)는 수학적 표현과 수학적 성질을 바탕으

로 해법 공간을 분석했음을 알 수 있다. 그런데 해법

공간은 과제 의존적 특성이 있으므로 Leikin(2009a)이

사용하는 과제의 특성을 살펴볼 필요가 있다. Leikin의

연구(e.g. Leikin, 2007; 2009a; 2009b, Leikin & Lev,

2013)에서 사용되는 다중해법 과제(Multiple solution

tasks)는 개방형 과제의 일종이지만 답이 하나이고 그

답을 내기 위한 과정이 여러 개인 과제이다. 본 연구

에서 사용하는 개방형 과제는 답이 여러 개인 개방형

과제이기 때문에 차이가 있다.

Tsamir et al.(2010)은 해결한 결과와 해결하는 방법

이 모두 다양한 개방형 과제의 해법 공간을 분석하는

틀을 제안하였다. Tsamir et al.(2010)은 해법 공간 개

념을 두 가지로 세분화하였는데 하나는 결과 공간

(Outcome spaces)이고 다른 하나는 방법 공간(Method

spaces)이다. 과제에 대한 해법(Solutions)은 결과

(Outcomes)와 결과를 내기 위해 쓰인 방법(Methods)

으로 이루어진다는 점을 바탕으로 결과 공간과 방법

공간을 새롭게 정의하였다. Tsamir 등(2010)은 학생들

이 구성한 결과 공간과 방법 공간을 각각 분석한 다음

결과 공간과 방법 공간을 연결 지어 교차 분석하였다.

Tsamir et al.(2010)의 연구는 5, 6세의 유아들의 해법

을 대상으로 한 연구였지만, 답이 여러 개인 과제의

해법 공간을 분석한 최근 연구(e.g. Bingölbali &

Bingölbali, 2020)에서도 결과 공간과 방법 공간의 개념

이 초등학생 대상으로 적용되었다. 따라서 Tsamir et

al.(2010)의 결과 공간, 방법 공간 개념이 유용하며 초

등학생의 해법을 대상으로도 적용 가능함을 알 수 있

다. 한편 Tsamir et al.(2010)에서 과제의 적용은 면담

을 통해 이뤄졌기 때문에 학생의 수학적 표현을 수집

분석되지 않은 것으로 보이다. 해법 공간 분석 연구(예

e.g. Leikin, 2009a)에서는 학생들의 표현에 초점을 두

어 분석한 바 있다. 본 연구에서는 검사지를 수집하고

학생들의 지필 기록을 바탕으로 학생들의 해법 공간을

분석하기 때문에 Tsamir et al.(2010)의 연구 방법과

차이가 있다. Palmér와 van Bommel(2018)은 조합 과

제에 대한 학생들의 해법을 조합 체계와 표현의 관점

에서 분석하였으며 해법 공간 분석은 학생들이 지필

기록한 자료를 토대로 이뤄졌다. 따라서 본 연구와 같

이 검사지의 기록을 바탕으로 학생들의 해법 공간을

분석하는 경우 Leikin(2009a), Palmér와 van

Bommel(2018)의 제안대로 해법의 표현을 분석할 필요
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가 있다. 표현은 일반적으로 맥락적, 시각적, 언어적,

신체적, 상징적 표현으로 분류되는데(NCTM, 2014,

p25), 본 연구에서 표현이란 Leikin(2009a), Palmér와

van Bommel(2018)의 표현과 같이 시각적, 상징적 표

현을 의미한다.

종합해 보면, 결과는 하나이지만 해결 방법이 여러

개인 과제의 경우 방법에 초점을 두어 해법 공간을 분

석할 수 밖에 없다. 반면에 결과와 방법이 둘 다 개방

된 과제의 경우 해법 공간 분석은 결과와 방법에 대해

모두 이뤄져야 한다. 해결한 결과와 방법을 다양하게

표현할 수 있으므로, 학생이 해결 결과를 기록한 경우

에는 학생 해결의 수학적 표현도 분석할 필요가 있다.

따라서 해법을 결과(Outcomes), 방법(Methods), 표현

(Representations)으로 나누어 분석하는 것은 해법 공

간에 대한 체계적인 접근으로 적절하고 유용하다고 판

단된다.

이상과 같은 이론적 검토를 토대로 본 연구에서는

해법 공간을 결과 공간(Outcome spaces), 방법 공간

(Method spaces), 표현 공간(Representation spaces)으

로 구조화하여 개방형 과제에 대한 학생의 해법을 분

석하였다. [그림 1]은 본 연구에서 구조화한 해법 공간

분석 틀로 OMR-framework이라고 명명하고자 한다.

[그림 1] 해법 공간 분석 틀(OMR-framework)

분석 틀의 OMR은 해결 결과(Outcome)를 의미하는

O, 해결 방법(Method)를 의미하는 M, 표현

(Representation)을 의미하는 R을 결합한 것이다.

OMR-framework은 해법 공간을 결과 공간(O-

spaces), 방법 공간(M-spaces), 표현 공간(R-spaces)으

로 나누어 분석함을 의미한다. 결과(O)란 답과 해결

과정이 여러 가지인 개방형 과제를 해결하여 찾을 수

있는 복수의 결과들을 의미한다. 방법(M)이란 그러한

결과들을 내기 위해 행해진 여러 가지 방법들로 한 결

과를 내기 위해 한 가지 이상의 방법들이 사용될 수

있고 한 가지 방법을 사용하여 여러 개의 결과를 낼

수도 있다. 표현(R)이란 결과와 방법에 대한 표현으로

한 학생이 한 가지 이상의 표현을 사용할 수 있다.

Ⅲ. 연구 방법

1. 연구 절차

본 연구 내용은 개방형 과제의 해법 공간을 분석하

는 틀을 개발하고 약수와 배수 주제의 역 과제와 구성

활동적 과제에 적용하여 분석 틀의 유용성과 적용 가

능성을 탐색하는 것이다. 연구의 수행을 위하여 먼저

개방형 과제에 관한 연구와 해법 공간 및 해법 공간

분석에 관한 연구를 검토하였다. 문헌검토 결과를 바

탕으로 개방형 과제와 해법 공간 분석 틀을 개발하였

다. 본 연구에서 개발한 개방형 과제를 초등학교 5, 6

학년 학생 69명에게 적용하여 예비 검사하고, 예비 검

사결과를 토대로 개방형 과제와 해법 공간 분석 틀을

수정하였다. 수정한 개방형 과제를 초등학교 5, 6학년

학생 181명에게 적용하여 본 검사하고 해법 공간 분석

틀을 확정하였다. 본 검사결과를 바탕으로 본 연구에

서 개발한 해법 공간 분석 틀에 따라 학생들이 구성한

해법 공간을 분석하였다. 앞서 서술한 연구의 절차를

요약하면 [그림 2]와 같다.

문헌검토 개방형 과제 연구 해법 공간(분석) 연구

⇩ ⇩

개발 개방형 과제 개발 해법 공간 분석 틀 개발

⇩ ⇩

예비 검사 개방형 과제 수정 해법 공간 분석 틀 수정

⇩

본 검사 해법 공간 분석 틀 확정

⇩

자료 분석 학생 해법 공간 분석

[그림 2] 연구 절차

2. 연구대상

본 연구의 대상은 본 검사에 참여한 초등학교 5, 6

학년 학생 181명이다. 예비 검사는 S시의 J초등학교와
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C시의 G초등학교 5, 6학년 학생 69명을 대상으로 이루

어졌다. 본 검사는 S시의 J초등학교, C시의 G초등학교

와 J초등학교 5, 6학년 학생 181명을 대상으로 진행하

였다. 본 검사 대상인 181명은 예비 검사 대상과 다른

학생들이다. 기초학력 진단검사 결과 기준 점수에 미

달한 학생 수는 S시 J 초등학교의 경우 5학년 1개 반

이 1명, 나머지 3개 반은 0명이다. C시의 G 초등학교

의 경우 학급당 0～2명이었고, C시의 J 초등학교의 경

우 2명이었다. 세 학교는 교육열이 심하지도, 부족하지

도 않은 지역에 위치하며 보통의 학력 수준이라는 평

을 받는다.

본 검사에 참여한 학생들이 약수와 배수 단원을 학

습한 시기는 5학년의 경우 본 검사 한 달 전, 6학년의

경우 본 검사 일 년 전이다. 본 검사에 참여한 학생들

의 소속과 수는 [표 1]과 같다.

소속 수 (n=181)

S시, J초등학교
5학년 2개 학급 (n=48)

6학년 2개 학급 (n=42)

C시, G초등학교
5학년 1개 학급 (n=23)

6학년 2개 학급 (n=42)

C시, J초등학교 6학년 1개 학급 (n=26)

[표 1] 연구대상

3. 개방형 과제 개발: 역 과제와 구성활동적 과제

개방형 과제의 다양한 해법을 살펴보면 한 과제가

여러 가지 수학 주제와 관련 있음을 알 수 있다. 이

때문에 교사들은 개방형 과제를 수업의 어느 시점에서

사용해야 할지, 영재 학생이 아닌 일반 학생들을 대상

으로도 개방형 과제를 적용할 수 있을지 의문을 가질

수 있다. 이에 본 연구에서는 일반 학생들을 대상으로

한 약수와 배수 단원 수업에서 개방형 과제를 활용할

수 있도록 약수와 배수를 주제로 하는 개방형 과제를

개발 및 적용하였다. 적어도 약수와 배수 수업에서 본

연구에서 개발한 약수와 배수를 주제로 한 개방형 과

제를 적용할 수 있다고 가정한 것이다. 물론 본 과제

들은 약수와 배수 이외의 지식, 기능을 사용하여도 해

결할 수 있다는 점에서 여전히 개방형 과제의 특징에

부합한다.

본 연구의 참여자들은 일반 학생들이므로 개방형

과제를 개발하기 위해 먼저 2015 개정 교육과정에 따

른 수학 교과서 5학년 1학기 2. 약수와 배수 단원을

분석하였다. 분석 결과 교과서에는 개방형 과제가 충

분하지 않았고 제시된 개방형 과제도 관계나 법칙을

찾는 과제 유형에 한정되어 있었다. 이에 본 연구에서

개발하고 예비 검사를 통해 수정한 역 과제와 구성활

동적 과제는 각각 [그림 3]과 [그림 4]와 같다.

[그림 3] 개방형 역 과제

[그림 3]에 제시된 역 과제는 공배수가 24인 두 수

의 쌍을 가능한 한 많이 쓰는 과제로 두 수가 주어질

때 두 수의 공배수를 찾는 순행 과제와 짝을 이룬다.

학생들은 순행 과제를 교과서를 통해 익히 접하였고

이런 경우 Krutetskii(2014)에 따르면 역 과제는 순행

과제와 따로 제시될 수 있다.

[그림 4]에 제시된 구성활동적 과제는 한 변의 길이

가 1m인 정사각형 16개와 한 변의 길이가 2m인 정사

각형 12개를 모두 사용하여 만들 수 있는 직사각형의

가로와 세로를 구하는 과제이다. 직사각형을 모눈에

그릴 것을 과제에서 지시하지는 않았으나 ‘직사각형을

만들려고 합니다.’라는 표현과 모눈 근처의 볼펜 표시

를 통해 직사각형을 직접 구성하게 하였다. 구성활동

적 과제의 경우 예비 검사결과 두 종류의 정사각형 중

한 종류의 정사각형만 사용하여 직사각형을 구성한 응

답들이 발견되었다. 본 검사에서는 두 종류의 정사각

형을 ‘모두’ 사용할 것은 강조하여 수정하였다.

4. 자료 수집 및 분석

본 연구에서 수집한 자료는 연구대상 학생 181명이

해결한 역 과제와 구성활동적 과제의 해결지이다. 본

검사를 실시하면서 교사는 검사지를 배포하고 별도의

지도를 하지 않고 학생들이 문제를 해결하도록 충분히

시간을 주었다. 연구대상 학생은 개별적으로 문제를

해결하였다. 수집한 자료를 역 과제와 구성활동적 과

제의 해법 공간 분석 틀에 따라서 분석하였다. 자료
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[그림 4] 개방형 구성활동적 과제

분석은 본 검사지를 바탕으로 해법 공간 분석 틀에 근

거하여 이뤄졌다.

가. 역 과제의 해법 공간 분석 틀

역 과제의 해법 공간 중 결과 공간은 24의 약수인

1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24로 만든 두 수의 쌍 36개로 이뤄

진다. 체계적인 조합 과제의 해법 공간을 분석한

Palmér와 Bommel(2018)에 의하면 서로 다른 조합이란

한 항목을 고정하고 다른 항목을 바꾸는 것이다. 본

연구의 역 과제가 24의 약수인 수 8개를 두 개씩 조합

하는 과제라는 점을 고려하면 (2, 3)과 (2, 4)는 다른

결과이지만, (2, 3)과 (3, 2)는 같은 결과이다. 중복한

결과가 제외된 결과 공간은 [그림 5]와 같이 36개의

결과로 구성된다. 학생들은 두 수의 쌍을 표현할 때 ‘a,

b’나 ‘a와 b’ 등 다양한 표현방식을 사용하는데 이는

표현 공간 분석 시엔 서로 다른 표현으로 분석되지만,

결과 공간 분석 시엔 같은 결과로 분석된다. 예를 들

어, ‘1, 3’과 ‘1과 3’은 둘 다 24의 약수 1과 3을 조합하

여 만든 같은 결과이다.

1,1

1,2 2,2

1,3 2,3 3,3

1,4 2,4 3,4 4,4

1,6 2,6 3,6 4,6 6,6

1,8 2,8 3,8 4,8 6,8 8,8

1,12 2,12 3,12 4,12 6,12 8,12 12,12

1,24 2,24 3,24 4,24 6,24 8,24 12,24 24,24

[그림 5] 역 과제의 결과 공간(O-spaces)

역 과제의 해법 공간 중 방법 공간은 24의 약수 중

두 수를 조합하는 방법 5개로 이뤄진다. 방법은 ‘앞 수

고정(Fixing the first number), 뒷 수 고정(Fixing the

second number), 두 수 변동(Leaving the numbers

alone), 쌍 위치 변환(Switching pair position), 같은 수

조합(Combining the same numbers)’이며 [표 2]는 방

법 공간을 이루는 5개의 방법과 방법별 대표 사례이다.

앞 수 고정이란 쌍을 이루는 두 수 중 앞에 쓴 수

를 고정하고 뒤에 쓴 수를 바꾸는 방법이다. [표 2]의

앞 수 고정 예시를 살펴보면 앞 수로 1을 고정하고 뒷

수를 1, 2, 3 등으로 변형하고 있다. 뒷 수 고정이란

쌍을 이루는 두 수 중 뒤에 쓴 수를 고정하고 앞에 쓴

수를 바꾸는 방법이다. [표 2]의 뒷 수 고정 예시를 보
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면 뒷 수를 24로 고정하고 앞 수를 2, 4, 6 등으로 변

형하고 있다. 두 수 변동이란 쌍을 이루는 두 수를 모

두 바꾸는 방법으로 앞 수 또는 뒷 수를 고정한 경향

이 보이지 않는다. 쌍 위치 변환이란 중복한 결과를

생성하여 결과의 개수를 늘린 방법이다. [표 2]의 쌍

위치 변환 예시를 살펴보면 (1, 24), (2, 12) 등이 있음

에도 (24, 1), (12, 2) 등이 있다. 같은 수 조합은 [표 2]

의 예시에서 볼 수 있듯이 (4, 4), (2, 2) 등 한 가지

수로 두 수의 쌍을 만든 방법이다

방법 예시

앞 수
고정

뒷 수
고정

두 수
변동

쌍 위치
변환

같은 수
조합

[표 2] 역 과제의 방법 공간(M-spaces)

역 과제의 해법 공간 중 표현 공간은 두 가지로 나

뉘는데 하나는 쌍을 나타내는 표현들로 이뤄진 공간이

고, 다른 하나는 쌍과 쌍을 구분하는 표현들로 이뤄진

공간이다. 먼저 쌍을 나타내는 표현들로 이뤄진 표현

공간은 총 5개 표현으로 구성되며 ‘a, b’, ‘(a, b)’, ‘a와

b’, ‘a×b’, ‘a-b’가 그것이다.

다음으로 쌍과 쌍을 구분하는 표현들로 이뤄진 표현

공간은 총 5개 표현으로 구성되며 ‘/’을 사용한 경우, ‘,’

를 사용한 경우, ‘빈칸’을 둔 경우, ‘줄 바꿈’을 한 경우,

‘삼각형 모양으로 배열’한 경우였다. [표 3]은 역 과제의

표현 공간을 이루는 10개 표현을 요약한 것이다.

쌍을
나타내는 표현

쌍과 쌍을
구분하는 표현

a, b /

(a, b) ,

a와 b 빈칸

a×b 줄 바꿈

a-b 삼각형 배열

[표 3] 역 과제의 표현 공간(R-spaces)

나. 구성활동적 과제의 해법 공간 분석 틀

구성활동적 과제의 해법 공간 중 결과 공간은 넓이

가 64㎡인 직사각형의 가로와 세로이다. 과제의 조건

을 살펴보면 한 변의 길이가 2m인 정사각형을 사용하

여 직사각형을 구성해야 하므로 가로 또는 세로가 1m

인 직사각형은 만들어질 수 없다. 따라서 결과 공간을

이루는 결과는 총 5개로 다음 [표 4]와 같다. 직사각형

의 가로와 세로는 학생들이 수로 쓴 경우, 직사각형을

그린 경우 모두에서 파악할 수 있다.

직사각형의
가로 (m)

직사각형의
세로 (m)

2 32

4 16

8 8

16 4

32 2

[표 4] 구성활동적 과제의 결과 공간(O-spaces)

본 연구에서 구성활동적 과제는 두 종류의 정사각

형을 사용하여 넓이가 64㎡인 직사각형을 만드는 과제

이다. 넓이의 측정과 관련된 구성 방법이 사용되므로

Sarama와 Clements(2009)의 넓이 측정 학습 경로를

바탕으로 방법 공간 분석 틀을 설정하였다. 방법 공간

을 구성하는 방법의 유형은 [표 5]에 제시된 7가지가

있다. [표 5]는 구성활동적 과제에 대한 본 연구대상

학생들의 답을 각 방법의 유형별 대표 사례로 정리한

표이다.

변으로 넓이 측정(Side-to-side area measurer)은

사고가 넓이가 아닌 길이에 머물러 있는 방법이다. [표

5]의 예시를 살펴보면 언뜻 넓이가 64㎡인 것을 알고

한 변의 길이가 8m인 정사각형을 구성한 것으로 보이

나, 실제로는 과제의 지시문에 적힌 16이란 숫자를 보

고 한 변의 길이를 8m로 설정한 경우였다. 초보적인

덮기(Primitive coverer)란 행이나 열을 반복하지 않고

단위를 불규칙적으로 사용하여 직사각형을 구성한 방

법이다. 넓이 단위 연결 및 반복(Area unit relater and

repeater)이란 한 변의 길이가 1m인 정사각형끼리, 한

변의 길이가 2m인 정사각형끼리 연결하고 반복하나

행 또는 열을 반복하지는 않은 방법이다. 행 구성

(Partial row structurer)은 행 또는 열을 반복하나 두

종류의 정사각형을 번갈아 사용하며 직사각형을 구성
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연번 1 2 3

방법 변으로 넓이 측정 초보적인 덮기 넓이 단위 연결 및 반복

예시

연번 4 5 6 7

방법 행 구성 행렬 구성 넓이 보존 곱셈으로 구조화

예시

[표 5] 구성활동적 과제의 방법 공간(M-spaces)

한 방법이다. 행렬 구성(Row and column structurer)

은 행과 열을 반복하는데 한 종류의 정사각형을 모두

사용한 후 다른 한 종류를 사용한 방법이다. 넓이 보

존(Area conserver)은 여러 단위를 모아 새 단위로 바

꾸는 방법이다. [표 5]의 넓이 보존 예시를 살펴보면

한 변의 길이가 1m인 정사각형 4개를 한 변의 길이가

2m인 정사각형으로 바꾸어 사용하고 있다. [표 5]의

넓이 단위 연결 및 반복의 예시를 보면 한 변의 길이

가 1m인 정사각형 16개가 모여져 있으나 여전히 내부

선이 있으므로 새 단위를 만들었다고 보기 어렵다. 마

지막으로 곱셈으로 구조화(Array structurer)란 곱셈하

여 64가 되는 두 수를 구하여 넓이가 64㎡인 직사각형

의 가로와 세로를 찾은 방법이다.

표현 도형 수 도형&수

예시

[표 6] 구성활동적 과제의 표현 공간(R-spaces)

구성활동적 과제의 해법 공간 중 표현 공간은 넓이

를 구하는 방법이 도형으로만 이루어지는지, 직사각형

의 가로와 세로의 길이만 작성하는지, 도형을 그리고

넓이 구하는 식을 함께 쓰는지의 3가지 방법으로 유형

화하고 분석하였다. [표 6]은 구성활동적 과제의 표현

공간과 각 표현의 대표 사례를 나타낸 것이다.

다. 자료 분석 방법

본 연구의 목적이 학생들의 오류와 오개념 파악에

있지 않으므로 정답만을 분석하였다. 정답과 오답을

분류하는 기준은 과제에서 구하도록 요구한 바를 결과

로 바르게 썼는가였다. 역 과제의 경우 24의 약수 중

두 수를 조합한 결과들이 정답으로 분류되었다. 구성

활동적 과제의 경우 직사각형의 가로와 세로를 [표 4]

와 같이 구한 결과들이 정답으로 분류되었다. 해법 공

간 분석은 결과 공간, 방법 공간, 표현 공간 순서로 하

였다. 먼저 결과 공간 분석 틀에 따라 적절한 결과를

산출한 답을 분류하였다. 그리고 각 결과를 내기 위해

사용한 방법을 방법 공간 분석 틀에 근거하여 코딩하

였다. 마지막으로 결과와 방법에 대한 표현을 표현 공

간 분석 틀에 따라 코딩하였다. 4명의 연구자가 2명씩

팀을 이루어 한 팀은 S시 J 초등학교의 본 검사지를

분석하고, 다른 한 팀은 C시의 G 초등학교와 J 초등학
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24
86
(47.5)

42
(23.2)

33
(18.2)

36
(19.9)

35
(19.3)

36
(19.9)

40
(22.1)

9
(5.0)

12 30
(16.6)

110
(60.8)

34
(18.8)

35
(19.3)

36
(19.9)

36
(19.9)

8
(4.4)

8
27
(14.9)

36
(19.9)

111
(61.3)

34
(18.8)

45
(24.9)

8
(4.4)

6 26
(14.4)

42
(23.2)

39
(21.5)

113
(62.4)

10
(5.5)

4
26
(14.4)

47
(26.0)

41
(22.7)

8
(4.4)

3 25
(13.8)

42
(23.2)

7
(3.9)

2
29
(16.0)

9
(5.0)

1 5
(2.8)

b
a 1 2 3 4 6 8 12 24

* 60% 이상의 응답률을 보인 결과 공간에는 음영을 진하게, 10% 이하의 응답률을 보인 결과 공간에는 음영을 연하게
표시함.

[표 7] 역 과제의 학생 결과 공간 (n=181) *학생 수(%)

교의 본 검사지를 분석하였다. 코딩 결과가 팀 내에서

일치하지 않는 경우 수학교육 전문가를 포함한 연구자

5명 전원이 모여 코딩이 일치할 때까지 거듭 논의하였

다. 이처럼 연구자들 간 교차검토 및 수학교육 전문가

와의 지속적인 협의를 통해 삼각검증하고 분석의 신뢰

도와 타당도를 확보하였다.

코딩 결과를 바탕으로 결과 공간의 결과, 방법 공간

의 방법, 표현 공간의 표현 별 응답 개수와 비율을 구

한 후 응답 개수에 따른 특징 또는 경향을 파악하였다.

그리고 결과 공간, 방법 공간, 표현 공간 사이의 연결

성을 파악하기 위하여 각 공간을 교차 분석하고 의미

있는 특징을 탐색하였다. 과제별 해법 공간의 특징을

잘 드러내기 위하여 역 과제는 학생 수, 구성활동적

과제는 사례 수로 분석 결과를 제시하였다.

Ⅳ. 학생 해법 공간 분석 결과

본 연구 내용은 해법 공간을 분석하는 틀을 개발하

고 약수와 배수 주제의 개방형 과제 중 역 과제와 구

성활동적 과제에 적용하여 실제 학생의 해법 공간 분

석 사례를 근거로 분석 틀의 유용성과 적용 가능성을

탐색하는 것이다. 다음에서는 역 과제와 구성활동적

과제의 해법 공간을 차례로 분석하여 제시하였다.

1. 역 과제의 해법 공간(OMR—spaces) 분석

역 과제의 해법 공간을 해법 공간 분석 틀

(OMR-framework)을 적용하여 결과 공간(Outcome

spaces), 방법 공간(Method spaces), 표현 공간

(Representation spaces)으로 분석하고 결과 공간, 방법

공간, 표현 공간을 교차 분석하여 해법들 사이 유기적

인 연결과 특징을 살펴보았다.

가. 결과 공간 (O-spaces) 분석

학생들이 구성한 결과 공간은 24의 약수 1, 2, 3, 4,

6, 8, 12, 24를 조합한 36개의 쌍으로 이루어진다. (a,

b)의 각 쌍별로 응답한 학생의 인원 및 비율은 [표 7]

과 같다. 본 검사에 참여한 181명의 응답을 반영하였

으며, 비율은 (응답 학생 수)÷전체 학생 수(181명)×100

의 값을 소수 첫째 자리에서 반올림하였다. (a, b)와

(b, a)는 같은 응답으로 처리하였다.

결과 공간을 구성하는 각 쌍의 응답 인원을 분석한

결과, 곱해서 24가 되는 쌍 (4, 6), (3, 8), (2, 12)를 결

과 공간에 포함한 학생이 60% 이상으로 가장 많았다.

반면 (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (6, 6), (8, 8), (12,

12), (24, 24)처럼 (a, b)의 a와 b가 같은 수 조합은

10% 미만으로 응답이 가장 적었다.
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결과 공간은 응답한 결과의 개수에 따라 크게 세

가지로 나눌 수 있었다. 응답 결과 개수에 따라 구분

한 학생 수와 비율은 [표 8]과 같다.

응답
결과
개수

15～36 5～14 1～4 0

학생
수
(%)

36
(20)

27
(15) 73

(40)
45
(25)6

(3)
11
(6)

10
(6)

유형 Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ -

* (비율)=(응답 학생 수)÷전체 학생 수(181명)×100
* 소수 첫째 자리에서 반올림

[표 8] 학생들의 응답 결과 수 (n=181)

학생들 응답 결과 수가 15～36개인 응답 구간, 5～

14개인 응답 구간, 1～4개인 응답 구간에서 결과 공간

상에 유의미한 패턴이 발견되었다. 패턴이 드러난 응

답 결과를 Ⅰ～Ⅴ로 유형화하였다. 각 유형별 학생 수

와 해법 공간의 특징 및 사례는 다음과 같다.

[그림 6] 결과 공간 유형Ⅰ의 사례1

[그림 7] 결과 공간 유형Ⅰ의 사례2

첫째, 결과 공간 유형Ⅰ은 해결 결과의 수가 15～36

개인 경우로, 36명이 이에 해당한다. 결과 공간을 15개

이상으로 구성한 학생은 [그림 6]처럼 24의 약수 중 1

과 24를 제외한 수들끼리 조합을 하여 15개의 쌍을 찾

기도 하고, [그림 7]처럼 24의 약수를 모두 조합하여

36개의 쌍을 모두 찾기도 하였다.

유형Ⅰ결과 공간을 결정짓는 중요한 특징은 [표 9]

에서 찾을 수 있다. 유형Ⅰ의 응답을 한 학생 36명 중

32명이 [표 9]에 음영으로 표시된 15개의 쌍을 포함한

답을 하였다. 14개 이하로 찾은 학생들은 음영 부분을

답을 찾지 못하였다. [표 9]의 음영 부분은 결과 공간

의 구성에서 양적인 차이를 보이는 결과 공간의 중요

한 특징이라고 할 수 있다.

24 86
(47.5)

42
(23.2)

33
(18.2)

36
(19.9)

35
(19.3)

36
(19.9)

40
(22.1)

9
(5.0)

12
30
(16.6)

110
(60.8)

34
(18.8)

35
(19.3)

36
(19.9)

36
(19.9)

8
(4.4)

8 27
(14.9)

36
(19.9)

111
(61.3)

34
(18.8)

45
(24.9)

8
(4.4)

6
26
(14.4)

42
(23.2)

39
(21.5)

113
(62.4)

10
(5.5)

4 26
(14.4)

47
(26.0)

41
(22.7)

8
(4.4)

3 25
(13.8)

42
(23.2)

7
(3.9)

2
29
(16.0)

9
(5.0)

1 5
(2.8)

b
a

1 2 3 4 6 8 12 24

[표 9] 결과 공간 유형의 특징 *학생 수(%)

둘째, 결과 공간 유형Ⅱ는 5～14개의 해결 결과를

찾은 학생 6명의 해결에서 나타난 패턴이다. 유형Ⅱ의

결과 공간은 24의 약수와 1을 조합한 점이 특징이다.

유형Ⅱ의 학생 수가 6명으로 가장 적었는데 이 유형의

학생들은 24의 약수와 1의 조합 외에 앞 수가 2, 3, 4,

6인 조합을 추가하기도 하였다. 결과 공간 유형Ⅱ는

[표 10]과 같은 형태로 나타났으며 학생 사례는 [그림

8]과 같다.
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24 5 1

12 4 5

8 4 2 5 1

6 2 3 6

4 2 4 3

3 4 4

2 5

1

b
a 1 2 3 4 6 8 12 24

* 숫자는 각 쌍을 응답한 학생 수(명)를 나타냄.

[표 10] 결과 공간 유형Ⅱ (n=6)

[그림 8] 결과 공간 유형Ⅱ의 사례

셋째, 5～14개의 결과로 결과 공간을 구성한 유형

중 유형Ⅲ은 24의 약수와 24를 조합한 점이 특징이다.

유형Ⅲ의 학생 수는 11명이며 이 유형의 학생들은 24

의 약수와 24의 조합 외에도 뒷 수가 6, 8, 12, 24인 조

합을 추가하였다. 결과 공간 유형Ⅲ의 형태는 [표 11]

과 같으며 그 사례는 [그림 9]와 같다.

24 7 11 7 11 10 10 11 3

12 1 1 1 1 2 1

8 4 3

6 1 1

4

3

2

1

b
a 1 2 3 4 6 8 12 24

* 숫자는 각 쌍을 응답한 학생 수(명)를 나타냄.

[표 11] 결과 공간 유형Ⅲ (n=11)

[그림 9] 결과 공간 유형Ⅲ의 사례

넷째, 결과 공간 유형Ⅳ는 5～14개로 결과 공간을

구성한 학생 중 곱해서 24가 되는 두 수의 쌍인 (1,

24), (2, 12), (3, 8), (4, 6) 외에 몇 개의 쌍을 더 구한

학생 10명이 해당하는 유형이다.

다섯째, 결과 공간 유형Ⅴ는 결과 공간을 1～4개의

결과로 구성한 유형으로 연구대상의 약 40%인 73명이

이 유형에 해당하였다. 73명 중 80%가 넘는 학생이 곱

해서 24가 되는 쌍 (1, 24), (2, 12), (3, 8), (4, 6)으로

결과 공간을 구성한 점이 특징적이다. 결과 공간 유형

Ⅴ는 [표 7]의 진한 음영과 [표 9]에 밑줄 표시된, 좌상

우하 대각선 부분이다.

나. 방법 공간(M-spaces) 분석

학생들이 결과 공간 구성에 사용한 방법은 앞 수

고정, 뒷 수 고정, 두 수 변동, 쌍 위치 변환, 같은 수

조합이었다. 방법별 학생 수는 [표 12]와 같으며, 본 검

사에 참여한 181명 중 하나도 응답하지 못한 45명을

제외하고 1개 이상의 응답을 한 136명을 대상으로 하

였다. [표 12]의 학생 수의 합이 136명을 웃도는 까닭

은 한 학생이 결과를 내는데 여러 방법을 사용하기 때

문이다. [그림 10]은 두 수 변동과 쌍 위치 변환 방법

을 사용한 사례로 이처럼 한 학생의 방법 공간에 다수

의 방법이 포함되기도 하였다. [표 12]를 살펴보면 앞

수 혹은 뒷 수의 고정 없이 쌍의 두 수가 변동된 사례

가 가장 많았으며, 같은 수 조합 방법의 사례가 가장

적었다.
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방법 앞 수
고정

뒷 수
고정

두 수
변동

쌍 위치
변환

같은 수
조합

학생
수 37 24 91 29 14

* 총 181명에서 45명을 제외하여 1개 이상의 응답을 한
136명을 대상으로 함.

[표 12] 역 과제의 방법 공간 (n=136)

[그림 10] 두 수 변동과 쌍 위치 변환 사례

다. 표현 공간(R-spaces) 분석

학생들이 주어진 과제의 결과 공간을 구성하기 위

해 사용한 표현 공간은 쌍을 나타내는 표현들로 이루

어진 공간과 쌍과 쌍을 구분하는 표현들로 이루어진

공간으로 나누어 살펴볼 수 있다.

쌍을 나타내는 표현들로 이루어진 표현 공간과 각

표현을 사용한 학생 수는 [표 13]과 같고, 본 검사에

참여한 181명 중 1개 이상의 응답을 한 136명을 대상

으로 하였다. [표 13]의 기타에는 a:b, a.b, a/b, a b, 표

등이 있었으며, [표 13]의 학생 수의 합이 137인 이유

는 a,b 표현과 a:b 표현을 중복하여 사용한 학생이 1명

있었기 때문이다. 표현 공간 분석 결과 약 72%의 학생

이 a,b 혹은 (a, b)와 같이 쉼표를 사용하여 쌍 안의

두 수를 구분하고 있음을 확인할 수 있었다.

표현 a,b (a,b) a와 b a×b a-b 기타

학생
수

68 30 11 15 5 8

* 총 181명 중 1개 이상 응답한 136명을 대상으로 함.

[표 13] 쌍을 나타내는 표현 공간 (n=136)

쌍과 쌍을 구분하는 표현들로 이루어진 표현 공간

및 표현 별 학생 수는 [표 14]와 같다. 삼각형 배열로

표현을 한 7명의 학생은 다른 표현을 중복하여 사용한

까닭에 [표 14]의 학생 수의 합이 143이다. 기타는 결

과를 1개만 기록하여 쌍과 쌍을 구분할 필요가 없었던

학생과 – 표시를 사용한 학생의 표현에 해당한다. 쌍

을 나타낼 때 쌍의 두 수를 a×b로 표현한 15명 중 13

명은 빈칸으로 쌍과 쌍을 구분하는 표현 공간의 패턴

이 보였다.

표현 / , 빈칸
줄
바꿈

삼각형
배열

기타

학생
수 11 37 24 62 7 2

[표 14] 쌍과 쌍을 구분하는 표현 공간 (n=136)

라. 역 과제의 해법 공간(OMR-spaces) 특징 분석

역 과제의 해법 공간 중 결과 공간과 방법 공간 사

이(O-M), 결과 공간과 표현 공간 사이(O-R)에서 일정

한 특징을 발견할 수 있었고, 방법 공간과 표현 공간

사이(M-R)에는 일정한 특징이 발견되지 않았다. 먼저

결과 공간과 방법 공간 사이(O-M)에서 발견되는 특징

은 다음과 같다.

첫째, [표 15]와 같이 결과 공간의 결과 수와 방법

공간의 방법을 교차하였을 때, 결과 공간을 15개 이상

의 쌍으로 구성하여 결과 공간 유형 Ⅰ에 해당하는 36

명의 학생 중 33명이 앞 수 고정 방법을 사용하였다.

이는 [표 12]에서 전체 방법 공간 중 두 수 변동 방법

이 절반을 차지했던 것과 비교할 때 유의미하다. 즉,

학생들이 앞 수 고정 방법을 단일하게 혹은 다른 방법

과 중복하여 사용함으로써 결과 공간을 더 풍부하게

구성하였다고 생각할 수 있다.

결과 수
방법 1～4개 5～14개 15～36개

앞 수 고정 0 4 33

뒷 수 고정 1 12 11

두 수 변동 68 15 8

쌍 위치 변환 22 2 5

같은 수 조합 0 4 10

* 표 안의 숫자는 학생 수(명)를 나타냄.
* 한 학생이 다수의 방법을 사용하기도 하므로 표의
학생 수의 합은 [표 12]와 같이 195임.

[표 15] 결과 수별 방법 공간 (n=136)

둘째, [표 12]에서 쌍 위치 변환 방법을 사용한 학생

29명 중 [표 15]를 보면 22명이 4개 이하의 결과들로

결과 공간을 구성하였다. 이 학생들은 두 수의 곱이

24인 쌍만 구성하여 결과 수가 제한적이었고 쌍 위치

를 변환하여 결과 수를 늘리고 있었다. 셋째, [표 12]와

[표 15]를 보면 같은 수 조합 방법을 사용한 학생 14

명 중 10명이 15개 이상의 결과들로 결과 공간을 구성

하였다. 같은 수 조합 방법으로 구성된 결과 공간은
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[그림 11]과 같다.

[그림 11] 같은 수 조합 방법이 사용된 결과 공간

(n=14)

앞 수 고정, 뒷 수 고정, 두 수 변동 방법 중에서 한

방법을 일관성 있게 사용하였을 때, 응답 결과 수에

따른 학생 수를 나타내면 [표 16]과 같다. 본 검사에서

1개 이상의 응답을 한 136명 중 단일한 방법을 사용한

114명을 대상으로 하였다. 앞 수 고정 방법을 단일하

게 사용한 22명 중 90%가 넘는 20명의 학생이 결과

공간을 15개 이상으로 풍부하게 구성한 반면, 뒷 수

고정 방법을 단일하게 사용한 12명 중 80%가 넘는 10

명의 학생이 결과 공간을 5개 이상 14개 이하로 구성

하였다. 뒷 수 고정 방법을 단일하게 사용한 학생은

24의 약수들과 24간의 조합을 생각해내었으나, 24의

약수들과 24 외의 조합은 생각해내지 못하여 결과 공

간이 제한적이었다.

방법
결과 수

앞 수
고정

뒷 수
고정

두 수
변동

1～4개 0 1 68

5～14개 2 9 12

15～36개 20 2 0

* 표 안의 숫자는 학생 수(명)를 나타냄.
* 1개 이상 응답을 한 136명의 학생 중 단일한 방법을
사용한 114명을 대상으로 함.

[표 16] 방법별 결과 수 (n=114)

결과 공간과 표현 공간 사이(O-R)에 발견되는 특징

은 다음과 같다. 첫째, 삼각형 배열 표현 공간을 구성

한 학생은 7명 모두 [그림 7]과 같이 15개 이상의 쌍

으로 결과 공간을 풍부하게 구성하였다. 둘째, 쌍의 두

수를 a×b로 표현한 학생 15명 중 14명은 결과 공간이

(1, 24), (2, 12), (3, 8), (4, 6)으로 제한적이고 응답 결

과 개수가 4개 이하였다. 이를 통해, 표현 공간에 학생

의 수학에 대한 이해가 나타남을 알 수 있다. 두 수의

쌍을 삼각형 모양으로 배열한 학생은 24의 약수 조합

을 구해야 함을 인식하고 이를 규칙적으로 배열하였다.

그런데 공배수가 24인 두 수를 곱해서 24가 되는 두

수로 인식한 학생은 두 수를 곱셈식을 사용하여 표현

하였다. 즉, 수학에 대한 이해가 표현 공간, 결과 공간

의 차이로 드러남을 알 수 있다.

2. 구성활동적 과제의 해법 공간(OMR—spaces)

분석

구성활동적 과제의 해법 공간 또한 해법 공간 분석

틀을 적용하여 결과 공간, 방법 공간, 표현 공간으로

나누어 분석하고 결과 공간, 방법 공간, 표현 공간 사

이 연결과 그 특징을 살펴보았다.

가. 결과 공간(O-spaces) 분석

학생들이 구성한 결과 공간은 넓이가 64㎡인 직사

각형의 가로와 세로로 이루어진다. 이때 직사각형의

가로와 세로를 각각 a와 b로 바꾸어 (a, b)로 표현하면

다음과 같이 (2, 32), (4, 16), (8, 8), (16, 4), (32, 2)로

나타낼 수 있다. 학생들이 구성한 결과 공간의 사례

수 및 비율은 [표 17]과 같다.

결과 (2, 32) (4, 16) (8, 8) (16, 4) (32, 2)

사례
수
(%)

12
(9)

21
(16)

50
(37)

30
(22)

21
(16)

[표 17] 구성활동적 과제의 결과 공간 (c=134)

a와 b는 각각 가로와 세로이므로 (a, b)와 (b, a)는

서로 다른 응답으로 처리하고 본 검사에서 정답으로

처리된 134개의 사례를 반영하였다. 먼저, 가로와 세로

가 모두 8인 (8, 8)을 구한 사례는 전체 사례 134개 중

50개(약 37%)로 가장 많았다. 반면 가로는 2이고 세로

는 32인 (2, 32)를 구한 사례는 전체 사례 134개 중 12

개(약 9%)로 응답이 가장 적었다. 또한, 학생들은 세로
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가 긴 직사각형보다 가로가 긴 직사각형의 가로와 세

로를 많이 구하였다. (16, 4)를 구한 사례는 전체 134

개 중 30개로 21개를 구한 (4, 16)보다 9개(약 1.4배),

(32, 2)를 구한 사례는 전체 134개 중 21개로 12개를

구한 (2, 32)보다 9개(약 1.8배) 많이 구하였다.

나. 방법 공간(M-spaces) 분석

학생들이 주어진 과제의 결과 공간을 구성하기 위

해 사용한 방법 공간은 Sarama와 Clements(2009)의

넓이 측정을 위한 학습 경로에 따라 총 7가지로 나타

났다. 변으로 넓이 측정, 초보적인 덮기, 넓이 단위 연

결 및 반복, 행 구성, 행렬 구성, 넓이 보존, 곱셈으로

구조화가 그것이다. 학생들이 결과를 내기 위해 사용

한 방법별 사례 수 및 비율은 [표 18]과 같으며, 결과

공간 분석처럼 본 검사에서 정답으로 처리된 134개의

사례를 반영하였다.

방
법

변으
로
넓이
측정

초보
적인
덮기

넓이
단위
연결
및
반복

행
구성

행렬
구성

넓이
보존

곱셈
으로
구조
화

사
례
수
(%)

3
(2)

5
(4)

2
(1)

15
(11)

29
(22)

22
(16)

58
(43)

[표 18] 구성활동적 과제의 방법 공간 (c=134)

변으로 넓이 측정 사례는 3개(약 2%), 초보적인 덮

기 사례는 5개(약 4%), 넓이 단위 연결 및 반복 사례

는 2개(약 1%), 행 구성 사례는 15개(약 11%), 행렬

구성 사례는 29개(약 22%), 넓이 보존 사례는 22개(약

16%), 곱셈 구조화 사례는 58개(약 43%)로 나타났다.

학생들이 주로 사용한 방법은 곱셈 구조화, 행렬 구성,

넓이 보존 순이었다. 이러한 방법은 직사각형의 가로

와 세로를 곱셈적인 관계로 생각한다는 공통점이 있다.

다. 표현 공간(R-spaces) 분석

학생들이 주어진 과제의 결과 공간을 구성하기 위

해 사용한 표현 공간은 직접 그림을 그려 나타내는 도

형적 표현과 가로와 세로를 (a, b) 등의 표현으로 나타

내는 수적 표현으로 나누어 볼 수 있다. 이에 학생들

이 결과를 응답하기 위해 사용한 표현에 따른 사례의

개수 및 비율은 [표 19]와 같다. 여기에서도 결과 공간

분석처럼 본 검사에서 정답으로 처리된 134개의 사례

를 반영하였으며, 두 가지 방법이 동시에 나타났으면

도형·수적 표현으로 처리하여 중복 코딩은 없었다.

표현 도형 수 도형·수

사례 수
(%)

30
(22)

17
(13)

87
(65)

[표 19] 구성활동적 과제의 표현 공간 (c=134)

직접 그림을 그려 도형으로 나타낸 사례는 30개(약

22%), (a, b)와 같이 순서쌍으로 표현한 사례는 17개

(약 13%), 두 가지 방법으로 동시에 표현한 사례는 87

개(약 65%)로 나타났다. 학생들이 주로 사용한 표현은

도형·수, 도형, 수의 순이었다.

라. 구성활동적 과제의 해법 공간(OMR-spaces) 특징

분석

구성활동적 과제의 해법 공간을 이루는 결과 공간,

방법 공간, 표현 공간 사이에서 일정한 특징을 발견할

수 있었다. 먼저, 결과 공간과 방법 공간 사이에서 학

생들의 응답 사례를 분석한 결과는 [표 20]과 같다.

결과
방법 (2, 32) (4, 16) (8, 8) (16, 4) (32, 2)

변으로
넓이 측정

- - 3 - -

초보적인
덮기 - 2 3 - -

넓이 단위
연결 및
반복

- - 2 - -

행 구성 1 2 6 4 2

행렬 구성 - 4 16 5 4

넓이 보존 - 2 8 9 3

곱셈으로
구조화

11 11 12 12 12

사례 수
(%)

12
(9)

21
(16)

50
(37)

30
(22)

21
(16)

* 표 안의 숫자는 사례 수(개)를 나타냄.

[표 20] 결과 공간과 방법 공간의 관계 (c=134)

첫째, 방법 공간은 결과 공간마다 다르게 나타난다.

가로와 세로가 모두 8인 (8, 8)을 구한 사례에서 변으

로 넓이 측정 등 7가지 방법이 모두 드러났다. 반면

가로는 2이고 세로는 32인 (2, 32)를 구성한 사례는 행

구성과 곱셈 구조화와 같이 2가지 방법으로 다른 직사
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각형보다 단순했다. 또한, 방법 공간을 기준으로 결과

공간을 살펴보면 곱셈 구조화뿐만 아니라 행 구성 방

법에서도 모든 직사각형에서 성공한 사례가 나타났다.

반면 변으로 넓이 측정, 넓이 단위 연결 및 반복 방법

은 (8, 8)에서만 성공적으로 시도되었다.

둘째, 학생들이 가장 많이 사용한 방법은 결과 공간

마다 다르다. 가로와 세로가 모두 8인 (8, 8)을 구한

사례에서는 행렬 구성 방법이 가장 많이 사용되었다.

반면 이외의 결과를 구한 사례에서는 곱셈 구조화 방

법이 가장 많이 사용되었다. 또한, 방법 공간을 기준으

로 결과를 살펴보면 곱셈 구조화 방법은 대체로 모든

직사각형에서 비슷하게 사용되었다. 반면 넓이 보존은

(16, 4)와 (8, 8)에서, 이외의 방법은 (8, 8)에서 가장

많이 사용되었다.

다음으로 결과 공간과 표현 공간 사이에서 학생들

의 응답 사례를 분석한 결과는 [표 21]과 같다.

결과
표현 (2, 32) (4, 16) (8, 8) (16, 4) (32, 2)

도형 1 3 17 7 2

수 7 1 2 5 2

도형·수 4 17 31 18 17

사례 수
(%)

12
(9)

21
(16)

50
(37)

30
(22)

21
(16)

* 표 안의 숫자는 사례 수(개)를 나타냄.

[표 21] 결과 공간과 표현 공간 비교 (c=134)

학생들이 가장 많이 사용한 표현은 결과 공간마다

다르다. 가로는 2이고 세로는 32인 (2, 32)를 구한 사

례에서는 수적으로 가장 많이 표현했다. 반면 이외의

결과를 구한 사례에서는 모두 도형·수적으로 가장 많

이 표현했다. 특히 가로는 32이고 세로는 2인 (32, 2)

를 구한 사례는 (2, 32)를 옆으로 돌린 것으로 생각할

수 있지만, 학생들이 나타낸 표현에 차이를 보인다.

마지막으로 표현 공간과 방법 공간 사이에서 학생

들의 응답 사례를 분석한 결과는 [표 22]와 같다. 방법

공간은 표현 공간마다 다르게 나타난다. 학생들이 구

한 직사각형의 가로와 세로를 직접 그림을 그려 나타

낸 사례에서는 변으로 넓이 측정 등 7가지의 다양한

방법이 모두 드러났지만, 수로 표현한 사례에서는 곱

셈 구조화 방법을 이용했다.

학생들의 사례를 결과 공간, 방법 공간, 표현 공간으

로 나누어 분석한 결과 다음을 알 수 있었다. 첫째, 학

생들은 정사각형 모양인 (8, 8)을 가장 많이 구하였고,

세로가 긴 직사각형보다 가로가 긴 직사각형의 가로와

세로를 많이 구하였음을 알 수 있었다. 둘째, 방법 공

간 분석을 통해 학생들이 해결한 사례를 관찰함으로써

곱셈 구조화 방법을 가장 많이 이용한 것을 알 수 있

었다. 셋째, 표현 공간 분석을 통해 학생들이 결과를

표현한 사례를 살펴봄으로써 대부분 직접 그림을 그리

면서도 이를 수로 해석한 것을 알 수 있었다.

표현
방법 도형 수 도형·수

변으로 넓이
측정

3 - -

초보적인 덮기 1 - 4

넓이 단위
연결 및 반복

2 - -

행 구성 7 - 7

행렬 구성 7 - 22

넓이 보존 6 - 16

곱셈 구조화 4 17 38

사례 수
(%)

30
(22)

17
(13)

87
(65)

* 표 안의 숫자는 사례 수(개)를 나타냄.

[표 22] 표현 공간과 방법 공간 비교 (c=134)

그리고 결과 공간, 방법 공간, 표현 공간을 연결하여

분석한 결과 다음과 같은 점이 드러났다. 첫째, 결과

공간과 방법 공간 분석을 통해 학생들은 (8, 8)을 가장

많이 구하였음에도 행렬 구성, 곱셈 구조화, 넓이 보존

순으로 방법을 사용했다. 둘째, 결과 공간과 표현 공간

분석을 통해 (8, 8)처럼 학생들이 구한 직사각형의 가

로와 세로를 수로만 표현한 학생은 적었으나, (2, 32)

는 수를 통해 표현한 학생이 가장 많았다. 셋째, 방법

공간과 표현 공간 분석을 통해 학생들은 곱셈 구조화

방법을 주로 이용했으나 수로 표현한 학생은 곱셈 구

조화 방법만 이용했다. 따라서 학생들이 응답한 결과

에 따라 무엇을, 어떤 방법으로, 또 어떻게 나타냈는지

차이가 있음을 확인할 수 있었다.
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Ⅴ. 논의 및 결론

본 연구에서 개발한 개방형 과제의 해법 공간 분석

틀의 적용 가능성과 유용성을 역 과제와 구성활동적

과제에 대한 학생들의 해법 공간 분석 사례를 바탕으

로 논의하고 결론 및 제언을 하고자 한다. 본 연구에

서 고안한 해법 공간 분석 틀(OMR-framework)은 해

법 공간을 결과 공간(Outcome spaces), 방법 공간

(Method spaces), 표현 공간(Representation spaces)으

로 나누어 분석하고 각 공간의 관련성을 탐색하는 틀

이다.

결과 공간 분석에서 결과의 수와 결과 사이 관계를

살펴봄으로써 결과의 수에 따른 학생 사고의 질적 차

이를 확인할 수 있었다. 다시 말해 결과의 수가 무엇

이며 어떤 결과들로 그러한 결과의 수를 이뤘는지를

파악하여 주로 약수와 배수에 관한 학생 이해와 사고

의 유의미한 특징을 탐색할 수 있었다. 그런데 역 과

제의 결과 공간과 구성활동적 과제의 결과 공간은 결

과 공간을 이루는 결과의 수가 각 36개, 5개로 차이가

있었다. 본 연구에서 역 과제의 결과 공간을 결과의

수에 따라 다섯 가지의 유형으로 나누었지만, 구성활

동적 과제의 경우 결과 공간을 유형화하지 않았다. 그

까닭은 과제의 종류에 따라 특징적인 해법 공간이 다

르기 때문이다. 학생의 이해와 사고를 드러내는 해법

공간이 역 과제의 경우 결과 공간, 구성활동적 과제의

경우 방법 공간이었다. 결과의 수와 결과를 관련짓는

것은 과제가 달라져도 공통적이나 결과 공간의 특징에

따라 유형화 작업의 필요 여부는 달라질 수 있다.

방법 공간 분석에서 과제와 관련된 여러 가지 수학

내용과 사고를 관찰할 수 있었다. 역 과제의 방법 공

간의 경우 인수의 위치를 교환하여 중복한 쌍을 만드

는지에 따라 조합에 대한 사고를 관찰할 수 있었다.

그리고 역 과제의 방법 공간을 결과 공간과 관련지을

때 특히 약수와 배수에 관한 지식을 어느 정도로 이해

하고 있는지를 볼 수 있었다. 그런데 구성활동적 과제

의 방법 공간에서는 약수와 배수에 관한 내용적 지식

보다는 넓이 측정에 관한 수학적 사고의 관찰이 더 두

드러졌다. 개방형 과제의 해결은 여러 수학적 내용과

사고를 요구한다. 과제를 해결하는 데 주요한 수학 내

용과 사고를 고려하여 방법 공간의 분석 기준을 세우

는 것이 타당함을 알 수 있다.

표현 공간 분석에서는 해법 공간의 하위로 표현 공

간을 설정하는 것이 표현의 다양성과 정교성 분석에

주요함을 확인하였다. 학생들은 그들이 선호하는 표현

이 있었는데 역 과제의 경우 쉼표를 사용한 표현이,

구성활동적 과제의 경우 가로로 길쭉한 직사각형이나

정사각형 표현이 두드러졌다. 그런데 학생들은 교과서

에서 접해본 적 없는 다양한 표현을 생산하기도 하였

다. 이 때문에 표현 공간의 경우 연구자들의 예상과

학생들의 구성 사이의 차이가 결과 공간, 방법 공간에

비하여 큰 편이었다. 과제가 달라져도 결과에 대한 시

각적, 상징적 표현을 분석할 수 있다는 점은 공통적이

나 구체적 양상은 과제의 특성에 따라 달라질 수 있다.

학생들의 해법을 분석하여 학생들의 수학적 창의성

을 평가하는 연구(e.g. 이대현, 2014; 하수현, 이광호,

2014; Leikin, 2007, 2009a, 2009b, 2013)를 살펴보면 창

의성의 하위 요소 중 유창성, 융통성, 독창성에 대한

평가가 주를 이루며 해법의 정교성에 대한 평가는 많

지 않았다. 표현 공간 분석에서 수학적으로 정교한 표

현일수록 결과 공간과 방법 공간이 풍부함을 확인하였

다. 따라서 표현 공간을 체계적으로 분석함으로써 해

법의 정교성을 탐색하는 것은 학생들이 해법 공간을

구성하고 확장하는 데 도움이 될 수 있다.

결과 공간, 방법 공간, 표현 공간을 연관 지어 분석

한 결과 각 공간을 연관 짓기 전에는 보이지 않았던

해법 공간의 유의미한 특징이 드러났다. 역 과제의 경

우 방법 공간만 보면 두 수 중 앞 수와 뒷 수를 모두

바꾸며 두 수의 쌍을 구성하는 방법이 우세하나, 방법

공간과 결과 공간을 연관 지어 보면 앞 수를 고정하고

뒷 수를 바꾼 방법이 많은 결과를 생산하게 했다.

표현 공간과 결과 공간을 연결할 때는 역 과제의

경우 삼각형 표현이, 구성활동적 과제의 경우 대수적

표현이 많은 결과를 내는 것과 관련 있었다. 그런데

역 과제의 경우에 곱셈 표현의 경우 결과의 수를 제한

하는 특징도 관찰되었다. 이처럼 결과 공간, 방법 공간,

표현 공간을 연결하면 해법 공간의 특징과 학생의 이

해를 면밀하게 파악할 수 있다. 해법 공간 개념은 예

공간 개념에 근거하는데 예 공간에 관한 연구(e.g. 오

민영, 2020; 오민영, 김남균, 2021; Watson, Mason,

2015)에서도 공간을 이룬 요소들 사이 관련성을 파악

함이 중요함을 시사하고 있다.
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종합하면 해법 공간의 분석은 과제와 관련한 수학

적 내용과 사고를 바탕으로 이루어지며 해법 공간을

이루는 결과 공간, 방법 공간, 표현 공간 사이의 연결

성을 탐색함이 중요하다. 그리고 본 연구와 같이 실제

학생의 해법 공간을 분석함은 학생의 이해와 사고를

양적, 질적으로 평가하고 더불어 연구자들이 예상한

해법 공간을 수정 및 보완하는 데 주요했다.

해법 공간 분석은 해법 공간의 특징과 그에 따른

학생의 이해를 파악함을 목적으로 한다. 교사의 개방

형 과제의 활용에 관한 연구(e.g. 김남균, 2019;

Bingölbali, Bingölbali, 2020)는 교사들이 개방형 과제

에 대한 학생들의 다양한 반응을 이해하고 활용하는

데 어려움을 겪고 있음을 보고하고 있다. 본 연구에서

제안하는 해법 공간 분석방법은 해법 공간을 체계적이

고 면밀하게 분석하는 데 타당하며 학생의 이해와 사

고를 파악하는 데 유용할 것으로 보인다.

본 연구에서는 약수와 배수를 주제로 한 개방형 과

제에 대해서 해법 공간의 분석 틀을 연구하고 그 적용

가능성을 알아보았다. 본 연구에서 적용 가능성과 유

용성을 확인한 해법 공간 분석 틀을 다른 수학 영역과

내용에 적용하는 후속 연구가 필요하다. 그리고 해법

공간의 분석은 궁극적으로 개방형 과제 활용과 개방형

교수법 실행을 목적으로 하므로, 본 연구에서 수행한

해법 공간 분석을 토대로 한 수업 계획 및 실행 연구

가 필요하다. 본 연구에서는 해법의 다양성을 체계적

으로 분석하는 데 초점을 두고자 개방형 과제에 대한

학생의 오류를 제외한 정답만을 분석하였다. 개방형

과제에 대한 학생 오류의 해법 공간 분석과 오류 해법

을 개방형 교수 실행에서 다룰 것인지에 관한 후속 연

구를 제안하고자 한다.
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The purpose of this study is to develop a framework for analyzing the solution spaces of open-ended 
task and to explore their usefulness and applicability based on the analysis of solution spaces 
constructed by students. Based on literature reviews and previous studies, researchers developed a 
framework for analyzing solution spaces (OMR-framework) organized into subspaces of outcome spaces, 
method spaces, representation spaces which could be used in structurally analyzing students’ solutions of 
open-ended tasks. In our research, we developed open-ended tasks which had various outcomes and 
methods that could be solved by using the concepts of factors and multiples and assigned the tasks to 
181 elementary school fifth and sixth graders. As a result of analyzing the student's solution spaces by 
applying the OMR-framework, it was possible to systematically analyze the characteristics of students' 
understanding of the concept of factors and multiples and their approach to reversible and constructive 
thinking. In addition to formal mathematical representations, various informal representations constructed 
by students were also analyzed. It was revealed that each space(outcome, method, and representation) 
had a unique set of characteristics, but were closely interconnected to each other in the process. In 
conclusion, it can be said that method of analyzing solution spaces of open-ended tasks of this study 
are useful for systemizing and analyzing the solution spaces and are applicable to the analysis of the 
solutions of open-ended tasks.
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