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초록
본 연구는 유리수 지수 정의에 대한 교사의 이해 특징을 분석하여 교사 교육에의 시사점을 구체화하고, 지수의 확장

을 지도하는 수업에서 정의의 본질 및 그 이면의 사고를 다루기 위해 고려할 필요가 있는 교수학적 쟁점을 밝히는 데

목적을 두었다. 이를 위해 지필검사 도구를 개발하여 현직 고등학교 교사 50명의 답변을 분석하였으며, 이를 토대로

유리수 지수 정의에 대한 교사의 이해 특징이 교사 교육에 주는 시사점 및 교수학적 쟁점을 기술하였다. 또한 이러한

시사점 및 교수학적 쟁점을 국내 교과서 전개 방식에 비추어 해석하여 수업을 통해 지수의 확장과 관련된 정의의 본

질을 의미있게 다루기 위해 교사 및 교과서가 좀 더 주목할 필요가 있는 측면을 제언하였다.

Abstract
The aim of this study was to deduce implications of the growth of mathematics teachers’ specialty for effective

instruction about the formulae of exponentiation with rational exponents by analyzing teachers' understanding of

the definition of rational exponent. In order to accomplish the aim, this study ascertained the nature of the

definition of rational exponent through examining previous literature and established specific research questions

with reference to the results of the examination. A questionnaire regarding the nature of the definition was

developed in order to solve the questions and was taken to 50 in-service high school teachers.

By analysing the data from the written responses by the teachers, this study delineated four characteristics of

the teachers’ understanding with regard to the definition of rational exponent. Firstly, the teachers did not

explicitly use the condition of the bases with rational exponents while proving ′     . Secondly, few

teachers explained the reason why the bases with rational exponents must be positive. Thirdly, there were some

teachers who misunderstood the formulae of exponentiation with rational exponents. Lastly, the majority of

teachers thought that  



equals to   . Additionally, several issues were discussed related to teacher
education for enhancing teachers’ knowledge about the definition, features of effective instruction on the formulae

of exponentiation and improvement points to explanation methods about the definition and formulae on the current

high school textbooks.
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Ⅰ. 서론

수학 학습을 통하여 학생들은 수학 문제 또는 실생활

문제를 해결하는 능력뿐 아니라 수학의 규칙성과 구조를

보는 안목을 기를 필요가 있다(Ministry of Education

[MOE], 2015). Tall(2013)에 따르면 수학적 구조에 대한

교수-학습은 정의, 정리, 증명의 의미 및 이들 사이의 관

계를 살피는 것과 깊은 연관이 있다. 그러나 수학을 전공

한 대학생들조차도 정의와 정리를 혼동하며(Leikin &

Zazkis, 2010), 어떤 개념을 특정 방식으로 정의하는 의도

를 설명하는 것이 정리의 증명을 제시하는 것과 같다고

생각한다(Robin, Fuller, & Harel, 2013). Levenson(2012)

은 정의의 본질을 이해하는 것이 정리 및 증명의 의미를

다루는 토대가 되며 수학적 구조가 만들어지는 과정을

경험하는데 기여한다고 하였다.

수학에서 정의는 개념 및 연산의 의미를 확장하여 구

조적 성질을 생성하는 역할을 한다. 학교 수학에서 정의

의 이러한 역할은 지수를 자연수에서 실수로까지 확장할

때 가장 잘 드러난다(Woo & Yim, 2008). Woo,

Cho(2001)는 지수의 확장을 이해하는 것은 지수가 자연

수일 때 성립하는 지수법칙이 보다 넓은 영역에서 성립

하도록 대수적 구조를 확장하려는 의도에 따라 정수 지

수, 유리수 지수, 실수 지수의 정의가 창안되었음을 아는

것과 같다고 강조한 바 있다. 지수의 확장은 지수 개념을

구체적 관점에서 형식적, 구조적 관점으로 전환하게 하며,

대수적 구조의 확장 원리인 형식불역의 원리를 보여준다

는 점에서 수학적 구조에 대한 교수-학습에 함의하는 바

가 크다.

그러나 최근 10년간 수학교육 등재(후보) 학술지에 실

린 논문 중 지수의 확장을 다룬 연구가 거의 없어1), 지수

의 확장을 통해 수학적 구조에 대한 교수-학습을 실행하

는 것과 관련된 교수학적 쟁점을 구체화하기 어렵다. Do,

Park(2011)이 학교수학의 유리수 지수 정의 방식을 이론

적으로 검토하면서 




과 




의 동치 여부에

대한 이슈를 다루었으나, 실제 수업을 실행하는 교사가

1) 한국교육학술정보원의 학술연구정보서비스(www.riss.kr)에서

2011년부터 2020년 사이에 수학교육 등재(후보) 학술지에 실린

논문을 주제어 ‘지수’로 검색하여 지수의 확장을 다룬 연구를 선

별하면 총 3편의 결과를 얻을 수 있다.

이러한 이슈를 인지하고 있는지, 이와 관련하여 학생이

보일 오개념에 적절히 조치할 수 있는지에 대해서는 논

하지 않았다.

교사 지식은 특정 개념에 대한 설명 방식에 직접적인

영향을 끼쳐 해당 개념을 다루는 수업의 양상을 결정하

는 주요 변수로 작용한다(Magiera, van den Kieboom, &

Moyer, 2011). 학생이 지수의 확장 이면에 존재하는 구조

적 성질을 보도록 안내할 수 있으려면 교사 자신이 지수

의 확장과 관련된 정의의 본질에 대해 충분히 알고 있어

야 한다. 특히 지수의 확장에서 유리수 지수 정의는 실수

지수를 정의하는 기초이며 지수함수    의 밑 의

조건이나 실수 에 대해 함수    의 정의역을 설정

하는 근거가 되므로, 교사는 유리수 지수 정의의 본질을

다각적으로 이해할 필요가 있다.

이에 본 연구는 유리수 지수 정의에 대한 교사의 이해

특징을 분석하여, 수학적 구조를 보는 안목의 개발을 목

표로 지수의 확장 및 관련 개념에 대한 수업을 실행하기

위해 교사에게 필요한 지식을 기술하고, 해당 수업을 통

해 유리수 지수 정의의 본질 및 그 이면의 사고를 다룰

때 주목할 필요가 있는 교수학적 쟁점을 구체화하는 데

목적을 둔다. 이를 위해 우선 수학적 정의의 의미 및 역

할을 밝힌 선행연구를 검토하여 유리수 지수 정의가 지

닌 본질에 대한 분석 관점을 추출한다. 이렇게 추출한 분

석 관점에 따라 유리수 지수 정의 이면에 존재하는 핵심

사고를 알아보고, 이를 토대로 유리수 지수 정의에 대한

교사의 이해 특징을 기술할 연구 문제를 설정한다. 설정

한 연구 문제 해결을 위한 지필검사 도구를 개발하여 지

필검사 문항에 대한 현직 고등학교 교사의 답변을 수합

한 다음, 이를 선행연구 및 2015 개정 수학 교과서에서

관련 내용을 다루는 방식에 비추어 분석한다.

여러 연구(Fan, 2013; Matić & Grancin, 2016;

Remillard, Harris, & Agodini, 2014)에 따르면 수학 교과

서는 교수-학습의 실제에 영향을 미치는 외적 요인 중

하나로, 수업 실행을 위한 교사의 의사결정 및 교과 내용

에 대한 해석을 특징짓는 역할을 한다. 이에 본 연구는

유리수 지수 정의에 대한 교사의 이해 특징으로부터 드

러난 교수학적 쟁점을 국내 교과서 전개 방식과 관련하

여 논의함으로써, 수업을 통해 지수의 확장에서 다루는

정의의 본질을 의미있게 지도하기 위한 교사 지식을 기



유리수 지수 정의에 대한 교사 이해 분석 23

술하는 것과 함께 교과서 전개에 있어 개선이 필요한 부

분에 대해서도 제언하고자 한다.

Ⅱ. 이론적 배경

1. 수학적 정의의 의미와 역할

수학적 정의는 일상생활에서 사용하는 용어의 정의와

는 다른 특징을 갖는다. 정의에는 용어의 뜻을 풀이하기

위해 그 용어가 사용되는 방식을 설명하는 기술적

(lexical) 정의와, 어떤 대상 및 용어사이의 의미론적 관계

를 구성하는 규정적(stipulative) 정의가 있다(Landau,

2001). 기술적 정의는 실제 용법에 따라 대상이 지닌 공

통 특징을 추출한(extracted) 정의이며, 규정적 정의는 학

문적인 용어에 능통한 전문가들이 정확한 의사소통이나

구조적 탐구를 목적으로 어떤 대상에 의미를 부여한

(imposed) 정의이다. Edwards, Ward(2004)는 수학적 정

의 대부분이 규정적 특징을 지니며, 이전 개념을 개선하

거나 새로운 개념 또는 용법을 창조함으로써 수학적 구

조를 만드는 역할을 한다고 하였다.

용어와 의미사이에 새로운 관계를 설정하는 규정적 정

의는 임의성(arbitrariness)을 특징으로 갖지만, 수학에서

어떤 개념이나 연산을 특정 방식으로 정의하는 데는 그

만한 의도가 있다(Robin et al., 2013). Fischbein(1993)에

따르면 수학은 인간 활동이며 이러한 인간 활동에는 정

의, 정리, 증명과 같은 형식적 요소를 다루는 상호작용이

포함되는 바, 정의와 정의 이면에 존재하는 사고를 아는

것은 논리적 형식 구조인 수학의 본질을 이해하는 데 핵

심이 된다. 교수학적 상황에서 교사가 개념이나 연산을

특정 방식으로 정의하는 의도나 그 이면의 사고를 직․

간접적으로 다루지 않는다면, 학생은 수학이 임의적인 정

의와 규칙으로 이루어진 더미에 불과하다고 느낄 것이다

(Even & Tirosh, 1995).

한편 수학의 구조적 측면과 관련하여 정의의 본질을

이해하는 것은 정의가 어떤 조건에서 적용 및 확장되는

지 아는 것을 의미한다(Levenson, 2012). 특히 연산을 새

롭게 정의하는 경우에는 새로운 연산이 기존 체계에 모

순을 일으키거나 연산과 관련되는 주요 정리를 만족하지

않을 수 있으며, 이러한 문제를 해결하기 위해 수학자들

은 새로운 연산이 적용되는 수의 범위를 제한하거나 특

정한 수학적 표현을 정의하지 않기도 한다(Sangwin,

2019). 예를 들어 나눗셈 연산을 자연수에서 정수로 확장

할 때 ÷ 을 정의하게 되면 ÷  을 만족하는 

에 대하여 × 은  가 된다. 이는 기존의 곱셈 체계에

서 성립하는 성질에 반하는 결과이므로 정수끼리의 나눗

셈에서 나누는 수는  이 아닌 정수로 제한되며 수학에서




와 같은 표현은 정의되지 않는다. 효과적인 수학적 의

사소통에 필요한 역량에는 정의의 정확한 사용 능력이

포함되며(National Council of Teachers of Mathematics

[NCTM], 2000), 이를 위해서는 정의가 적용되는 수의 범

위를 아는 것과 더불어 그러한 제한이 존재하는 이유를

이해하는 것이 중요하다(Leikin & Zazkis, 2010).

수학적 정의의 의미와 역할에 대해 이상에서 살펴본

바에 따르면, 유리수 지수 정의가 지닌 본질에 대한 분석

관점을 다음과 같이 3가지로 추출할 수 있다.

분석 관점 1. 유리수 지수 정의가 개선하거나 새롭게 창조

한 개념 또는 용법은 무엇인가?

분석 관점 2. 유리수 지수 정의가 특정 방식을 따르게 된

의도는 무엇인가?

분석 관점 3. 유리수 지수 정의가 적용되는 수의 범위는

어디이며, 그렇게 제한된 이유는 무엇인가?

이하에서는 위 분석 관점에 비추어 유리수 지수 정의

의 본질 및 그 이면에 존재하는 사고를 알아보고, 이를

토대로 본 연구의 연구 문제를 구체적으로 설정한다2).

2. 유리수 지수 정의의 본질

대수에서 구조적 확장은, 인지된 연산의 성질을 대수적

표현으로 기술하고 이러한 성질이 추상적인 체계의 발판

으로 기능하도록 이론적 정의를 설정함으로써 진행된다

(Tall, 2013). 학교 수학에서 지수가 자연수에서 정수, 유

리수로 확장되는 과정은, 실수의 거듭제곱이 곱셈, 나눗셈

등의 연산에 대해 갖는 성질을 ‘지수가 자연수일 때의 지

수법칙’으로 나타내는 것에서 시작한다. 이러한 지수법칙

2) 연구 문제를 설정하는 이유는, 수학적 구조를 보는 안목의 개발

을 목표로 지수의 확장 수업을 실행하는데 필요한 교사 지식을

‘Ⅳ. 결과 분석 및 논의’에서 연구 문제에 비추어 보다 효과적으

로 기술하기 위함이다.
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중   (①)이 지수가 정수일 때도 성립하도록

정수 지수를 정의하면, 지수가 정수이고 밑이 0이 아닌

실수의 곱셈과 나눗셈 연산이 지닌 성질을 ‘지수가 정수

일 때의 지수법칙’으로 기술할 수 있다. 또한 지수가 정수

일 때의 지수 법칙 중에서   (②)이 지수가 유

리수일 때도 성립하도록 유리수 지수를 ③과 같이 정의

하면, ‘지수가 유리수일 때의 지수법칙’이라는 대수적 성

질이 만들어 진다.

이고  ≧이 정수일 때, 




  … ③

이상에 따르면 지수가 자연수일 때 성립하는 정리

(theorem)인 ①은 정수 지수를 정의하는 공리(axiom) 역

할을 하며(Sangwin, 2019), 이러한 공리를 기반으로 정수

지수가 정의됨으로써 ‘지수가 정수일 때의 지수법칙’을 기

술할 수 있게 된다. 마찬가지로 지수가 정수일 때 성립하

는 성질 ②는 유리수 지수를 정의하는 공리로 기능하여,

지수가 유리수이면서 밑이 양수인 수에 의미를 부여하는

유리수 지수 정의 ③을 생성한다. 이러한 유리수 지수 정

의는 지수가 정수일 때 성립하는 지수법칙을 지수가 유

리수일 때도 적용할 수 있도록 확장한다. 즉, 유리수 지수

정의를 통해 ‘지수가 유리수일 때의 지수법칙’이 만들어

진다(분석 관점 1). 또한 유리수 지수 정의는 지수가 정

수일 때 성립하는 지수법칙을 지수가 유리수이고 밑이

양수인 경우에 곱셈 및 나눗셈 연산이 지닌 성질로 확장

하여, 자연수 지수와 정수 지수에서 성립하는 지수법칙이

지수가 유리수일 때도 일관되게 작용하는 대수적 구조가

되도록 한다(분석 관점 1).

Rabin 외(2013)에 따르면 수학에서 정의는 임의로 설

정되는 약속이 아니라, 앞으로 다루게 될 정리 및 증명에

쓰일 개념을 사전에 규정하는 일종의 약정(convention)이

다. 유리수 지수 정의 ③은 지수가 유리수일 때도 지수법

칙이라는 정리가 성립하도록 하고, 이를 정의 ③으로 증

명하는 것이 가능하도록 창안된 것이다(Sangwin, 2019).

즉, 유리수 지수 정의가 ③과 같은 방식을 따르게 된 데

는 지수가 유리수로 확장되어도 지수법칙이라는 구조적

성질을 유지하려는 의도가 담겨 있다(분석 관점 2).

이에 수학적 구조를 보는 안목의 개발을 목표로 유리

수 지수 정의 이면에 존재하는 사고를 지도하고자 하는

교사는, 유리수 지수 정의를 통해 지수가 유리수일 때의

지수법칙이라는 구조적 성질이 만들어지며, 지수법칙이라

는 구조적 성질을 지수가 유리수일 때도 유지하려는 의

도에 따라 유리수 지수 정의가 생성되었음을 인지하여야

한다. 즉, 지수가 정수에서 유리수로 확장되는 과정에서

‘유리수 지수 정의’와 ‘지수가 유리수일 때의 지수법칙’사

이에 존재하는 이러한 순환적 관계에 대해 유리수 지수

수업을 실행할 교사는 충분히 이해할 필요가 있다. 이에

본 연구는 유리수 지수 정의에 대한 교사의 이해 분석을

위한 첫 번째 연구 문제를 다음과 같이 설정한다.

연구 문제 1. 교사들은 ‘유리수 지수 정의’와 ‘지수가 유리

수일 때의 지수법칙’사이에 존재하는 순환적 관계를 설

명하는가?

한편 지수법칙이라는 대수적 구조가 일관되게 유지되

도록 지수를 자연수에서 정수, 유리수로 확장할 때, 지수

의 밑은 모든 실수에서  이 아닌 실수, 양의 실수로 축

소된다. 즉, 유리수 지수 정의 




 는   인

경우에 적용되는 정의이다(분석 관점 3). 그렇다면 지수

의 밑을 양의 실수인 경우로 제한하여 유리수 지수를 정

의하는 이유는 무엇일까? 만약   일 때 유리수 지수






을  로 정의하면 어떻게 될까? 다음 절에서는

분석 관점 3과 관련하여 이 점에 대해 좀 더 상세히 살

펴본다.

3. 유리수 지수 정의 




 에서   인 경우

로 제한되는 이유

이 절에서는 유리수 지수 정의 




 가  

인 경우로 제한되는 이유를 명확히 하기 위하여,  

에 대해 




을  로 정의하면 일어나는 문제점을 구
체적으로 살펴본다.

첫째,   인 경우 유리수 지수를 정의하면 기존 체

계에서 다룬 주요 정리가 성립하지 않는다. 우선 유리수

  에 대하여 지수법칙   이 성립하지 않

는다. 예를 들어 




을 으로 정의하면 



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




  이지만 









 이

되어 









이다. 또한   인 경우 유리

수   에 대하여 지수법칙   이 성립하지

않기 때문에 이를 통해 정당화되는 로그성질 log


log 도 성립하지 않는다. log
log 의 증

명 과정은, log 라 두고 지수법칙  을

이용하여    이므로 log


log 임을 보이기 때문이다.

둘째, 실수 위에서 정의되는 연산은 일종의 함수이므로

함수가 되는 조건을 만족해야 한다. 즉, 정의역의 모든 원

소가 함숫값을 가져야 하며, 각 함숫값이 유일하게 하나

로 결정되어야 한다. 그러나   에서 유리수 지수를

정의하면 이 조건을 만족하지 않는 경우가 생긴다. 예를

들어    →  에서 ≧  에 대해 


 





 라고 하면 는 함수가 되지 않는다. 








 ∈ 이고, 










 이면서 동시에 


   이기 때

문이다.

셋째, 유리수 지수 정의를 이용한 실수 지수로의 확장

을 진행할 수 없다. 학교수학에서 유리수 지수 정의는

[Fig. 1]과 같이 무리수 지수를 정의하는 데 활용되며 이

를 통해 지수의 범위가 실수까지 확장된다.

[Fig. 1] The definition of irrational exponent (Ryu et al.,

2017, p. 26)

[Fig. 1]의 정의는  에 대하여 유리수 수열  가

 에 수렴하면 수열 
 는 에 수렴한다는 정리(Kim,

Byun, & Ahn, 2012)를 토대로 하는 바,  인 경우

유리수 지수를 정의하면 이 정리를 만족하지 않는 사례

가 생긴다. 실제로 Tirosh, Even(1997)에 따르면

“


 


인 경우에 

  이지만  의 값은 에 가깝고  의

값은  에 가깝게 된다.”(p. 328)3) 즉,  인 경우 유

리수 지수를 정의하면 [Fig. 1]과 같은 방식으로 무리수

지수를 정의할 수 없게 된다.

이상의 내용은   인 경우 




을  으로 정의

하면, 지수법칙과 로그성질이 성립하지 않으며 연산 




  이 함수로서 만족해야 하는 조건도 충족하지 않

음을 보여준다. 또한   일 때의 유리수 지수 정의는

이를 이용한 실수 지수로의 확장을 어렵게 한다. 개념을

확장하기 위한 정의는 확장의 유용성은 극대화하면서 발

생 가능한 잠재적 문제점은 최소화하는 방식으로 진행되

며, 이를 위해 수학자들은 특정한 수학적 표현을 정의하

지 않는 전략을 사용한다(Sangwin, 2019). 유리수 지수

정의 




  을   인 경우로 제한한 이유에는

  에서 생기는 위와 같은 문제점에 대처하려는 목적

이 포함된다고 볼 수 있다(분석 관점 3).

수업에서 수학적 구조와 관련하여 정의의 본질을 지도

하기 위해 교사는 정의가 적용되는 조건을 알아야 할 뿐

만 아니라 그러한 조건이 존재하는 이유도 설명할 수 있

어야 한다(Levenson, 2012). 이에 유리수 지수 정의의 본

질을 다루려는 교사는, 유리수 지수 정의에서 밑의 범위

는 양수임을 알고 이처럼 밑의 범위가 제한되는 이유를

이해할 필요가 있다. 이에 본 연구는 유리수 지수 정의에

대한 교사의 이해 분석을 위한 두 번째, 세 번째 연구 문

제를 다음과 같이 설정한다.

3) Tirosh, Even(1997)은  과  의 값이 각각  와 

에 가까운 이유를 구체적으로 설명하지 않았다. 본 연구는 이를

해석학 전공 교수 3인에게 문의한 결과 주어진  에 대하여

 홀수 

짝수 
이고  홀수 

홀수 
인 바, “ 의 값은  에 가

깝고  의 값은  에 가깝다”는 설명은 홀수 짝수 

 홀수 짝수  이며 홀수 홀수   홀수 홀수  라는 사

실에서 추론한 결과일 가능성이 높다는 의견을 받았다.



신보미26

연구 문제 2. 교사들은 유리수 지수 정의에서 밑의 범위가

양수임을 아는가?

연구 문제 3. 교사들은 유리수 지수 정의에서 밑의 범위가

양수로 제한되는 이유를 설명하는가?

Ⅲ. 연구방법

1. 지필검사 도구

정의의 본질 및 의미에 대한 교사의 인식을 분석한

Lavy, Shriki(2010)와 Seaman, Szydlik(2007)는, 정의를

알고 그 내용을 기술할 수 있는 교사라 할지라도 해당

정의의 수학적 본질을 이해하지 못하는 경우가 상당히

많다고 하였다. Edwards, Ward(2004)에 따르면 정의는

증명을 구성하는 필수 요소이며, 증명을 기술하는 능력은

관련 정의에 대한 이해 정도를 보여준다. 즉, 유리수 지수

정의에 대한 교사 이해를 분석하기 위한 지필검사 도구

로는 정의 내용을 그대로 기술할 것을 요구하는 문항보

다 증명 과정에서 유리수 지수 정의를 활용해야 하는 문

항이 좀 더 적절하다고 볼 수 있다.

Do, Park(2011)와 Woo, Yim(2008)은 수학적 정의의

의미 및 유리수 지수 정의와 관련되는 쟁점을 




과

같은 표현에 대한 해석 관점에 비추어 논하였다. 또한

Bernardo, Carmen(2010)은 

 ⋅  라고 여기는 교사들에게 인지

적 갈등을 유발하기 위하여 다음 면담 문항을 사용한 바

있다. 위 연구들은 유리수 지수 정의에 대한 교사 이해의

특징을 분석하기 위한 지필검사 도구로 




의 의미

및 




과의 관계를 다루는 문항이 활용될 수 있음을

보여준다.

  ⋅  이 옳다면 다음 괄호

에 들어갈 값은 무엇인가?

     (Bernardo & Carmen, 2010, p. 514)

한편 교사 지식은 수학을 가르치는 상황 속에서 의미

를 갖는 실행 지식이므로, 구체적인 수업 맥락을 배경으

로 할 때 그 특징이 효과적으로 드러난다(Turner &

Rowland, 2011). 여러 연구(Adler & Davis, 2006;

Watson, Beswick, & Brown, 2006; Yang & Lee, 2019)

는 가상의 수업 상황에서 학생이 제기한 의견에 답변을

작성하는 지필검사 문항을 사용하여 교사 지식의 특징을

분석하였다.

이에 본 연구는 유리수 지수 정의에 대한 교사 이해를

분석하기 위한 지필검사 도구를, 증명 과정에서 유리수

지수 정의와 관련된 이해가 드러나는 문항으로, 함수

    (단, 은 실수)의 도함수가  ′    임

을 보이는 문항 1과, 가상의 수업에서 




의 의미 및






과의 관계에 대해 학생들이 제기한 주장에 답변

을 기술하는 문항 2로 개발하였다4).

문항 1에서 함수     (단, 은 실수)은 지수 

이 실수이므로 밑인  가 양수이어야 하며 그 정의역은

   이 된다. 해석학 전공 교재 대부분은   의

도함수가  ′    임을 [Fig. 2]와 같이  ln 

으로 두어  ln  을 미분하는 방식으로 증명한다5).

[Fig. 2] The proof of  ′   

(Lang, 2001, p. 127)

[Fig. 2]의 증명 방법은 함수     (단, 은 실

수)의 정의역이    라는 점을 토대로 한다. 이에

4) 지필검사 도구의 세부 내용은 <부록>을 참조하기 바란다.

5) 본 연구에서 살펴본 교재 6종 모두(Lang, 2001; Lewin, 2003;

Kim et al., 2012; Kwak, Kim, Seo, Lee, & Jin, 2001; Thomas,

Finney, & Weir, 2003; Varberg, Purcell, & Rigdon, 2000)가 이

방식으로 증명을 기술하였다.
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문항 1에서는 교사들이 작성한 증명 방법을 통해 함수

  의 정의역이 어떻게 설정되는지 확인함으로써 지수

가 실수인 경우 지수의 밑은 양수로 제한되는지를 분석

하여 유리수 지수 정의에서 밑의 범위가 양수라는 사실

을 교사들이 인지하는지 알아볼 수 있다(연구 문제 2).

문항 2는 ‘




 이므로 




 라는

학생 A의 주장’과 ‘









 









 이므로 




 라는 학생 B의 주장’을 해석할

때 교사들이 유리수 지수 정의와 지수가 유리수일 때의

지수법칙을 어떻게 활용하는지 살펴보기 위해 개발하였

다(연구 문제 1). 특히 학생들에게 제시할 설명으로 교사

들이 작성한 내용을 통해서는 유리수 지수에서 밑의 범

위가 양수로 제한되는 이유에 대한 교사들의 이해를 분

석할 수 있다(연구 문제 3). Shulman(1986, p. 9)은 교사

에게 필요한 교과 내용 지식을, “어떤 것 자체를 아는 것

(knowing that)”과 “그 이유를 아는 것(knowing why)”로

구분하고 수업 실행과 관련하여 후자의 중요성을 강조한

바 있다. 문항 2에서는 지수가 유리수인 경우 밑 조건이

존재하는 이유를 교사들이 적절하게 설명하는지 살펴봄

으로써(연구 문제 3), 유리수 지수 정의에 대한 교사 이

해 특징이 실제 수업 상황에서 드러나는 양상을 간접적

으로 예측해 보고자 한다.

2. 분석방법

개발한 지필검사 도구를 2020년 10월 중순에 광역시

소재 고등학교에 재직 중인 수학 교사 50명6)에게 온라인

으로 발송하였으며, 일주일에 걸쳐 검사 결과를 온・오프
라인으로 수합하였다. 수합한 결과는 교사들이 작성한 답

변 내용을 유형별로 분류하고 각 유형에 해당하는 인원

수를 파악하는 방식으로 다음과 같이 정리하였다.

문항 1에 대한 교사들의 답변은   ln 을 이용한

경우(범주 1),     의 양변에 자연로그를 씌워 로

그 미분법을 사용한 경우(범주 2-1),     의 양변

에 절댓값을 취한 다음 자연로그를 씌워 로그 미분법을

6) 지필검사 도구에 답변한 교사 50명 중에서 수학 Ⅰ의 지수법칙

을 지도한 경험이 있는 교사는 46명, 지도한 경험이 없는 교사는

4명이었다.

사용한 경우(범주 2-2), 그 외의 경우(기타)로 분류하여

각 범주에 속하는 교사들의 인원수를 파악하였다.

문항 2에 대한 교사들의 답변은, 틀린 주장을 한 학생

으로 ‘A, B 모두를 고른 경우’, ‘A를 고른 경우’, ‘B를 고

른 경우’로 우선 구분 다음 틀린 주장을 한 학생에게 제

시할 설명의 유형별로 하위 범주를 나누었다. 교사들이

작성한 답변은 ‘해당 학생의 틀린 점을 직접적으로 다루

는 설명’과 ‘다른 학생의 주장이 옳은 이유를 밝혀 해당

학생의 틀린 점을 간접적으로 다루는 설명’으로 구분된

바, 이를 하위 범주로 설정하여 세부 설명 내용의 유형을

나누고 각 유형에 속하는 교사들의 인원수를 파악하였다.

예를 들어 틀린 주장을 한 학생으로 B를 고른 교사가, B

의 틀린 생각을 고쳐주기 위해 제시할 설명으로 A가 옳

은 이유를 작성하였다면 그 내용에 따라 교사의 답변은

범주 B-A1 또는 범주 B-A2 등으로 분류하였다.

위와 같이 정리한 교사들의 답변은 관련 선행연구 및

2015 개정 교육과정의 수학 교과서 내용 등에 비추어 분

석하였다. 답변을 정리하고 분석하는 이상의 전반적인 과

정에는 연구자뿐 아니라 수학교육 전공 교육학 박사 2명

도 참여하였다. 이들은 각자 개별적으로 교사들의 답변을

정리 및 분석하였으며, 수행한 작업 결과에서 차이가 나

는 부분은 공동 논의를 통해 수정․보완하여 최종 결과

를 도출하였다7).

Ⅳ. 결과 분석 및 논의

앞서 제시한 분석방법에 따라 문항 1, 2에 대한 교사들

의 답변을 범주화하여 정리한 결과는 각각 [Table 1],

[Table 2]와 같다.

7) 이하에서는 지면상의 제약을 감안하여 교사 답변을 정리하고 분

석한 세 명의 작업 결과 낱낱을 기술하는 대신 그 최종 결과를

정리하여 제시함으로써 유리수 지수 정의에 대한 교사 이해 특

징을 설명하는데 좀 더 주목하고자 한다.
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Res
pon
ses
to
Q2

Who is
incorrect
(number)

How
to/Why

Category Summary of detailed contents number

A & B
incorrect
(3)

How
explaining
to A & B

AB-AB1
You must express the real root of    as  .  




is an incorrect
expression. The bases must be positive real numbers in the formulae of
exponentiation with rational exponents. This question situation shows why  in 

must be a positive real number when  is a rational number.

2

AB-AB2 You must express the real root of    as  . The bases must be positive
real numbers in the formulae of exponentiation with rational exponents. 1

A
incorrect
(4)

How
explaining
to A

A-A1  in  must be positive a real number when  is a rational number. 3

Why B is
correct

A-B1
Applying the exponent of 


after calculating   is correct because the bases

must be positive real numbers in the formulae of exponentiation with rational
exponents.

1

B
incorrect
(41)

Why A is
correct

B-A1  



   is correct because the real root of    is unique and it is
   .

9

B-A2
 




   is correct because the inverse function of    is   




and the

value of  




is negative from the graph of   




.

5

How
explaining
to B

B-B1 The bases must be positive real numbers in the formulae of exponentiation with
rational exponents. 16

B-B2
The real root of    is    and the real roots of    are  ±  .

Therefore     



  



  




 




± .
6

B-B3  



   



   . Therefore     



  



   



 



  . 4

B-B4 If  



  then  



   and     . That is a contradiction.

Therefore  



 .

1

non-response
(2)

[Table 2] Summary of the teachers’ responses to Q2

Res
pon
ses
to
Q1

Category Summary of the proof methods number

1 Using    ln without explaining
  .

4

2-1

Using the natural log with explaining
  .

3

Using the natural log without
explaining   .

6

2-2 Using the natural log after applying
the sign of absolute value. 19

others
(incorrect
proof)

Using definition of the derivative by
considering  as natural numbers. 11

Trying to prove it by dividing cases
of  in which are natural numbers,
negative integers, rational numbers
or irrational numbers.

7

[Table 1] Summary of the teachers’ responses to Q1

[Table 1]과 [Table 2]를 통해 드러난 유리수 지수 정

의에 대한 교사들의 이해 특징은 다음과 같이 4가지로

요약할 수 있다.

* 교사들은 지수가 유리수, 실수로 확장될 때 지수의 밑은

양수로 제한된다는 사실을 증명에 직접적으로 사용하지

않는다.

* 지수가 유리수일 때 밑이 양수이어야 하는 이유를 의미

있게 설명하는 교사가 거의 없다.

* 지수가 유리수일 때의 지수법칙을 잘못 이해한 교사가

있다.

* 대다수 교사들이 




 라고 생각한다.

이하에서는 위와 같은 특징을 문항 1, 2의 구체적인 답

변에 비추어 상술함으로써 수학적 구조에 대한 교수-학

습을 목표로 지수의 확장 및 관련 개념에 대한 수업을

실행하기 위한 교사 지식 개발에의 시사점을 기술하고

해당 수업을 통해 유리수 지수 정의의 본질 및 그 이면

의 사고를 다룰 때 주목할 필요가 있는 교수학적 쟁점을

살펴본다.
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1. 교사들은 지수가 유리수, 실수로 확장될 때 지수의

밑은 양수로 제한된다는 사실을 증명에 직접적으로 사용

하지 않는다.

문항 1의 증명에서 교사 4명은   ln  을 이용하였

으며(범주 1), 교사 28명은     의 양변에 자연로

그를 씌워 로그 미분법을 사용하였다(범주 2-1, 2-2). 그

러나 범주 2-2에 속한 교사 19명은     의 양변에

먼저 절댓값을 취한 다음 자연로그를 씌우는 방법으로

증명을 기술하였다. 특히 이들 중 5명은 [Fig. 3]과 같이

   인 경우   이므로     의 양변에 절댓

값을 씌울 필요가 있음을 명시적으로 보이기도 하였다.

[Fig. 3] A case of teachers’ responses in Category 2-2

8)

범주 2-2의 교사들은 함수     (단, 은 실수)

에 대해 지수 이 실수이므로 정의역은    이며,

이는 지수가 유리수, 실수로 확장될 때 지수의 밑은 양수

로 제한되기 때문임을 인지하지 못한 것으로 보인다.

한편 범주 1과 범주 2-1에 속한 교사 13명 중 [Fig. 4]

처럼 함수     의 정의역이    임을 명기

하여     의 양변에 자연로그를 취할 수 있음을

직접적으로 기술한 교사는 3명뿐이었다.

[Fig. 4] A case of teachers’ responses with

explaining    in Category 2-1

8) 은 본 연구에서 설명을 위해 추가한 것이다.

함수     의 정의역이 양수임을 분명히 기술한

다음 이를 증명에 활용한 교사가 거의 없으며, 특히

   인 경우를 전제로 양변에 절댓값을 씌운 후에 증

명을 작성한 교사가 적지 않음을 볼 때, 지수가 유리수,

실수로 확장되면 지수의 밑은 양수로 제한된다는 사실이

문항 1의 증명에 충분히 사용되었다고 볼 수 없다. 이는

유리수 지수 정의에서 밑의 범위가 양수라는 사실을 교

사들이 알지 못하거나, 알고 있더라도 실행 지식으로 기

능할 만큼 적절히 이해하고 있지는 못함을 의미한다(연구

문제 2).

한편 2015 개정 교육과정의 미적분 교과서 총 8종이

해당 내용을 다룬 방식을 살펴보면, 증명에   ln  을

이용한 교과서가 3종,     의 양변에 바로 자연로

그를 씌워 증명을 기술한 교과서가 1종인 반면, 교과서 4

종은     의 양변에 절댓값을 취한 후에 자연로그

를 씌우는 방식을 택하였다. 이는 문항 1의 증명 방식과

관련하여 교사들이 보인 특징과 거의 일치하는 바, 구체

적인 내용 요소에 대한 교사 지식의 양상에 교과서가 미

치는 영향이 적지 않음을 알 수 있다.

Sangwin(2019)은 지수가 유리수일 때의 지수법칙에

대해 설명하는 교과서 진술 방식을 분석하여 교사가 수

학적인 결정을 내리거나 이해를 증진하는 데 교과서가

유일한 토대로 작용하였을 때의 한계를 지적하고, 교사가

수업을 설계하고 실행할 때 교과서 내용을 비판적으로

다루도록 강력히 권고한 바 있다. 문항 1에서 교사들이

보인 답변의 위와 같은 특징은 교사 교육 프로그램을 통

해 교과서 내용을 반성적으로 검토하는 구체적이고 전략

적인 활동이 필요함을 보여준다.

2. 지수가 유리수일 때 밑이 양수이어야 하는 이유를

의미있게 설명하는 교사가 거의 없다.

문항 2에서 학생 A, B가 모두 틀린 주장을 하였다고

답한 교사 중 범주 AB-AB1의 교사 2명만이 지수가 유

리수일 때 밑이 양수이어야 하는 이유를 [Fig. 5], [Fig.

6]과 같이 적절하게 설명하였다(연구 문제 3).
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[Fig. 5] A case of teachers’ responses in Category AB-AB1

[Fig. 6] The other case of teachers’ responses in

Category AB-AB1

[Fig. 5], [Fig. 6]의 교사는 각각 문항 2의 상황에 비추

어 ‘




의 값이  이면서  로 모순이 되기 때문

에’, ‘지수가 유리수일 때의 지수법칙이 성립하도록 하기

위해’와 같은 설명을 제시하였다. 이들은 지수가 유리수인

경우 밑이 음수이면 생기는 문제점을 지적하거나 유리수

지수 정의와 지수법칙의 관계를 언급함으로써 지수가 유

리수일 때 밑이 양수이어야 하는 이유를 설명하였다.

한편 범주 AB-AB2, A-A1에 속한 교사 4명은 틀린

주장을 한 학생 A의 생각을 고쳐주기 위한 설명으로

[Fig. 7]과 같이 ‘유리수 지수가 정의되는 조건’을 그대로

제시하였다.

[Fig. 7] A case of teachers’ responses in Category A-A1

특히 범주 AB-AB2의 교사는 틀린 주장을 한 학생 B

에게 제시할 설명 역시 ‘지수가 유리수일 때 지수법칙이

성립하는 조건’ 자체를 그대로 진술하는 것으로 대신하였

다. 이러한 현상은 학생 B가 틀린 주장을 하였다고 답한

교사들 중 범주 B-B1에 속하는 교사 16명이 학생 B의

생각을 고쳐주기 위해 [Fig. 8]과 같이 제시한 설명에서도

드러났다.

[Fig. 8] A case of teachers’ responses in Category B-B1

범주 AB-AB2, A-A1, B-B1의 교사 20명은 학생의 틀

린 생각을 고쳐주기 위해 지수가 유리수일 때 밑이 양수

이어야 하는 ‘이유’나 지수가 유리수일 때의 지수법칙은

밑이 양수일 때만 성립하는 ‘근거’를 의미있게 설명하는

대신에, ‘유리수 지수 정의’나 ‘지수가 유리수일 때의 지수

법칙’ 자체를 그대로 기술하여 학생의 주장이 틀렸음을

알려주는 것에 보다 주목하였다(연구 문제 3). Even,

Tirosh(1995)에 따르면 수학을 임의적으로 설정한 공리

및 정의와 그에 의해 생겨나는 규칙의 체계로 보고 수학

학습의 목표는 이를 숙지하고 암기하여 사용하는 것에

있다고 생각하는 교사일수록 수학 내용이 성립하는 이유

를 설명할 때 정의나 규칙에 기대어 이를 그대로 진술하

는 경향(rule-based approach)이 있다. 이는 범주

AB-AB2, A-A1, B-B1에 속한 교사들이 유리수 지수의

정의 및 지수가 유리수일 때의 지수법칙을 수학적 구조

생성을 위해 조직된 창안물로 보는 것이 아니라 임의적

규약과 따라야 할 계산 규칙 정도로 이해하고 있을 가능

성을 시사한다.

2015 개정 교육과정(MOE, 2015)은 수학 Ⅰ의 성격에

수학의 규칙성과 구조를 보는 안목 및 수학 문제 해결

능력의 개발을 학습 결과로 제시하고 있으며, 지수와 로

그 단원에는 “지수가 유리수 및 실수인 경우는 밑이 양수

인 조건이 필요함을 이해하게 한다”(p. 64)와 같은 교수・
학습 방법 및 유의 사항을 명시하고 있다. 이 때 ‘이해하

게 한다’는 지수가 유리수일 때 밑은 양수이어야 함을 단

순히 ‘알게(knowing that)’ 하는 것이 아니라 그러한 조건
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이 존재하는 ‘이유를 알게(knowing why)’ 하는 의미라는

점에는 재론의 여지가 없다. 이에 학생이 지수의 확장을

통해 지수가 유리수, 실수일 때는 밑이 양수가 되는 이유

를 이해하여 수학적 구조가 만들어지는 과정을 경험하게

하려는 교육과정의 의도가 수업에서 구현되려면, 교사 교

육 강좌에서 이러한 교육과정의 의도를 보다 직접적으로

다루어 유리수 지수 정의 및 지수법칙 이면의 사고에 대

한 교사 지식을 적극적으로 개선할 필요가 있다. 구체적

인 학습 요소에 대해 교사가 지닌 내용 지식 및 그에 대

한 인식은 교사가 수업을 실행하는데 직접적인 영향을

미쳐 학생의 수학 학습을 결정짓는 중요한 요소 중 하나

로 작용하기 때문이다(Guberman & Gorev, 2015).

3. 지수가 유리수일 때의 지수법칙을 잘못 이해한 교사

가 있다.

일부 교사들은 지수가 유리수일 때의 지수법칙은 밑이

양수인 경우에 성립한다는 사실을 간과하거나 오해하였

다. 문항 2에서 틀린 주장을 한 학생은 B라고 답한 다음

이 학생에게 제시할 설명을 기술한 교사 중 범주 B-B3,

B-B4에 속한 5명은 [Fig. 9], [Fig. 10]과 같이 학생 B가

틀린 곳을 지적하였다.

[Fig. 9] A case of teachers’ responses in Category B-B3

[Fig. 10] The case of teacher’s response in Category B-B4

[Fig. 9], [Fig. 10]에서 교사들은 




 ,






  




및 







 와 같이 지

수가 유리수일 때의 지수법칙을 밑이 음수인 경우에 적

용하는 설명을 제시함으로써 학생 B의 틀린 부분을 고쳐

주고자 하였다. 문항 2에서 학생 B는 지수가 유리수일 때

의 지수법칙을 밑이 음수인 경우에 사용하여 틀린 추론

을 한 것이므로 범주 B-B3, B-B4에 속한 교사들이 제시

한 위와 같은 설명은 지수가 유리수일 때의 지수법칙에

대한 학생의 이해를 개선하는데 기여하지 못한다. 밑이

음수인 경우 지수가 유리수인 지수법칙이 성립하지 않음

을 적절히 지도하는 것은 지수가 유리수일 때 밑은 양수

여야 하는 이유를 다루는 핵심 활동으로, 이를 통해 ‘유리

수 지수 정의’와 ‘지수가 유리수일 때의 지수법칙’사이의

순환적 관계를 의미있게 설명할 수 있다. 범주 B-B3,

B-B4의 교사 5명은 지수가 유리수일 때 지수법칙이 성립

하는 조건을 충분히 숙지하지 못한 바, 수업 상황에서 유

리수 지수 정의와 지수가 유리수일 때의 지수법칙사이에

존재하는 관계를 설명하는 데 한계가 있을 것으로 예상

된다(연구 문제 1).

한편 문항 2에서 틀린 주장을 한 학생은 A라고 답한

다음 이 학생에게 제시할 설명을 학생 B의 주장이 옳은

이유를 밝히는 것으로 대신한, 범주 A-B1에 속한 교사는

밑이 양수인 경우에 지수가 유리수인 지수법칙이 성립한

다는 사실을 [Fig. 11]과 같이 해석하여 기술하였다.

[Fig. 11] The case of teacher’s response in Category A-B1

[Fig. 11]에서 교사는 “지수가 유리수일 때는 밑이 양

수인 경우에만 지수법칙이 성립한다”는 의미를 









 ㉠
=  










에서 




을  



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과 같이 밑  을 먼저 계산하여 양수  로 만든 다

음 여기에 


제곱을 할 수 있다는 말로 해석하여, 지수

가 유리수일 때의 지수법칙을 적용하면 등호 ㉠이 성립

하게 된다고 설명하였다. 범주 A-B1의 사례는 지수가 유

리수일 때의 지수법칙을 성립 조건과 관련하여 정확하게

말할 수 있는 교사라도 해당 내용의 진정한 의미나 역할

에 대한 이해가 결여될 수 있음을 보여준다.

수학 내용에 대한 충분한 이해 없이 들은 바를 그대로

재생하는 일은 학생뿐 아니라 교사에게도 발생할 수 있

으며, 교사의 부적절한 내용 지식은 교사가 학생에게 수

학적으로 타당하지 않은 설명을 제공하게 하여 수업 효

과를 떨어뜨리는 요인이 될 수 있다. 이에 수학 교사 교

육과정은 교과 내용 지식을 습득할 기회와 함께 자기 비

판적 태도 및 지적 경각심의 개발이 가능한 의미있는 상

황도 제공할 필요가 있다. Movshovitz-Hadar(2011)은 교

사 교육과정에서 수학 전공 강좌의 내용 대부분이 ‘정리

제시-증명하기’ 형태로 구성됨에 따라 예비교사들의 지적

요구를 해결하지 못하는 한계가 있다고 하면서 그 극복

방안으로 인지적 갈등을 유발하는 문제 해결 중심 활동

을 권고하였다. 문항 2는 











 









 라는 역설 상황을 다루고 있는 바,

문항 2와 같은 과제의 개발 및 적용을 통해 교사 교육

프로그램의 개선 방안을 구체적으로 모색해 볼 수 있다.

4. 대다수 교사들이 




 라고 생각한다.

문항 2에서 학생 B가 틀린 주장을 하였다고 답한 교사

들 대부분은 




의 값이  와 같다는 추론을 토대

로 학생 B에게 제시할 설명을 기술하였다. 앞 절에서 살

펴본 범주 B-B3에 속한 교사 4명은 




 을 설

명하기 위하여 지수가 유리수일 때의 지수법칙을 밑이

음수인 경우에 적용하였다. 이들은 [Fig. 9]에서처럼












㉠
=  임을 통해 등호 ㉠이 성립하

기 때문에 




의 값은  라고 설명하였다. 지수의

확장 과정에서 




와 같이 지수가 유리수이면서 밑이

음수인 수를 정의하지 않는 이유는, 지수가 정수일 때 성

립하는 지수법칙이 지수가 유리수일 때도 성립하도록 하

여 정수 체계와 유리수 체계를 관통하는 일관된 수학적

구조를 만들려는 의도가 있다. 그러나 범주 B-B3의 교사

들은 ‘유리수 지수의 정의’와 ‘지수가 유리수일 때의 지수

법칙’사이에 존재하는 이러한 순환적 관계를 알지 못하는

것으로 보인다(연구 문제 1). 유리수 지수 정의에 대해

교사들이 보인 이러한 한계는 지수가 유리수일 때의 지

수법칙을 통해 수학적 구조를 보는 안목의 개발을 추구

하는 수업을 실행하는 데 제한점으로 작용할 수 있다.

범주 B-A1, B-B2에 속한 교사 15명은 






을 설명하는 데 [Fig. 12], [Fig. 13]과 같이 방정식

  의 실근이  라는 점을 이용하였다.

[Fig. 12] A case of teachers’ responses in Category B-A1

[Fig. 13] A case of teachers’ responses in Category B-B2

특히 [Fig. 13]에서 보듯이 범주 B-B2의 교사 6명은

 









이기 때문에 이 수는   가 되는

 을 나타내며 따라서  




는 ± 라고 설명함으로
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써 학생 B의 추론 중 틀린 부분을 구체적으로 보여주려

고 시도하였다. 이는 







 ㉠
=  












에서 등호 ㉠이 틀렸음을 명확히 하여 지수가 유리

수일 때의 지수법칙은 밑이 음수인 경우 성립하지 않음

을 설명하는 것처럼 보인다. 그러나 이러한 일련의 과정

은 실제로 




± 라는 잘못된 수학적 추론에 기반하

고 있으므로 지수가 유리수일 때의 지수법칙이 지닌 의

미를 다루는 교수 전략으로 바람직하지 않다. Bernardo,

Carmen(2010)에 따르면   




±과 같은 이해

는 거듭제곱근 기호와 관련하여 학생들이 보이는 대표적

인 오개념으로 교사는 거듭제곱근 개념 및 기호를 다룰

때 이러한 오개념에 대해 교수학적 경각심을 가져야 한

다. 범주 B-B2의 사례는 거듭제곱근 기호에 대해 학생과

동일한 오개념을 지닌 교사가 적지 않음을 보여주는 바,

이들은 지수가 유리수일 때의 지수법칙을 적절히 해석하

지 못하기 때문에 ‘유리수 지수 정의’와 ‘지수가 유리수일

때의 지수법칙’사이의 관계를 설명하는 교수-학습 상황을

설계하고 실행하는 데 어려움이 있을 것으로 예상된다(연

구 문제 1).

범주 B-A2의 교사 5명은 함수    의 역함수를 이

용하여 




 인 이유를 설명하였다. 교사들은

[Fig. 14]와 같이    의 역함수를   




로 보고

   의 그래프를 직선    에 대하여 대칭 이동하여

  




의 그래프를 그린 다음 




의 값이 음수임을

보였다.

[Fig. 14] A case of teachers’ responses in Category B-A2

그러나 




의 값은 지수가 유리수이기 때문에 밑 

가 양수일 때만 정의할 수 있다. 즉, 함수   




는 정

의역이     이므로    의 역함수가 될 수 없

다. 실제로    의 역함수는   




이 아니라  

  인 바, 범주 B-A2에 속한 교사들은    의 그

래프를   




의 그래프와 혼동하였다고 볼 수 있다..

이상에 따르면 범주 B-A1, B-A2, B-B2, B-B3의 교

사 24명은 




 임을 설명하기 위해 




을

의 실근으로 보거나(범주 B-A1, B-B2),

 




 과 같이 지수가 유리수인 지수법칙을 밑

이 음수인 경우에 적용하였다(범주 B-B3). 또한   

의 역함수를   




이라고 보고 그래프를 그려  

에서의 함숫값을 구하기도 하였다(범주 B-A2). 이 교사

들은 유리수 지수를 정의할 때 밑은 양수여야 한다는 조

건을 간과하고 있을 뿐만 아니라(연구 문제 2), 지수가

유리수일 때의 지수법칙은 밑이 양수일 때만 성립한다는

사실을 모르는 학생 B의 오류를 유리수 지수 정의와 지

수법칙 사이의 관계에 비추어 적절하게 설명하는 것에도

실패하였다(연구 문제 1). 24명이라는 적지 않은 교사가

2015 개정 교육과정의 수학 Ⅰ에서 교수․학습 방법 및

유의사항으로 강조한, “지수가 유리수인 경우 밑이 양수

이어야 하는 조건”(MOE, 2015, p. 64)을 알지 못할 뿐 아

니라, 수학적 구조를 보는 안목의 개발에 적합한 교수-학

습 주제로 간주되는 지수법칙(Woo & Yim, 2008)을 충분

히 이해하지 못한 결과는 해당 내용 요소와 관련된 교수

학적 이슈를 교사 교육 프로그램을 통해 적극적으로 다

룰 필요가 있음을 시사한다. 특히 




의 값을  로

보는 것과 같이   에 대해 




을  로 정의하
였을 때 생기는 문제점에 대해 구체적으로 논의할 기회

를 교사 교육 강좌에서 적극적으로 제공할 필요가 있다.

한편 범주 B-A2에 속한 교사들은 함수    의

그래프를   




의 그래프와 혼동한 바, 이러한 혼동은

비단 해당 범주에 속하는 교사들에게서만 발생하는 문제
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는 아니다. 함수   




의 그래프에 대해, 수학 교육용

프로그램 지오지브라(Geogebra)9)는 [Fig. 15]와 같이  






와    을 동일한 그래프로 표현하며, 검색 엔진

울프람 알파(Wolfram Alpha)10)는 [Fig. 16]과 같이 입력

한 수식   




을    으로 해석한 다음 그래프를

그린다.

[Fig. 15] The graph of   




from Geogebra

[Fig. 16] The graph of   




from Wolfram

Alpha

2015 개정 교육과정 수학Ⅰ의 교수・학습 방법 및 유

의 사항은 “지수와 로그 및 지수함수와 로그함수를 다룰

9) 지오지브라는 교육 목적에 대하여 무료로 제공되는 수학-과학

소프트웨어로 지오지브라 공식 홈페이지(https://www.geogebra.org)

에서 내려 받을 수 있다(Choi, 2014).

10) 울프람 알파(https://www.wolframalpha.com/)는 영국의 물리학

자 스티븐 울프람(Stephen Wolfram) 박사가 개발한 검색 엔진이

다(Telecommunication Technology Association, 2021).

때 공학적 도구를 이용”(MOE, 2015, p. 64)하도록 명시하

고 있으나, 수학 교수-학습 상황에서 폭넓게 사용되는 위

2가지 소프트웨어가 서로 다른 두 함수   




와

   의 그래프를 [Fig. 15], [Fig. 16]처럼 혼용하여

구현한 결과는 공학적 도구가 수학 내용 요소 지도의 쟁

점을 해결하는 만능열쇠는 아니라는 점을 보여준다. 수학

교육에 사용되는 소프트웨어 역시 교과서와 마찬가지로

개발자들의 수학적 견해를 반영하는 바, 교사는 수학 수

업에서 활용하는 공학적 도구에 대해 비판적 입장을 견

지할 필요가 있다.

Ⅴ. 결론 및 제언

수학 및 수학 교육에서 정의의 중요성은 재론의 여지

가 없다. 그러나 학교 현장에서 정의는 그 이면에 존재하

는 사고의 본질이 다루어지지 못하고 완성된 최종 산물

로서만 제시되어 단순히 암기의 대상 정도로 여겨지고

있는 실정이다(Chung & Lee, 2018). 교사 지식은 수업의

양상을 결정하는 가장 주요한 변수중 하나인 바(Magiera

et al., 2011), 정의가 만들어진 의도 및 이면에 존재하는

사고를 학생이 경험하도록 하기 위해서는 정의의 본질

및 역할에 대한 교사들의 이해가 선행되어야 한다.

이에 본 연구는 유리수 지수 정의에 대한 교사의 이해

특징을 분석하여 교사 교육에의 시사점을 구체화하고, 지

수의 확장을 지도하는 수업에서 정의의 본질 및 그 이면

의 사고를 다루기 위해 고려할 필요가 있는 교수학적 쟁

점을 밝히는 데 목적을 두었다. 이를 위해 본 연구는 지

필검사 도구를 개발하였으며 이에 대한 현직 고등학교

교사 50명의 답변을 분석하여 유리수 지수 정의에 대한

교사 이해 특징이 교사 교육에 주는 시사점 및 교수학적

쟁점을 기술하였다. 이하에서는 유리수 지수 정의에 대한

교사의 이해 특징으로부터 드러난 교수학적 쟁점을 국내

교과서 전개 방식에 비추어 해석해 봄으로써, 수업을 통

해 지수의 확장과 관련된 정의의 본질을 의미있게 다루

기 위해 교사 및 교과서가 좀 더 주목할 필요가 있는 측

면에 대하여 제언하고자 한다.

첫째, 본 연구에서 분석한 문항 2에 대한 교사들의 답

변에는 ‘지수가 유리수일 때 밑은 양수이어야 한다’는 기
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술이 적지 않게 등장하지만, 문항 1에서는 상당히 많은

교사가     (단, 은 실수)의 도함수가 ′  
 임을 증명하는 데    이므로    라는 사

실을 간과하고 양변에 절댓값을 취한 다음 자연로그를

씌우는 방법을 사용하였다. 이는 교사들이 유리수 지수

정의를 알고 있고 이를 글로 옳길 수 있지만, 그 의미를

충분히 이해하여 증명에 사용할 정도의 실행 지식으로

내면화하지는 못하였음을 보여준다. 이러한 현상은 해당

내용을 학습하는 학생들에게도 발생할 가능성이 있는 바,

수업을 진행하는 교사는 지수가 정수에서 유리수로 확장

될 때 지수의 밑은 0이 아닌 실수에서 양의 실수로 축소

된다는 점을 보다 명시적으로 설명하고 그러한 제한이

있는 이유를 구체적으로 음미하는 기회를 제공할 필요가

있다. 그러나 많은 경우에 관련 수업 상황은 유리수 지수

라는 새로운 개념을 정의 




  로부터 도입하느라
정의가 기능하기 위해 필요한 밑  의 조건인   을

충분히 강조하지 않는 듯하다. 실제로 2015 개정 교육과

정의 수학 Ⅰ교과서 대부분은 유리수 지수를 정의한 다

음 [Fig. 17]과 같은 문제를 제시하여 




  자체를
적용해보는 활동에 중점을 두고 있다.

[Fig. 17] A problem related to the definition of rational

exponent on Mathematics I (Ko et al., 2017, p. 18)

그러나 [Fig. 17]과 같은 문제를 통해 유리수 지수 정

의가 지닌 의미, 즉 지수의 개념이 정수에서 유리수로 확

장되면서 밑의 범위는 양수로 축소된 사실을 음미하거나,

이러한 제한 조건이 있는 이유를 탐색해 보도록 수업을

진행하는 데는 한계가 있다. 이스라엘 고등학교 교과서는

유리수 지수를 정의한 후 다음과 같은 설명을 기술하여

수업 상황에서 교사가 유리수 지수 정의의 본질 및 밑의

범위가 제한되는 이유, 공학적 도구가 제공하는 정보 등

과 관련하여 학생들과 함께 반성해 볼 기회를 의도적으

로 제공한다.






이 유일한 값을 갖도록 밑  을 음이 아닌 실수로

제한한다. … 지수가 유리수일 때의 지수법칙을 적용할 수

없기 때문에 유리수 지수에서 밑이 음수인 경우는 생각하

지 않는다. 




의 값을 알려주는 공학적 도구가 있을

수 있지만, 이 교과서에서는 




과 같은 표현을 정의

하지 않는다(as cited in Tirosh & Even, 1997, p. 322).

둘째, 본 연구에서 상당수의 교사들이 문항 2에 대한

답변을 통해 




 라고 주장하였으며 그 이유를

설명하는 데  의 실근, 지수가 유리수인 지수법

칙,    의 역함수와 같은 개념을 부적절하게 사용하

였다. 이는   에 대해 




을  로 정의하면 발

생하는 문제점을 교사들이 인지하고 있지 못함을 보여준

다. 지수의 확장과 관련된 정의의 본질을 다루는 수업이

의미있게 실행되기 위해서는 유리수 지수 정의에 밑이

양수라는 제한이 있는 이유를 밑이 음수일 때 생기는 문

제점에 비추어 교사가 구체적으로 파악하고 있어야 하며,

교과서 역시 교사가 이 점을 명시적으로 다룰 수 있도록

관련 설명이나 탐구 활동 등을 제공할 필요가 있다.

더불어 본 연구에서 교사들이 




 을 보이기

위해 거듭제곱근이나 지수법칙, 다항함수의 역함수와 같

은 관련 개념을 부적절하게 사용한 것은 유리수 지수 정

의의 본질을 제대로 이해하는 것이 비단 정의 자체와 이

유를 아는 것만으로 충분하지 않음을 보여준다. 수학은

구조의 학문이며 이러한 구조는 개념과 원리, 핵심 아이

디어 사이의 관계망을 통해 형성된다(NCTM, 2015). 2015

개정 교육과정의 수학 Ⅰ에서 지수를 자연수에서 정수,

유리수, 실수로 확장하는 것은 해당 내용이 속한 단원명

이 보여주듯이 ‘지수함수’를 지도하기 위한 초기 작업에

해당한다. 지수함수    을 모든 실수위에서 정의하기

위해서는 , 




, 
 … 등이 어떤 값인지 의미를 주

어야 하고 이러한 이유로 앞 단원에서 지수의 확장을 지

도하게 된다. 즉, 지수의 확장 단원과 지수함수 단원에서

다루는 개념은 본질적으로 깊은 관련이 있는 바, 수학적

구조를 보는 안목의 개발이라는 관점에서 볼 때 두 단원

간의 이러한 연결성이 드러나도록 수업을 실행하기 위해
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서는 교과서 전개에 이 점이 구체적으로 반영될 필요가

있다.

그러나 2015 개정 교육과정의 수학 Ⅰ교과서 전체 9종

가운데 4종만이 지수함수    의 밑  가   인 이

유를 교과서 보조단에 간략하게 기술하였을 뿐 Key

Curriculum Press 교과서의 [Fig. 18]과 같이 구체적인

탐구 문제를 통해 음미할 기회를 제공하지는 않는다.

[Fig. 18] A problem related to the restriction of

bases in exponential function on an American

textbook (Foerster, 2003, p. 277)

또한 수학 Ⅰ교과서 총 9종 가운데 8종은 지수함수의

그래프를 도입하는 데, [Fig. 19]와 같이  값에 정수만

을 기입한 대응표를 사용한다.

[Fig. 19] A table to draw the graph of    on

Mathematics I (Kim et al., 2017, p. 39)

[Fig. 19]의 대응표는 지수함수    에서  는 기껏

해야 정수라는 이미지를 주기 때문에 밑  의 조건에

  이 존재하는 이유가 직접적으로 드러나지 않으며

지수함수의 밑 조건을 지수의 확장 단원과 관련하여 음

미할 기회를 주지 못한다. 그러나 일본 교과서는 지수함

수의 그래프를 도입하기 위해 [Fig. 20]과 같이 정수가 아

닌 유리수가 있는 대응표를 사용한다.

[Fig. 20] A table to draw the graph of    on a

Japanese textbook (Ohkamoto, 2017, p. 149)

본 연구는 앞서 문항 1에 대한 교사들의 증명 방법에

서 드러난 특징이 2015 개정 교육과정의 미적분 교과서

에서     (단, 은 실수)의 도함수가  ′  
 임을 보이는 방식을 반영하였을 가능성에 대해 상

술한 바 있다. Sangwin(2019)은 교사가 수학적인 결정을

내리거나 이해를 증진하기 위해 교과서만을 유일한 참고

자료로 활용하는 것의 한계를 지적하면서 교사가 수업을

설계하고 실행할 때 교과서 내용을 비판적으로 다루도록

권고하였다. 그러나 한편으로 교과서는 교사가 수업을 설

계하거나 실행하는데 영향을 미치는 주요한 외적 요인으

로, 특정 내용을 다루는 교과서의 전개 방식은 관련 내용

에 대한 교사의 이해 또는 의사결정에 적지 않을 영향을

미친다(Fan, 2013; Matić & Grancin, 2016; Remillard et

al., 2014). 이처럼 교과 내용에 대한 교사의 이해 및 수업

실행에 교과서가 직접적인 영향력을 갖는 현상은 국가수

준 교육과정에 기초한 검․인정 교과서를 모든 학교에서

공통으로 사용하는 우리나라 현실에서는 더욱 자주 발생

할 가능성이 있다. 교사들은 선행 연구의 권고에 따라 교

과용 도서를 다룰 때 비판적 안목을 견지할 필요가 있으

며, 교육과정 및 교과용 도서 개발자는 유리수 지수 정의

에 대한 교사의 이해 특징과 관련하여 이상에서 기술한

교수학적 쟁점을 고려하여 교과서의 서술 방식을 개선하

고 단원 간의 연결성을 증진하는 방안을 적극적으로 모

색할 필요가 있다.
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<부록> 지필검사 도구(작성 영역 생략)

1. 실수 에 대하여 함수    의 도함수가  ′ 
  임을 증명해 주십시오.

2. 다음은 지수의 확장을 다루는 수업에서 학생들이 제기

한 의견입니다. 두 학생 중 틀린 주장을 한 학생을 고르

고, 이 학생의 틀린 생각을 고쳐주기 위해 제시할 설명을

구체적으로 작성해 주십시오.

학생 A : 




은 세제곱해서 이 되는 수를 나

타내므로  




이다.

학생 B : 아니다.  




  이다. 왜냐하면 









 




 




  이기 때문이다.


