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Abstract

The Bayesian method is a very useful statistical tool in various fields including water resources. Therefore, in this study, the background 

of the Bayesian statistics and its application to the water resources field are reviewed. First, the history of the Bayesian method from the 

birth to the present, and the achievements of Bayesian statisticians are summarized. Next, the derivation of the Bayes’ theorem, which 

is the basis of the Bayesian method, is presented, and the roles of the three elements of the Bayes’ theorem: priori distribution, likelihood 

function, and posteriori distribution are explained. In addition, the unique features and advantages of the Bayesian statistics are 

summarized. Finally, the cases in water resources where the Bayesian method is applied are summarized by dividing them into several 

categories. With a prevalence of information and big data in the future, the Bayesian method is expected to be used more actively in the 

water resources field.
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요  지

베이지안 기법은 수자원을 포함한 다양한 분야에서 매우 유용한 통계적 도구로 이용되고 있다. 이에 본 연구에서는 베이지안 통계학에 대해 그 배

경을 고찰하고, 수자원 분야에 적용된 사례를 소개하였다. 먼저, 베이지안 통계학의 탄생에서부터 현재에 이르기까지의 발전 과정과 이에 기여한 

베이지안 통계학자들의 업적 등을 정리하였다. 다음으로 베이지안 기법의 근간이 되는 베이즈 정리의 유도 과정을 제시하고, 베이즈 정리의 세 요

소인 사전분포, 우도함수, 사후분포의 역할에 대해 설명하였다. 또한, 베이지안 통계학이 가지는 고유한 특징과 장점에 대해 정리하였다. 마지막으

로 수자원 분야에 베이지안 기법이 적용된 사례를 여러 범주로 나누어 정리하였다. 베이지안 기법은 정보 및 빅데이터의 활용이 커짐에 따라 수자

원 분야에서 더욱 유용하게 적용될 것으로 전망된다.

핵심용어: 베이지안 통계학, 베이지안 기법, 베이즈 정리
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1. 서  론

베이지안 통계학은 현재 다양한 분야에서 이용되고 있는 

통계학의 한 분야이다. 특히 최근 데이터의 대용량화, 자료 형

태의 다양화, 통계학의 실용화로 인해 베이지안 통계학의 영향

력이 더더욱 커지고 있다. 통계학뿐만 아니라 경영학, 정치학, 

의학, 생물학, 공학, 기상학 등 다양한 학문 분야에서도 베이지

안 통계학을 접목시키는 사례가 늘고 있는 추세이다(Berger, 

2000). 또한, 구글, 마이크로소프트와 같은 디지털 정보화 시

대를 선도하는 기업들에서 베이지안 통계학에 주목하고 있다

(Di et al., 2014; Prochazka et al., 2015). 스팸메일 필터링, 연

관 검색 키워드 제공 등 베이지안 통계학이 실생활에 적용되

는 사례 또한 점점 증가하고 있다. 이렇듯 베이지안 통계학은 

최근 상당한 주목을 받고 있으며, 그 우수성이 검증되고 있다.

수자원 분야에서도 베이지안 통계학은 상당히 유용한 확

률통계학적 도구로 자리매김하고 있다. Web of Science 검색 

엔진을 이용하여 “Bayesian Water Resources”라는 키워드로 

게재된 연간 논문 수를 분석한 결과, 2008년 이전에는 20개 

이하였다가 2013년부터는 50개 이상이 되었으며, 그 이후로 

지속적으로 증가하는 추세이다. 이는 수자원 관련 분야의 연

구에 베이지안 통계학의 활용도가 점점 커지고 있다는 점을 

시사한다. 베이지안 통계학은 자료의 시공간적 확장, 극치 자

료에 대한 해석, 수문모형의 매개변수 추정, 시계열 예측, 이수 

측면에서의 의사결정 등과 같은 다양한 문제들에 적용되고 

있다(Insua et al., 2002). 최근에는 기계학습, 인공지능과 관

련된 컴퓨터과학 기술이 발전함에 따라 베이지안 네트워크, 

베이지안 신경망, 베이지안 필터 등 응용기법들이 등장하여 

수자원 분야에서 활발히 적용되고 있다(Khan and Coulibaly, 

2010; Chan et al., 2012; Ait-El-Fquih et al., 2016).

본 연구의 목적은 최근 활용성이 증대되고 있는 베이지안 

통계학에 대해 그 배경을 고찰하고, 특히 수자원 분야에 적용

된 사례를 소개하는 데 있다. 본 연구는 다음과 같은 내용으로 

구성된다. 먼저, 2장에서는 약 250년의 긴 역사를 가진 베이지

안 통계학이 현재까지 어떠한 과정을 거쳐 발전해왔는지에 대

해 정리하였다. 3장은 베이지안 통계학의 기저에 있는 베이즈 

정리와 베이지안 통계학의 장점 및 특징에 관한 내용이다. 베

이즈 정리를 유도하고, 베이즈 정리를 구성하는 세 가지 요소

인 사전분포, 우도함수, 사후분포에 대해 설명하였다. 마지막

으로 4장에서는 베이지안 기법이 수자원 분야에 적용된 다양

한 사례를 소개하였다. 정보 및 모형의 결합, 모형의 매개변수 

추정, 불확실성 정량화를 위해 베이지안 기법이 어떠한 방식

으로 적용되었는지, 그리고 베이지안 기법을 활용한 기타 응

용기법 등에 대해 서술하였다.

2. 베이지안 통계학의 발전 과정

베이지안 통계학은 지금으로부터 약 250년 전, 베이즈 이론

을 고안해낸 영국의 목사 Thomas Bayes의 이름을 딴 통계학

의 한 범주이다. Fienberg (2006)와 McGrayne (2011), Lee et 

al. (2014)를 살펴보면 베이지안 통계학의 역사를 상세히 확

인할 수 있다. 먼저, Bayes의 이론은 그가 사망한 이후인 1763

년, 그의 동료인 Richard Price에 의해 세상에 알려지게 되었

다. Bayes는 “관찰 결과로부터 그 결과를 유발한 가장 그럴듯

한 원인은 무엇인가”라는 문제에 관심을 가졌다. 이러한 사고

는 당시로서는 매우 생소한 것이었으며, 이 질문에 대한 답을 

찾고자 Bayes는 테이블에 떨어진 공이 정지하는 위치를 추론

하는 사고실험(thought experiment)을 하였다. 추론의 대상

은 첫 번째 공이 정지한 위치이며, 다른 공을 계속 떨어뜨리면 

최초 공 위치의 오른쪽 혹은 왼쪽이라는 새로운 결과가 발생

한다. 매 시행마다 발생하는 추가적인 정보에 의해 최초로 떨

어진 공의 위치에 대한 추론이 지속적으로 개선된다는 개념을 

바탕으로 베이즈 이론이 탄생하게 되었다. 그러나 Bayes는 본

인의 이론이 불완전하다고 생각했기 때문에 논문이 아닌 메모

의 형태로 남겨놓았으며, 수식을 제시하지도 않았다.

베이즈 정리를 현재 우리에게 익숙한 베이즈 정리의 형태

로 만든 사람은 프랑스의 학자 Pierre-Simon Laplace이다. 

Laplace가 제시한 최초의 베이즈 정리는 Eq. (1)과 같다.

  


   

  
 (1)

여기서 P(C | E)는 어떤 결과 E를 유발한 특정한 원인 C의 확률

이고, P(E | C)는 가능성 있는 원인 C에 대한 결과 E의 발생 

확률을 의미한다. Pprior (C)는 원인에 대한 최초의 추정치이

다. 분모는 가능한 모든 원인들에 대한 확률을 합한 것과 같다. 

Laplace는 사건을 유발한 원인에 대한 사전정보가 적거나 없

는 경우에 모든 원인에 동등한 확률을 부여해도 된다는 “이유 

불충분의 원칙(principle of indifference)”을 주장했기 때문에 

Pprior (C)를 생략하는 경우가 더 많았다.

1800년대 말 빈도론적 통계학(Frequentist Statistics)이 등

장하면서 베이지안 통계학은 침체기를 겪었다. 대부분의 빈

도론적 통계학자들은 베이지안 통계학자들이 주장하는 “주

관적 확률” 개념을 강력히 비판하였다. 이들은 확률은 특정한 

사건에 대한 주관적인 믿음의 정도가 아닌 그 사건이 과거에 

발생한 빈도를 의미한다고 주장하였다. 특히 영국의 통계학

자인 Ronald Fisher는 빈도론적 통계학의 선두 주자로써 “무
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작위 방법론(randomization method)”을 토대로 샘플링 이론, 

유의성 검정, 최우도법 등을 제시하였고, 베이지안 통계학을 

“도무지 발을 들여놓을 수 없는 정글”이라는 말로 비난하였

다. 그 다음 세대의 미국 수학자 Jerzy Neyman 또한 반(反)베

이즈주의자였으며, 무작위적인 반복 추출이 가능한 문제들

만 연구 대상으로 삼고 표본을 유일한 정보의 원천으로 여겼

다. 이러한 분위기 속에서도 영국의 지구물리학자인 Harold 

Jeffreys는 선험적 확률이라는 개념을 전적으로 부정하는 분

위기에 맞서 선험확률을 설정할 수 있는 몇 가지 공식을 유도

하였는데, 그 중 하나인 Jeffreys’ prior는 현대 베이지안 통계

학의 대표적인 무정보적 사전분포로 이용되고 있다.

베이지안 통계학은 제2차대전을 겪으면서 다시 세상에 모

습을 드러내었다. 독일의 비밀명령체계인 Enigma를 해독한 

영국의 수학자 Alan Turing은 “현재까지 확보된 정보를 이용

하여 최상의 추측을 할 필요가 있다. 정보가 추가되는 모든 단

계에서 실수의 가능성은 최소화된다.”라고 언급한 바 있으며 

암호와 관련된 사전정보를 고려하여 가설에 대한 확률을 추정

하는 베이지안 통계학 개념을 이용하였다. 전후 1960년대부

터 베이지안 통계학이 본격적으로 활용되기 시작하였다. 베이

즈 인자, 칼만필터 등이 이 시기에 고안되었다. 베이즈 인자는 

두 모형의 우도함수에 대한 비율이라고 할 수 있으며, 계산 결

과를 기반으로 관측된 결과를 더 잘 설명하는 모형이 어느 것

인지 판단할 수 있다. 이전 단계의 추정치를 기반으로 관측 정

보에 의해 지속적인 예측의 갱신이 이루어지는 칼만필터의 

기본적인 개념은 베이지안적 접근을 기반으로 한다.

최근의 베이지안 통계학은 컴퓨터과학의 발전에 따라 인

공지능, 기계학습 등과 결합하여 의사결정 문제, 암호화 문제

에 적용되는 등 그 활용성이 크게 증대되고 있다. 스팸메일을 

필터링하는 나이브 베이즈 분류기법이 하나의 예이다. 메일 

제목에 특정한 단어가 있는 경우 그 메일이 스팸메일인지 아

닌지를 베이즈 정리를 이용하여 계산함으로써 판단하는 방법

이다. 이외에도 수자원 분야에서는 기후변화로 인한 불확실

성을 고려하거나 수자원 관리의 의사결정 등에 베이지안 기법

이 적용되고 있다. 베이지안 기법과 관련된 다양한 소프트웨

어와 라이브러리가 개발되었으며, BUGS (Bayesian inference 

Using Gibbs Sampling), JAGS (Just Another Gibbs Sampler), 

STAN (Sampling Through Adaptive Neighborhoods) 등이 

대표적이다.

3. 베이즈 정리 및 베이지안 통계학의 특징

3.1 베이즈 정리

베이지안 통계학의 근간이 되는 베이즈 정리는 “확률은 언

제든 변할 수 있다.”는 유연한 개념에 근거한다. 확률을 어느 

사건이 발생할 가능성에 대한 믿음의 정도로 받아들이는 베이

지안 통계학의 고유한 특성이 반영된 개념이다. 어떤 사건 혹

은 모수에 대한 최초의 믿음은 베이즈 정리에 의해 객관적인 

새로운 정보가 추가됨에 따라 지속적으로 변화한다. 변화 혹

은 갱신된 확률은 개선된 믿음의 정도와 같으며, 이러한 일련

의 과정은 기본적으로 가변적이라고 가정되는 확률에 대한 

참값을 탐색하는 과정과 같다.

베이즈 정리는 세 가지 요소로 구성된다. 첫 번째 요소는 사

전분포(priori distribution)이다. 사전분포는 확률변수에 대

한 사전적인 정보를 포함하는 확률분포이다. 두 번째 요소는 

우도함수(likelihood function)이다. 우도함수는 사전분포에 

적용됨으로써 사전분포의 형태를 변화시키는 역할을 한다. 

마지막 요소는 사후분포(posterior distribution)이다. 우도함

수가 사전분포에 적용되면서 갱신된 결과가 이에 해당한다. 

따라서 사후분포는 사전분포와 우도함수의 곱에 비례한다. 

사후분포는 베이즈 정리로 구한 최종적인 결과에 해당하며, 

확률변수에 대한 통계적 특성을 제공한다. Fig. 1은 베이즈 정

리가 적용되는 흐름인 베이지안 framework를 도시한 것이다.

베이즈 정리의 개념에 비추어 보면 기본적으로 사전분포

Fig. 1. Bayesian framework
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는 확률변수에 대해 이미 알고 있는 정보 혹은 관련된 선행 정

보를 포함하는 형태로 결정되어야 한다. 이를 정보적 사전분포

(informative prior distribution)라고 한다. 정보적 사전분포는 

추정하고자 하는 확률변수의 과거 관측자료, 유사한 통계적 

특성을 보이는 다른 모집단의 자료, 사용자 혹은 전문가의 경

험에 기반한 주관적인 판단에 근거하여 결정되는 사전분포를 

말한다(Coles and Powell, 1996; Bates and Campbell, 2001). 

사전정보를 정량화하기 어렵거나 사전적인 정보가 부족한 경

우에는 무정보적(noninformative prior distribution) 사전분

포가 이용된다. Uniform 분포, reference prior, Jeffreys’ prior 

등 특수한 형태의 확률분포가 이에 해당한다(Gelman et al., 

2013). Uniform 분포는 모든 확률변수에 대한 사전확률을 동

등하게 부여한 경우이며, reference prior와 Jeffreys’ prior는 

발생 가능성이 작은 확률변수의 사전확률을 가중하는 형태이

다. 이외에도 계산의 편리함을 위해 beta 분포, gamma 분포, 

정규분포와 같은 공액사전분포(conjugated prior distribution)

를 이용하는 경우도 있지만, 공액쌍을 만족시키는 경우에만 

한정적으로 쓰일 수 있다(Vicens et al., 1975b).

우도함수는 확률변수에 대해 추가로 고려되는 객관적인 자

료에 대한 함수를 의미하며, 사후분포를 유도하는 역할을 한

다. 우도함수는 해결하고자 하는 문제의 특성을 반영하여 적

절한 형태로 결정되어야 한다(Lazar, 2003). 문제의 종류, 유

형, 베이지안 기법이 적용되는 목적에 따라 그 형태가 다양하게 

결정될 수 있다(Evin et al., 2013). 일례로 Ang and Tang (2007)

은 “재료의 결함을 검출하는 시험을 진행함에 따라 재료 결함 

크기에 대한 확률분포가 어떻게 바뀔 것인가”라는 문제에 대

해 우도함수의 형태를 적절히 결정하였다. 이 문제에서 우도함

수는 재료 결함의 크기에 따라 검출되지 않을 가능성을 나타

내는 함수로 결정되었다. 즉, 결함의 크기가 클수록 검출이 더 

잘될 것이고, 크기가 작을수록 검출이 어려울 것이라는 조정 

과정의 특성을 우도함수에 반영한 것이다.

3.2 베이즈 정리의 유도

베이즈 정리는 Bayes와 Laplace의 역확률에 대한 고찰로부

터 탄생한 수학 공식이다. 두 사건 A와 B가 서로 종속일 경우, 

“후행된 B사건에 의해 선행된 A사건의 확률이 어떻게 변화할 

것인가”와 같은 문제로부터 유도되었다. 베이즈 정리는 기본

적으로 조건부확률의 개념으로부터 출발하는데, 두 사건 A와 

B에 대하여 각각의 확률 P(A)와 P(B)가 0이 아니라면 사건 B에 

대한 사건 A의 조건부확률 P(A | B)는 다음 식과 같이 정리된다.

∣ ∩  (2)

여기서 P(A ∩ B)는 A와 B가 동시에 발생하는 결합확률(joint 

probability)을 나타내며, P(A | B)는 사건 B가 발생했을 때 사

건 A가 발생할 조건부확률(conditional probability)을 나타낸

다. Eq. (2)는 사건 B가 선행된 경우에 대한 조건부확률이고, 

사건 A가 선행된 경우에 대한 조건부확률은 다음 식과 같이 

정리될 수 있다.

∣ ∩  (3)

Eqs. (2) and (3)을 P(A ∩ B)에 대해 결합하면 아래의 Eq. 

(4)가 유도된다.

∣ ∣  (4)

Eq. (4) 좌변의 P(B)를 우변으로 이항시키면 Eq. (5)와 같은 

베이즈 정리의 기본 형태를 유도할 수 있다.

∣ ∣  (5)

베이즈 정리를 이산형 표본공간(discrete sample space)으

로 확장하게 되면   

 을 표본공간에 대한 분할이라고 할 

때, 에 대하여 Eq. (6)과 같은 일반적인 베이즈 정리의 형태가 

유도된다.

∣ 



  



∣ 

∣ 
 (6)

여기서 P(Ai)는 사전분포, P(B | Ai)는 우도함수, P(Ai | B)는 사

후분포를 의미한다. Eq. (6)의 분모는 전확률법칙(law of total 

probability)에 의해 계산되며, 정규화인자(normalization factor) 

혹은 확률변수의 주변분포(marginal distribution)라고 한다. 

정규화인자는 사후분포의 확률분포 개념을 만족시키기 위한 

역할을 한다. 정규화인자는 계산하기 어려운 경우가 대부분

이고, 이를 해결하기 위한 방법으로 공액사전분포(conjugate 

prior distribution)을 이용하거나 컴퓨터 계산에 기반한 Markov 

Chain Monte Carlo simulation (MCMC)를 이용한다(Gelman 

et al., 2013). 공액사전분포는 계산의 편리성을 위해 사전분

포와 사후분포의 분포형이 동일하도록 설정한 경우의 사전분

포이며, MCMC는 Markov Chain 모형과 Monte Carlo 모의를 

결합한 알고리즘으로써 수학적인 유도를 거치지 않더라도 사

후분포를 추정할 수 있는 방법이다.
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사상(event)에 대한 베이즈 정리는 확률변수 및 분포함수

에 대한 베이즈 정리로 확장될 수 있다. 확장된 베이즈 정리는 

사전분포와 우도함수를 결합하여 사후분포를 유도하는데 이

용된다. 이를 연속형 베이즈 정리라고도 하며, 확률밀도함수

로 나타낸 베이즈 정리는 다음 식과 같다.

∣
 

 ⋯ 
 




∣ ⋯ ∣

∣ ⋯ ∣
 

(7)

여기서 는 모수이며, 는 와 관련된 새로운 정보(자료)이

다. ∣
 

 ⋯ 
은 사후분포, 는 의 사전분포이

며, Eq. (7) 우변의 분모는 정규화 상수이고, 우변의 분자 중 

∣ ⋯ ∣는 발생할 수 있는 모든 가능성을 고려

한 우도함수이다.

연속형 베이즈 정리는 이산형 베이즈 정리로 변환될 수 있

다. 연속형 베이즈 정리는 확률밀도함수를 대상으로, 이산형 

베이즈 정리는 확률질량함수를 대상으로 적용된다. 연속형 확

률분포를 이산형으로 변환하는 경우, 확률변수 또한 연속형

()에서 이산형()으로 변환된다. 이때 이산형 모수를 단위

구간으로 분할하게 되는데 단위구간의 길이 에 따라 연속

형 베이즈 정리와의 차이가 발생하기도 하고 거의 차이가 없

을 수도 있다. 즉, 가 적정 수준으로 설정되어 연속형 확률

과 이산형 확률의 차이가 허용 가능한 범위일 경우에는 변환

에 문제가 없을 것으로 판단할 수 있다(Ang and Tang, 2007). 

이산형 베이즈 정리는 다음 식과 같다.

′  



  



 

 
 (8)

여기서 ′  는 이산화된 모수 의 사후확률을 의미하며, 

 와  는 각각 동일한 모수에 대한 우도함수와 사전확

률을 의미한다. Eq. (8)의 분모는 연속형과 마찬가지로 정규

화인자 즉 상수이고, 따라서 Eq. (8)은 Eq. (9)와 같이 매우 간

단한 형태로 정리될 수 있다. Eq. (9)를 통해 사후분포는 사전

분포와 우도함수의 곱에 비례함을 알 수 있다.

′     (9)

3.3 베이지안 통계학의 특징

베이지안 통계학의 가장 큰 특징은 확률변수에 대한 사전

적인 정보를 고려할 수 있다는 점이다(Cornfield, 1967). 사용

자의 과거 경험과 주관적 판단, 확률변수와 관련된 추가적인 

자료를 통계적 분석에 이용하는 것이 가능하다(Ang and Tang, 

2007). Ang and Tang (2007)에서는 콘크리트의 결함 크기에 

대한 사전분포를 유도함에 있어 과거의 경험으로부터 얻은 통

상적으로 발생하는 결함의 크기에 대한 정보를 이용하였다. 

또한, 베이지안 통계학은 최우 원리(principle of likelihood)

에 근거한다. 최우 원리란, “세상에 일어나는 일은 일어날 확률

이 가장 크기 때문에 일어난 것”이라는 개념이다(Berry, 1987). 

최우 원리에 의해 사전확률과 우도확률의 곱, 즉 사후확률은 

사건이 발생할 확률이 가장 큰 쪽으로 귀결된다.

둘째로, 추가적인 정보가 부족하거나 주관적인 판단이 어

려운 경우에는 사전분포를 임의의 확률분포로 적당히 가정하

는 것이 가능하다(Tang et al., 2016). 이를 “불확실성의 법칙

(law of insufficiency)” 혹은 “이유 불충분의 원리(principle of 

indifference)”라고 한다. 베이지안 통계학에서는 이렇게 “확

률변수에 대한 어떠한 조건이나 정보가 없으면 우선 가정한

다.”, “직감 혹은 상식으로부터 가정한다.”와 같은 접근이 허

용된다. 아무런 정보가 없을 경우, 모든 확률변수에 동등한 가

능성을 부여하는 균일분포를 이용하기도 한다. 이러한 점들 

덕분에 베이지안 통계학은 응용 범위가 상당히 넓다.

베이지안 갱신 개념도 베이지안 통계학의 장점 중 하나이

다. Puga et al. (2015)은 베이지안 통계학의 특징을 “Today’s 

predictions are tomorrow’s priors.”라고 표현하였다. 이는 과

거의 결과를 새로운 자료의 분석 대상으로 이용한다는 것, 즉 이

전의 자료로부터 산출된 사후확률을 다음 자료 해석을 위한 사

전확률로 이용한다는 개념이다. 이를 “축차적 갱신(sequential 

update)”이라고도 표현하는데, 고려할 수 있는 정보를 축차적

으로(차례대로) 이용하는 특성을 말한다. 따라서 베이지안 갱

신을 지속적으로 적용하다보면 최신 정보에 의해 결론이 달라

질 수 있게 된다. 그렇지만 베이즈 정리는 곱셈법칙에 근거하기 

때문에 이전에 사용한 정보는 온전히 사후확률에 반영된다.

 

4. 수자원 분야의 베이지안 기법 적용 사례

베이지안 기법이 수자원 분야에 적용된 사례는 다양하다

(Fig. 2). 정보 혹은 모형을 결합하여 더욱 정확한 확률론적 추

론을 한다거나(Raftery et al., 2005; Han and Coulibaly, 2017; 

Ji et al., 2019), 강우-유출모형 혹은 빈도해석에 이용되는 확

률분포의 매개변수 추정에 적용되기도 하고(Ouarda and El- 

Adlouni, 2011; Viglione et al., 2013; Lima et al., 2018), 예측 
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및 추정에 대한 불확실성을 정량화하는 용도로 쓰이기도 하였

다(Kuczera et al., 2006; Thyer et al., 2009; Tajiki et al., 2020). 

또한, 베이지안 기법을 응용한 계층적 베이지안 모형, 베이지

안 회귀모형, 베이지안 네트워크 모형, 베이지안 신경망 모형 

등이 제시되었다. 이외에도 의사결정, 최적 모형의 선정, 자료

의 변동점 탐색, 댐의 최적 운영, 앙상블 유량 예측 등과 같은 

문제에 베이지안 기법이 이용되기도 하였다(Kim and Palmer, 

1997; Kwon et al., 2008; Stedinger and Kim, 2010; Khan and 

Coulibaly, 2010; Shenton et al., 2014).

4.1 정보의 결합

첫 번째 유형은 확률변수와 관련된 여러 정보를 결합하여 

자료 분석의 불확실성을 줄이기 위한 목적으로 베이지안 기법

을 이용한 사례이다. 대표적으로 Viglione et al. (2013)은 베

이지안 기법을 통해 유량 자료를 시공간적으로 확장하여 유량 

빈도해석을 수행하였다. Fig. 3과 같은 베이지안 framework

를 오스트리아 북부지방의 Kamp river를 대상으로 적용하였

다. 시간적 확장에 해당하는 과거 홍수 정보는 우도함수로, 공

간적 확장에 해당하는 주위 관측지점들의 정보는 사전분포에 

반영하였다. 전문가의 판단도 사전분포의 부분적 정보로 이

용하였다. 다음 식은 해당 연구에서 이용한 베이즈 정리이다.

∣∝∣

∣


 (10)

여기서 는 유량빈도해석에 이용된 GEV 분포의 매개변수를 

의미하며, D는 관측된 유량을 의미한다. 사전분포 


는 

40년 이상의 자료를 보유한 주변 관측소들의 연최대유량을 

top-kriging하여 얻은 사전정보 와 재현기간별 확률강

우량을 강우-유출해석모형의 입력자료로 이용하여 얻은 재

현기간별 유량에 대한 확률분포인 을 결합한 형태이다. 

우도함수 ∣

∣은 관측 유량에 대한 우도함수

인 ∣와 400년 이전부터 기록된 연최대유량 추정치 중 

비정상적으로 큰 값들을 반영한 우도함수인 

∣를 결

합한 형태이다.

자료의 시간적 확장에 베이지안 기법을 적용한 사례(Kuczera, 

1999; O’Connell et al., 2002; Reis Jr. and Stedinger, 2005)와 

분석의 대상이 되는 대상지점 주변 지역의 자료를 추가적인 

정보로 이용한 공간적 확장 사례도 있다(Vicens et al., 1975a; 

Kuczera, 1982; Lee and Kim, 2008; Micevski and Kuczera, 

2009). 이외에도 정보를 결합하는 다양한 형태의 연구가 수행

되었다. Seo and Smith (1991)는 정확도가 낮은 레이더 강우

자료와 공간밀도가 성근 우량계 관측치의 단점을 보완하고자 

새로운 자료가 들어올 때마다 매개변수가 갱신되는 강우추정

Fig. 2. Types of applying the Bayesian method in the water resources field 

Fig. 3. Bayesian framework for flood frequency analysis with the spatiotemporal expansion of data (Viglione et al., 2013)
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식을 이용하여 미계측 지점의 강우량을 추정하였다. Coles 

and Tawn (1996)은 극치강우자료의 확충을 위해 전문가의 

지식에 기반한 분위 추정치를 사전분포에 반영하여 빈도해석

을 수행하였다. Kim and Palmer (1997)은 저수지의 최적 운영

에 계절 및 월별 유량 예측정보를 추가적인 정보로 이용하는 

Bayesian Stochastic Dynamic Programming (BSDP)를 적용

하였다.

4.2 모형의 결합: 앙상블 개념

베이지안 기법은 여러 모형을 결합하는 앙상블 개념으로 이

용되기도 한다. 여러 모형의 모의치 혹은 예측치를 베이지안 

기법을 통해 결합하여 예측 품질을 향상시키는 방법이다. 베

이지안 앙상블 개념은 Krzysztofowicz (1999)에 의해 처음 제

시되었으며, 주로 기상인자, 유량, 수위의 예측에 적용되었다

(Raftery et al., 2005; Duan et al., 2007). 베이지안 앙상블 예측

은 최적의 예측치를 제공함과 동시에 앙상블 예측치에 대한 사

후분포로부터 예측의 불확실성 평가를 가능케 한다(Han and 

Coulibaly, 2017). 또한, 각각의 모형에 대한 불확실성도 확인

할 수 있어 모형간의 비교도 가능하다(Duan et al., 2007). 베이

지안 앙상블 예측 개념은 수위와 유량의 예측에도 적용되었다

(Krysztofowicz, 1999; Maranzano and Krzysztofowicz, 2004). 

베이지안 앙상블 기법의 적용 사례로는 Raftery et al. (2005)

이 대표적이다. Raftery et al. (2005)은 Bayesian Model Aver-

aging (BMA) 기법을 이용하여 미국의 Pacific Northwest 지역

을 대상으로 5개 모형의 해수면 온도 예측치를 결합하였다. 

BMA는 여러 모형에서 생성된 각각의 예측치에 가중치를 부

여하여 앙상블 가중평균치를 제공하는 방법인데, 가중치는 

각 앙상블 멤버로부터 기대되는 예측의 정도인 사후확률을 

통해 결정된다(Eq. (11)). 좋은 예측성능을 보이는 예측치일수

록 더 큰 값이 부여되고, 그렇지 않은 예측치에는 작은 값이 부

여된다(Hoeting et al., 1999).

 




∣
∣  (11)

여기서 ∣
는 모형 Mk에 대한 확률변수 의 분포를 의

미하며, Fig. 4에서 여러 얇은 실선 그래프들은 각 모형의 

∣을 의미한다. ∣는 학습자료 에 모형 Mk

가 어느 정도 적합한지를 나타내는 사후분포이며, 각 모형의 가

중치 역할을 한다. 사후확률 ∣을 계산하는 과정에는 

베이즈 정리 기반의 최대가능도 탐색 기법인 EM (Expectation- 

Maximization) 알고리즘이 이용된다. 는 베이지안 앙상

블 가중평균 확률분포를 의미하며, Fig. 4의 굵은 실선이다.

4.3 통계적 추론: 매개변수 추정

베이지안 기법은 매개변수 추정시 최적화 기법이 가지는 

한계를 극복할 수 있는 하나의 대안이 될 수 있다. 기존의 최적

화 기법은 과적합(overfitting) 문제와 함께 매개변수 추정에 

대한 정확도를 정량화할 수 없다는 한계를 가진다(Yang et al., 

2007). 이러한 문제는 베이지안 기법 적용 결과인 사후분포를 

통해 해결될 수 있다. 사후분포의 대푯값으로부터 매개변수 추

정치를 결정할 수 있고, 불확실성은 사후분포의 분산으로 정

량화된다. 더 나아가 매개변수 추정 범위를 사전분포에 반영

할 수 있기 때문에 타당한 추정이 가능하다.

베이지안 MCMC는 매개변수 추정시 사후분포의 유도에 

이용되는 계산 기법이다(Smith and Marshall, 2008). MCMC

는 Markov Chain 모형과 Monte Carlo 모의를 결합한 알고리

즘이다. Markov Chain은 현재 시점의 추정이 바로 이전 시점

의 추정치에만 영향을 받는 시계열 모형이며, Monte Carlo 모

의는 무작위 추출 기법으로써 갱신된 현재 시점의 사후분포로

부터 확률변수를 임의 추출하는 과정을 반복함으로써 매개변

수의 사후분포를 유도하는 데 이용된다. MCMC의 계산 알고

리즘으로는 Metropolis-Hastings Sampling, Gibbs Sampling

이 가장 많이 쓰이고 있다(Kavetski et al., 2006).

베이지안 기법을 이용한 매개변수 추정은 주로 강우-유출

해석에 이용되는 수문모형과 빈도해석에 이용되는 확률분포

에 적용되었다(Thiemann et al., 2001; Ouarda and El-Adlouni, 

2011; Wellen et al., 2014). 기본적으로 베이지안 기법을 이용

한 매개변수 추정 과정은 매개변수의 특성을 고려한 사전분

포의 결정, 관측치에 근거한 우도함수의 결정, MCMC를 이용

한 사후분포 유도 및 매개변수 추정치 결정 순으로 진행된다. 

Fig. 4. Derivation of the posteriori distribution with the BMA for 

weather forecasting (Raftery et al., 2005)
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Engeland and Gottschalk (2002)는 NOrthern hemisphere 

climate-Processes land-surface EXperiment (NOPEX) 지역 

내 미계측 유역을 대상으로 유량을 모의하는 ECOlogical Model 

for Applied Geophysics (ECOMAG) 모형의 매개변수 추정

에 베이지안 기법을 적용하였다. 사전분포는 9개의 매개변수 

각각에 대해 적절한 범위의 균일분포로 결정하였으며, 우도

함수로는 관측치와 모의치의 차이, 분산의 비율 등을 고려한 

세 가지 형태를 이용하였다. 다음 식은 해당 연구에서 이용한 

베이즈 정리이다.

∣ 


∣
 (12)

여기서 는 ECOMAG 모형의 매개변수이며, C는 정규화 상수

이다. 는 사전분포, ∣는 모형의 매개변수 와 관

측치 Y의 관계를 나타내는 우도함수이다. 사후분포 ∣는 

MCMC를 거쳐 유도된다.

빈도해석에 이용되는 확률분포의 매개변수 추정도 유사한 

과정을 거치게 된다. Lee and Kim (2008)는 저유량의 빈도해

석에 이용되는 2모수 Weibull 분포의 매개변수를 베이지안 

기법을 통해 추정하였다. 사전분포로는 임의의 형태로 결정

한 무정보적 사전분포와 관측지점 주변의 자료들을 이용한 

정보적 사전분포 두 가지를 이용하였다. 다음 Eq. (13)은 해당 

연구에서 이용한 베이즈 정리이며, Eq. (14)는 우도함수이다.

∣ 
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∞

∣

∣
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여기서 는 형상매개변수, 는 규모매개변수이며, D는 관측

된 저유량 의 집합을 의미한다. 사전분포인 는 두 매

개변수가 서로 독립이라면   을 만족하게 

되고, 와 는 각각 결정된다. 우도함수 ∣는 

매개변수가 와 인 경우에 유도되는 Weibull 분포의 관측

유량 에 대한 확률을 모두 곱하는 형태이다(Eq. (14)). 이러

한 형태의 우도함수는 확률분포의 매개변수 추정을 시도한 

유사한 연구들에서 찾아볼 수 있다(Reis Jr. and Stedinger, 

2005; Kaheil et al., 2006).

4.4 불확실성 정량화

베이지안 통계학에서는 모형의 매개변수 추정 결과는 항

상 불확실성을 포함하고 있으며, 불확실성은 사후분포의 분

산으로 정량화된다고 본다(Krzysztofowicz, 1999). 베이지안 

갱신 개념을 이용하는 Generalized Likelihood Uncertainty 

Estimation (GLUE), 수문모형을 구성하는 인자들에 대한 불

확실성을 확인할 수 있는 BAyesain Total Error Analysis 

(BATEA), BATEA와 BMA를 결합한 Integrated Bayesian 

Uncertainty Estimator (IBUNE) 등 여러 방법이 활용된 바 있다

(Beven and Binely, 1992; Kuczera et al., 2006; Ajami et al., 

2007). Fig. 5는 불확실성 분석에 적용된 베이지안 기법들이다.

GLUE는 Beven and Binely (1992)가 제시한 베이지안 갱

신 기반의 불확실성 정량화 방법이다. GLUE는 모형의 구조 

및 매개변수는 자료 혹은 정보가 추가됨에 따라 달라질 수 있

다는 개념을 기반으로 한다. 추가되는 자료의 특성을 반영한 

우도함수를 연속적으로 적용하고, 그 결과인 사후분포를 통

해 모의에 대한 불확실성을 평가하는 방법이다(Kuczera and 

Parent, 1998; Vrugt et al., 2009). Freer et al. (1996)은 독일 

Ringelbach 유역의 유량 모의에 대한 불확실성 변화를 분석하

는 데 GLUE를 적용하였다. 매년별 자료를 우도함수로 이용

하여 사후분포를 갱신하였다. Eq. (15)는 GLUE의 근간이 되

는 베이즈 정리이다.

Fig. 5. Bayesian methods used for uncertainty analysis
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∣ ∣ 
  (15)

여기서 는 매개변수에 대한 사전분포로써 이전 연도의 

사후분포인 ∣와 같다. ∣는 매개변수 인 

모형의 모의치와 관측치 Y의 관계를 나타내는 우도함수이며, 

우도함수가 사전분포에 반영됨으로써 사후분포 ∣가 

유도된다.

BATEA는 Kavetski et al. (2006)에 의해 제시된 입력, 시스

템, 출력을 고려한 모형의 불확실성 정량화 방법이다. 샘플링 

혹은 관측오차에 의해 수문모형의 입력(주로 강수자료)과 출

력(주로 유량자료)이 모두 불확실성을 가질 수 있다는 개념을 

기반으로 한다(Kuczera et al., 2006; Thyer et al., 2009). 사전

분포는 입력과 출력의 불확실성에 관한 것이며, 우도함수는 관

측치를 기반으로 결정된다. 사후분포가 갱신되면서 입력과 출

력의 불확실성이 정량화된다. Eq. (16)은 BATEA에서 이용되

는 베이즈 정리를 나타낸 것이고, Eq. (17)은 사전분포이다.

∣
 


∣

∣

(16)




  ∣



  (17)

여기서 와 는 각각 불확실성을 포함하는 입력자료와 출력

자료이고, 는 무작위 변수로써 입력자료에 더해짐으로써 고

려된다. 는 모형의 매개변수, 와 는 각각 입력과 출력에 

대한 오차모형의 매개변수이다. 우도함수 ∣




는 여러 매개변수들과 입력자료가 결정된 경우의 출력값에 

대한 함수이다. 사전분포 는 각 매개변수에 대한 사

전분포의 결합으로 이루어진다. 사후분포 ∣


를 통해 각 매개변수의 불확실성이 정량화된다.

4.5 응용기법 및 기타 적용 사례

베이지안 기법을 응용한 다양한 기법들이 있다. 그 중 하나가 

계층적 베이지안 모형(Hierarchical Bayeisan Model, HBM)

이다. 계층적 베이지안 모형은 주어진 문제를 여러 계층으로 

나누어 베이지안 기법을 적용하는 방법으로 수문모형 및 확률

분포의 매개변수를 추정하는데 이용된 바 있다(Marshall et 

al., 2007; Najafi and Moradkhani, 2014). 확률분포의 매개변

수 추정을 예로 들면, 기본적인 베이지안 추론에서는 매개변

수의 사전분포를 균일분포나 비모수 모형으로 가정하는 반면 

계층적 베이지안 모형에서는 매개변수의 사전분포를 초모수

(hyper-parameter)를 가지는 또다른 확률분포로 설정한다. 

즉, 사전분포에 대한 상위의 사전분포가 있는 형태이다. Kwon 

et al. (2008)은 Montana 지역의 유량자료를 대상으로 시간의 

흐름에 따라 확률분포의 매개변수가 변화하는 비정상 빈도해

석을 수행하는데 계층적 베이지안 모형을 이용하였다. 연최

대치유량 자료에 적합한 Gumbel 분포의 매개변수는 기후인

자들을 독립변수로하는 회귀식에서의 종속변수로 설정하였

다. 이때 회귀식의 계수들은 각각 또다른 초모수를 가지는 정

규분포를 따르고, 베이지안 MCMC를 이용하여 Gumbel 분

포의 매개변수를 최종적으로 추정하였다. 다음 식은 해당 연

구에서 적용한 계층모형을 나타낸 것이다.

∼

  


⋯
  

 ∼   (18)

 



  








 







여기서 가 최종적으로 결정되어야 하는 Gumbel 분포의 

매개변수이고, 는 고려된 기후인자들이다. 는 에 대

한 회귀식으로 결정되고, 회귀식의 계수 는 초모수 와 

에 의해 결정된 정규분포를 따른다. 그리고 두 초모수에 대한 

사전분포는 각각 정규분포와 half-Cauchy distribution으로 

가정하였다. MCMC를 통해 유도되는 사후분포는 곧 에 

대한 확률분포를 의미한다.

또 다른 응용기법으로 베이지안 네트워크 모형(Bayesian 

Network Model, BNM)이 있다. 베이지안 네트워크는 여러 변

수들간의 다양한 종속관계를 보여주는 비순환적 관계도이다

(Chan et al., 2012; Shenton et al., 2014). 변수들을 node로, 

변수들간의 관계를 link로 표시하며, node간의 연관성을 정

량화하는데 원인과 결과의 조건부확률을 기반으로 한 베이즈 

정리를 이용한다. 지하수량, 유사량, 지형학적 변화의 평가에

도 적용되었으며(Mount and Stott, 2008; Fienen et al., 2013; 

Liedloff et al., 2013), 가뭄예측(Shin et al., 2016; Madadgar 

and Moradkhani, 2013), 상수도 관망의 운영(Dawsey et al., 

2007; Perelman and Ostfeld, 2010) 등에도 적용되었다. Smith 

(2006)에서는 결과(effect)를 유발한 원인(cause)들의 영향을 

정량화하는데 Eq. (19)와 같은 베이즈 정리를 이용하였다. 네

트워크를 구성하는 모든 link에 대해 사후확률이 다음 식을 통
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해 계산된다.

∣ 

∣

 (19)

최근에는 기계학습과 베이지안 기법을 결합한 베이지안 

신경망(Bayesian Neural Network, BNN) 모형이 등장하였다. 

BNN은 기존의 ANN 모형과 동일한 framework이며, 학습 과

정도 유사하다. 다만, BNN에서는 학습을 통해 layer간의 관계

를 나타내는 신경망 매개변수(연결가중치, 편의)를 결정하는 

데에 베이지안 기법을 이용한다(Khan and Koulibaly, 2010). 

확정적인 하나의 매개변수를 제공하는 것이 아니라 매개변수

의 사후분포로부터 확률론적 추정치와 그에 대한 불확실성을 

제공하는 것이다(Zhang et al., 2011; Zhang and Zhao, 2012). 

사전분포는 학습 이전의 신경망 매개변수에 대한 사전정보를 

통해 결정되며, 우도함수는 자료와 목적함수를 기반으로 결

정된다. Khan and Koulibaly (2010)는 BNN을 유출량의 모의

에 적용하였다. 캐나다의 Saguenay-Lac-Saint-Jean 유역에 

적용한 결과, ANN, 강우-유출모형(HBV-96 모형)보다 BNN

이 더 적절한 모의치를 제공하였음을 확인하였다. Eq. (20)은 

BNN의 근간이 되는 베이즈 정리를 나타낸 것이다.

∣ 

∣

 (20)

여기서 는 가중치를 의미하며 D는 관측치이다. 가중치에 대

한 사전분포 는 임의로 가정되며, 자료가 추가되면서 사

후분포 ∣로 갱신된다.

5. 결  론

본 연구에서는 베이지안 기법의 발전 과정 및 수자원 분야

에 적용된 사례를 소개하였다. 먼저, 베이지안 통계학의 탄생

에서부터 현재에 이르기까지의 발전 과정과 이에 기여한 베이

지안 통계학자들의 업적 등을 정리하였다. 다음으로 베이지

안 기법의 근간이 되는 베이즈 정리를 유도하고, 베이즈 정리

의 세 요소인 사전분포, 우도함수, 사후분포의 역할에 대해 설

명하였다. 또한, 베이지안 통계학이 가지는 고유한 특징과 장

점에 대해 정리하였다. 마지막으로 수자원 분야에 베이지안 

기법이 적용된 사례를 여러 범주로 나누어 정리하였다.

베이지안 통계학은 이제 더이상 특이하거나 생소한 개념이 

아니다. 오히려 수자원 분야 연구에서 유용한 도구의 역할을 

하고 있다. 선험적 정보와 주관성을 사전적 정보로 이용하고, 

관측자료 기반의 축차적인 갱신을 토대로 하는 베이지안 통계

학 특유의 추론 방식에 대한 효용성은 이미 많은 연구 사례들

을 통해 증명되었다. 수문학적 모형의 매개변수 추정과 동시

에 불확실성을 제공할 수도 있으며, 수문학적 인과관계에 대한 

분석 및 의사결정의 도구로도 활용될 수 있다. 정보화 및 빅데

이터의 활용이 더욱 활발해질 가까운 미래에는 베이지안 통계

학의 활용도가 더욱 높아질 것으로 전망된다. 수자원 분야에

서도 이러한 변화가 도래하게 될 가능성이 매우 크기 때문에 

앞으로 베이지안 통계학의 적극적인 활용이 기대되는 바이다.
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