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요 약
Cole-Cole 모델에 대한 주파수영역 유도분극 반응은 닫힌 형태의 간단한 수식으로 정의된다. 그러나 시간영역 유도분극 반응은 닫힌 형                

태로 표현되지 않아 Cole-Cole 모델이나 다른 완화모델에 대한 반응을 계산하는 것은 쉽지 않다. 이 논문에서는 Cole-Cole 모델에 대한 시                  

간영역 유도분극 반응을 계산하는 세 가지 방법, 즉 급수 전개법, 선형 필터링법 및 푸리에 변환법을 비교 분석하였다. 수치 실험 결과 급                    

수 전개법은 안정적인 결과를 제시하지 못할 뿐 아니라 수렴 속도가 느리다는 문제점이 있다. 선형 필터링법은 후기 시간에서 만족할 만                  

한 정밀도를 보이지 못 하였다. 푸리에 변환법은 계산시간이 더 많이 걸린다는 단점이 있으나 다른 방법에 비하여 보다 안정적인 것으로                  

확인되었다. 

주요어
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ABSTRACT
The frequency-domain induced polarization (IP) response based on Cole-Cole model is expressed as a simple equation in close form. 
However, it is difficult to compute the time-domain IP response based on Cole-Cole model or any other relaxation model because 
it cannot be written in closed form. In this study, using numerical experiments, we compared three numerical methods for calculating 
the time-domain IP response of the Cole-Cole model asymptotically: series expansion, digital linear filtering and Fourier transform. 
The series expansion method is inadequately accurate for certain time values and converges very slowly. A digital linear filter specially 
designed to calculate the time-domain IP response does not present the desired accuracy, especially at later times. The Fourier 
transform method can overcome the abovementioned problems and present the time-domain IP response with adequate accuracy for 
all time values, even though more computing time is required. 
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서 론

유도분극 탐사는 충전성 지하 매질에 전류를 주입할 때 나        

타나는 분극 현상에 의한 전위의 변화를 측정하는 탐사법이다       

(Seigel, 1959). 유도분극 탐사는 크게 주파수영역과 시간영역      

으로 나누어진다. 시간영역 유도분극 탐사에서는 일정 시간 전       

류를 주입하다가, 전류 주입을 차단한 다음, 지연 시간에 따른        

과도 전압의 감쇠 양상을 측정한다. 이러한 과도 전압의 감쇠        
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양상을 규명하기 위하여 다양한 완화모델(relaxation model)이     

제시되었으며, 이들 완화모델은 대개 주파수영역에서의 유도     

분극 반응을 현상학적으로 설명한다. 그러나 이들 완화모델에      

대한 시간영역 유도분극 반응의 계산은 쉽지 않다. 이는 시간        

영역 유도분극 반응이 주파수영역 반응과는 달리 닫힌 형태       

(closed form)의 간단한 수식으로 표현되지 않기 때문인 것으       

로 판단된다. 대개 시간영역 유도분극 반응은 급수 전개와 같        

은 근사해로 주어지기 때문에, 이들은 필연적으로 오차를 수반       

할 뿐만 아니라, 경우에 따라서는 전위의 극성이 바뀌거나 후        

기 시간대에서 부분적으로 해석적 해와 오차가 크게 나타나는       

등 안정적이지 못하다는 문제점이 있다. 

Madden and Cantwell (1967)은 Cole-Cole 완화모델에 대한      

시간영역 반응을, Van Voorhis et al. (1973)은 Drake 완화모델        

에 대한 초기 시간대 시간영역 반응의 근사적 계산 방법을 제         

시하였다. Pelton et al. (1978)은 급수 전개법(series expansion)       

을 적용하여 다양한 완화모델에 대한 시간영역 반응을 계산하       

였다. 그러나 급수 전개법은 수렴 속도가 느리고, 특정 시간대        

에서의 계산 값이 참값과 차이를 보이는 문제점이 있다.       

Guptasarma (1982)는 급수 전개법의 이러한 문제점을 주목하      

고, Cole-Cole 완화모델에 대한 시간영역 유도분극 반응 계산       

을 위한 선형 필터(digital linear filter)를 고안하였다. 필터링법       

은 시간영역 유도분극 반응을 간단하고 신속하게 계산할 수       

있다는 장점이 있다. 그러나 이 방법도 후기 시간대에는 정확        

한 값을 제시하지 못 한다는 문제점이 있다. 이상의 문제점을        

극복할 수 있는 가장 효과적인 방법은 주어진 완화모델에 대        

한 광대역 주파수영역 유도분극 반응을 계산하여 푸리에 변환       

하는 방법이다. 그러나 푸리에 변환법도 근본적으로 수치 근사       

해에 해당하며, 계산 시간이 다른 방법에 비하여 더 많이 소요         

된다는 문제점이 있다.

이 연구에서는 급수 전개법, 필터링법 및 푸리에 변환법을       

사용하여 Cole-Cole 완화모델에 대한 시간영역 유도분극 반응      

을 계산하고, 그 장, 단점을 비교, 분석하였다. 

Cole-Cole 완화모델

유도분극은 주파수에 따른 전기비저항의 분산(frequency    

dispersion) 특성에 기인한다(Tasarov and Titov, 2013). 지하 매       

질의 주파수 분산 특성은 아직까지 물리화학적으로 명확하게      

설명하지 못하고 있지만, 많은 실험을 통하여 유도분극 현상에       

부합하는 다양한 완화모델이 제시되었다(Dias, 2000). 이 중      

Cole-Cole 모델(Cole and Cole, 1941)은 가장 고전적인 모델로       

유전율(dielectric constant)의 주파수 분산 특성을 기술하고 있      

다. 이후 Cole-Cole 모델은 전기비저항에 대한 주파수 분산 특        

성을 나타내는 복소 전기비저항 모델(complex resistivity     

model)로 확장되었으며, Cole-Cole 완화모델에 대한 주파수영     

역 복소 임피던스 Z(i) 는 다음과 같이 주어진다(Pelton et al.,         

1978).

(1)

식 (1)에서  는 각 주파수(angular frequency), R0 는 직류 저          

항(dc resistance), m 은 충전성(chargeability),  는 완화 시간        

(relaxation time), c 는 주파수 승수(frequency exponent), i 는        

단위 순허수이다. 한편 식 (1)을 복소 전기비저항으로 표현하면

(2)

이 되며, 여기서 0 는 직류 전기비저항(DC resistivity)이다. 

Fig. 1은 식 (1)에 대한 등가 회로(equivalent circuit)로 저항        

R0 와 직렬로 연결된 저항 R0 (1m)/m 과 축전 용량(capacitance)         

이 병렬로 연결되어 있다. 

Fig. 1의 등가 회로에서 신호원이 직류일 경우에는 전류는       

상부 통로만을 통하여 흐르며, 주파수가 높아지게 되면 상, 하        

부 통로로 전류가 흐르게 된다. 따라서 식 (1)에 주어진 것처         

럼 직류인 경우( ), 임피던스는 상부 통로의 저항 R0 에        

수렴하며, 주파수가 무한히 커지게 되면( ) 임피던스는     

R0 (1m)에 수렴한다. 

한편 시간영역에서는 직류 전류 주입이 시작되면, 축전 용량       

(capacitor)에 전하의 이중층(electrical double layer)이 점진적     

으로 형성되며, 주입 시간이 길어져 전하가 축전 용량의 한계        

에 도달하면 이중충에 축적된 전하가 포화되어 더 이상의 전        

하 축적은 이루어지지 않는다. 즉 전류 주입 초기에는 상부와        

하부 통로를 통하여 전류가 흐르며, 이 경우에 전위는 병렬 회         

로의 특성상 작은 값을 보이게 된다. 반면 축전 용량에 전하가         

포화된 경우에는 하부 통로로는 더 이상 전류가 흐르지 못하        

고 상부 통로만으로 전류가 흐르며, 이때 일차 전위(primary       

potential) Vp 는 직류 저항 R0 에 수렴하게 된다. 따라서 높은          

주파수에서의 주파수영역 임피던스는 초기 시간대의 시간영역     

전위 Vp  Vs 에 수렴하며, 반대로 낮은 주파수에서의 주파수영         

역 임피던스는 후기 시간대의 시간영역 전위 Vp 에 수렴한다.        

이후 전류를 차단하게 되면 축전 용량에 이중충 형태로 축적        

R0 i 
c–
/m

 0

 

Fig. 1. Equivalent electrical circuit for Pelton’s Cole-Cole model in 

terms of resistance and Cole-Cole parameters. 
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된 전하가 방전되면서 과도 전위가 감쇠하게 된다. 전류 차단        

직후의 과도 혹은 이차 전위(secondary potential) Vs 는 축전        

용량에 축적된 전하의 양에 의해 결정되며, 그 크기는 R0 m 이          

된다. 이후 시간이 경과함에 따라 축적된 전하가 점진적으로       

방전하며, 이에 의한 과도 전위 Vs (t) 도 차차 감쇠하여 0에 수           

렴한다. Fig. 2는 이러한 시간영역 유도분극 반응의 감쇠 양상        

을 도시한 것이다.

시간영역 유도분극 탐사에서는 전류 차단 후의 과도 전위의       

시간적 감쇠를 측정한다. 과도 전위의 크기는 R0 m (복소 전기         

비저항일 경우 0 m)으로 주어지며, 그 감쇠 양상은 완화 시간         

 와 주파수 승수 c 에 의해 달라진다. 따라서 시간영역 유도분          

극 반응인 과도 전위는 주파수영역에서와 마찬가지로 Cole-      

Cole 변수인 0, m,   및 c 의 함수로 주어지며, 이는 시간영역            

유도분극 반응으로부터 Cole-Cole 변수를 추정할 수 있음을      

의미한다. 물론 이를 위해서는 Cole-Cole 변수가 주어졌을 경       

우 시간영역 유도분극 반응을 계산할 수 있어야 한다. 이 논문         

에서는 주어진 Cole-Cole 모델에 대하여 시간영역 유도분극      

반응을 계산하는 방법을 정리하고, 그 장, 단점을 비교, 분석하        

였다.

시간영역 유도분극 반응의 계산

식 (1)에 주어진 주파수영역 유도분극 반응으로부터 시간영      

역 반응을 계산하는 방법은 크게 급수 전개법, 선형 필터링법        

및 푸리에 변환법으로 나누어진다. 이들 방법은 모두 수치적인       

방법에 해당하며, 아직까지 유도분극 반응의 해석적 해는 특정       

한 경우를 제외하고는 발표된 바 없다. 

급수 전개법에서 과도 전위는 다음과 같이 주어진다(Pelton      

et al., 1978).

(3)

식 (3)에서  는 Gamma function이다. 식 (3)에 주어진 바와         

같이 급수 전개법에서는 t / = 2 를 경계로 서로 다른 형태의           

급수로 표현된다. 따라서 급수 전개법은 이 경계점에서 연속성       

이 보장되지 않는다는 문제점이 있다. 또한 식 (3)의 급수는 수         

렴 속도가 느려, 적어도 을 만족해야 원하는 정밀도의       

값을 얻을 수 있다. 

Guptasarma (1982)는 급수 전개법의 이러한 문제점을 해결      

하기 위하여 Cole-Cole 모델에 대한 시간영역 유도분극 반응       

을 계산하기 위한 다음의 선형 필터를 고안하였다. 

(4)

식 (4)에서 ar 과 fr 은 고안된 필터 계수(filter coefficient)를 나          

타낸다. 이 방법은 신속하게 주파수영역 임피던스로부터 시간      

영역 유도분극 반응을 계산할 수 있으며, 급수 전개법의 문제        

점을 효과적으로 극복할 수 있다는 장점이 있다. 그러나 수치        

실험 결과 매우 큰 지연 시간에서 발산 위험성이 있는 것으로         

나타났다. 

마지막 방법은 푸리에 변환법이다. 시간영역 유도분극 반응      

은 음의 단위 계단 반응(negative unit step response)이므로 다        

음과 같은 푸리에 코사인 변환을 통하여 계산된다. 

(5)

이 연구에서는 RLAGF0 프로그램(Anderson, 1975)을 사용하     

여 식 (5)에 주어진 푸리에 역변환을 수행하였다.

n  20

Fig. 2. Overvoltage curve at current-on and current-off time for the Cole-Cole model shown in Fig. 1, where R0, m,  and c are the DC 

resistance, chargeability, relaxation time and frequency exponent, respectively.
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한편 Cole-Cole 모델에 대한 시간영역 유도분극 반응은 주       

파수 승수 c = 1 인 Debye 모델과, c = 0.5 인 Warburg 모델에             

대한 해석해가 존재한다(Wait, 1984). Debye 모델의 경우

(6)

로 간단하게 표현된다. Warburg 모델의 경우에는 

(7)

로 주어지며, 여기서 erfc 는 complementary error function이       

다. 이 논문에서는 해석해가 존재하는 Debye 및 Warburg 모        

델에 대한 시간영역 유도분극 반응과, 앞서 설명한 수치적 방        

법에 의한 시간영역 유도분극 반응을 비교하여 수치해의 정확       

성을 분석하였다. 

비교 및 분석

시간영역 유도분극 반응 계산에 사용 가능한 급수 전개법,       

필터링법 및 푸리에 변환법의 정확성 및 안정성을 분석하기       

위하여 각 방법에 대한 비교 분석을 수행하였다. 식 (6)과 (7)         

에 나타난 바와 같이 과도 전위 Vs(t)는 t / 의 함수로 주어지           

며, c 가 임의의 값을 가질 때도 식 (3)으로부터 Vs(t) 는 t / 의             

함수로 주어짐을 알 수 있다. 또한 m 과 R0 는 Vs(0) 의 크기만            

결정할 뿐, 그 변화 양상은  와 c 에 의해 결정된다. 일반적으           

로 지하 구성 물질의  는 103 ~ 103 범위내의 값을 가지며           

(Kemna, 2000), 시간영역 유도분극 탐사에서 측정 시간 t 는        

104 ~ 102 s 를 벗어나지 않는다. 한편 수치실험 결과 t / <            

104 일 경우에는 반응값이 일정한 값에 수렴하는 양상을 보        

여, 이 연구에서는 t /  가 104 ~ 105 의 범위내의 값에 대한 시              

간영역 유도분극 반응만을 분석하였다. 

Fig. 3은 R0 = 1, m = 1 로 설정된 Debye 및 Warburg 모델             

에 대한 해석해와 수치해를 나타낸 것이다. Fig. 3a에 나타낸        

Debye 모델에서 t / < 104 일 경우에는 세 방법 모두 해석해에           

근접한 결과를 보이는 반면, t / 가 더 증가하게 되면 급수 전           

개법은 해석해에 비하여 급격하게 감소하는 양상을 보이며, 필       

터링법은 오히려 너무 천천히 감소하거나 음의 값으로 발산하       

는 문제를 보이고 있다. 푸리에 변환법은 앞의 두 방법에 비하         

여 해석해에 근접하지만 이 또한 참값보다 약간 큰 값을 보인         

다. 물론 t / > 104 일 경우에는 반응값이 매우 작아 근사해인           

수치적 결과는 참값과는 차이를 보일 수밖에 없다. 그럼에도       

불구하고 굳이 이들 방법의 정확도를 따지면 푸리에 변환법이       

가장 안정적이고 해석해에 근접한 값을 보임을 확인할 수 있        

다. Fig. 3b는 Warburg 모델에 대한 해석해와 근사해를 나타        

낸 것이다. 이 경우는 감쇠 속도가 Debye 모델에 비하여 현저         

하게 느려지는 특성을 보이며, 전 구간에서 수치해와 해석해가       

잘 일치하고 있다. 

Fig. 4는 R0 = 1, m = 0.2 로 고정하고 c 가 0.125, 0.25, 0.5              

및 0.75로 증가할 경우에 Vs(t /) 의 변화 양상을 나타낸 것이          

다. 가장 주목할 점은 급수 전개법의 경우 t / = 2 근처에서           

불안정한 값을 보인다는 점이다. 이러한 현상은 c 가 작은 경         

우에 두드러지며, c  > 0.5 일 경우에는 나타나지 않는다. 반면          

필터링법과 푸리에 변환법은 모두 부드럽게 변화하는 안정적      

인 감쇠 양상을 보인다. 그러나 c  = 0.125일 경우, 작은 t / 값             

에서 급수 전개법과 필터링법 결과에 비하여 푸리에 변환법의       

결과가 다소 작게 나타난다. 이 경우에는 해석해가 없기 때문        

에 어떤 값이 정확한지 평가할 수 없지만, 두 개의 근사법이         

거의 일치하는 점을 고려하면 푸리에 변환법 결과의 정확도가       

떨어지는 것으로 해석된다. 

이상의 결과를 종합하면 급수 전개법은 t / = 2 근처에서         

불안정하다는 문제가 있으며, t / 가 매우 클 경우에도 오차가         

큰 것으로 판단된다. 필터링법도 급수 전개법과 마찬가지로 t /        

Fig. 3. Time-domain response for the Debye and Warburg relaxation models. Dashed lines in the Debye model indicate the negative values. 
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 가 매우 클 경우 오차가 크며, 음의 값으로 발산하는 문제점          

을 가지고 있다. 마지막으로 푸리에 변환법은 c 가 작은 값을         

가질 때 정확도가 다른 근사법에 비해 낮은 것으로 해석된다.        

계산시간 측면에서 선형 필터링법이 가장 빠르며, 급수 전개법       

과 푸리에 변환법은 선형 필터링법의 대략 2배 및 3배의 계산         

시간이 걸리는 것으로 확인되었다. 한편 급수 전개법이나 필터       

링법은 Cole-Cole 완화모델에 대해서만 적용이 가능한데 비하      

여, 푸리에 변환법은 다양한 완화모델에 대해 모두 적용할 수        

있어 확장성이 뛰어나다고 볼 수 있다. 

결론 및 토의

시간영역 유도분극 반응 계산에 사용 가능한 급수 전개법,       

필터링법 및 푸리에 변환법의 정확성 및 안정성을 분석하기       

위하여 각 방법에 대한 비교 분석을 수행하였다. 우선 해석해        

가 존재하는 Debye와 Warburg 모델에 대한 반응에 대해서는       

해석해와 수치 근사해를 비교하였다. 대부분의 경우 해석해와      

근사해가 잘 일치하였으나, t / 가 매우 큰 경우 급수 전개법과          

필터링법은 불안정한 결과를 나타내었다. 반면 푸리에 변환법      

은 이들에 비하여 보다 안정적임을 확인하였다. 또한 다양한       

c 값을 갖는 Cole-Cole 모델에 대한 근사해를 비교한 결과, 급         

수 전개법은 항상 t / = 2 근처에서 불안정한 특성을 보이          

며, c >0.25인 경우 모든 방법이 거의 같은 반응값을 나타내었         

다. 반면 푸리에 변환법은 모든 경우에 안정적인 특성을 보이        

지만, c  = 0.125로 작아지면 다른 방법에 비하여 정확도가 떨          

어지는 것으로 해석된다.

이상의 결과를 종합하면 모든 수치 근사법은 장, 단점을 가        

지며, t / 가 매우 크거나 작을 경우 방법에 따라 오차가 커지           

는 문제점이 있는 것으로 확인되었다. 특히 급수 전개법의 경        

우에는 t / = 2 근처에서 불안정하므로 실제 반응의 계산에         

Fig. 4. Time-domain response for the Cole-Cole model when the frequency exponent values are (a) 0.125, (b) 0.25, (c) 0.50 and (d) 0.75. 
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는 주의가 필요한 것으로 확인되었다. 필터링법도 t / 가 매우         

커지면 정확도가 떨이지고, 불안정한 결과를 보인다. 한편 푸       

리에 변환법은 c 가 작은 경우에 반응의 크기가 다소 작게 나          

타나므로, 이 또한 주의가 필요하다. 결과적으로 모든 근사해       

는 장, 단점이 있으나, 이 연구에서 제시한 세 가지 방법 중에          

서는 푸리에 변환법이 상대적으로 가장 안정적이며, 대부분의      

t / 에서 정확한 시간영역 유도분극 반응을 제시하는 것으로 판         

단된다. 특히 푸리에 변환법은 다양한 완화모델에 대한 시간영       

역 유도분극 반응을 계산할 수 있어 그 확장성이 뛰어나다는        

장점도 무시할 수 없다.

본 연구에서 제시한 Cole-Cole 완화모델에 대한 시간영역      

유도분극 반응의 계산과 비교 분석 결과는 향후 시간영역 유        

도분극 모델링 및 역산 해석에 유용하게 사용될 것으로 기대        

된다. 
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