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전달함수를 이용한 2단 덕트 시스템에서의 연소불안정 해석
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Abstract

In this paper, using a transfer function-based analytical model, major factors influencing the acoustics and combustion

instability in a two-stage duct system composed of a nozzle and a combustor were derived and their quantitative effects were

evaluated. From the acoustic analysis, it was confirmed that the change in reflection coefficient and mean flow could have

a great influence on the instability growth rate, and the area ratio and speed of sound ratio between the nozzle and the com-

bustor are also key parameters to determine combustion instability as well as flame transfer functions.

기호설명

A : 음파의 진폭

c : 음속

E : 에너지

e : 질량

F : 운동량

f : 주파수

G : 전달함수

u : 속도

M : 마하 수 

m : 질량

n : 화염전달함수 이득값

P : 극점

p : 압력

q : 열 발생율

R : 반사 계수

S : 면적

s : 라플라스 변수

t : 시간

tk : 파동 전달시간(일방향)

x : 위치

α : 음속비

β : 면적비

γ : 비열비

δ : 파동의 왕복 도달시간

ρ : 밀도

τ : FTF의 시간 지연

1. 서 론

연소불안정은 열발생률과 음향 진동이 서로 보강 간

섭되어 점차 증폭되는 현상이다(1). 이는 가스터빈의 손
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상 및 파괴로 연결되기 때문에 연소기 개발 단계에서

이를 예측하는 것은 매우 중요한 절차로 여겨지고 있다.

이러한 연소불안정 예측 모델링 연구는 기본적으로 1차

원(1D) 네트워크 모델(2-5), CFD 모델(6-7), FEM(8-9) 모델

의 세 그룹으로 분류된다. 이들 중에서, 1D 네트워크 모

델은 실제 연소기를 몇 가지 음향 요소로 나누어 해석

하는 방법으로, 변수의 보존 법칙을 고려하여 음향 속도

및 압력에 대한 점프 조건(jump condition)을 적용함으

로써 서로 연결된다. 이는 음향 섭동만을 고려하여 계산

이 진행되기 때문에 다른 접근방식보다 시간을 절감할

수 있다는 장점이 있다. 하지만 이 때문에 화염장이 결

합된 해석을 진행해야할 경우, 실험 혹은 수치해석으로

부터 화염전달함수에 대한 정보가 별도로 확보되어야

한다(10). 

네트워크 모델에 대한 접근 방법 중, 저자들의 이전

연구(2,4)에서는 주어진 시스템의 음향장 특성화를 위해

음향전달함수(Acoustic Transfer Fucntion, ATF, Ga)를 이

용한 연소불안정 해석 방법을 제안했다. 이것은 화염 q'

에서의 열 섭동으로부터 같은 위치 u'에서의 유동 속도

섭동까지의 전달함수로 주어지며, 따라서 가

된다. 고전 열음향 분야에서 이전 ATF의 정의는 입력으

로 작용하는 음향 속도에 대한 음향 압력의 비율을 결

정함으로써 사용되었다(5). 그러나 저자들의 연구(2,4)에서

ATF는 화염전달함수(Flame Transfer Function, FTF,

)의 역 개념으로 결정되는데, 이는 예혼합 시

스템의 경우 화염에서 열발생 섭동으로부터 기인한 시

스템 음향장 특성 변화에 대한 정보를 정량화한 개념이

다. 연소불안정은 본질적으로 음향과 연소 과정 사이의

피드백 현상이기 때문에, 이러한 방식으로 사용되는

ATF의 정의는 FTF와 결합할 때 폐회로 시스템의 안정

성 분석에 쉽게 활용할 수 있다. 

본 연구에서는 기존 저자들의 ATF 기반의 네트워크

모델을 확장하여 연소불안정에 미치는 인자들을 해석적

으로 도출하고, 이들의 영향성을 규명하였다. 우선 노즐

과 연소기로 구성된 가장 단순화된 2단 덕트 시스템에

서 ATF를 유도한 후, 가장 대표적인 음향모드들에 대하

여 노즐과 연소실의 형상이 미치는 영향에 대하여 해석

학적인 분석 결과를 제시한다. 이를 확장하여 다양한 형

상 조건 및 운전 특성으로부터 기인하는 인자들과 음향

특성 간의 상관관계가 규명된다. 끝으로, 폐루프 연소불

안정 측면에서 가장 대표적인 화염전달함수의 형태인

n−τ 모델을 도입하여, 이들이 시스템 안정성에 미치는

특성을 정량적으로 제시하고자 한다.

2. 연구방법

2.1 음향전달함수 

ATF는 가스터빈 연소기의 연소과정에서 발생하는 비정

상 열 발생 섭동이 시스템의 음향학적 특성에 의한 속도

및 압력 섭동의 피드백 현상을 전달함수로 표현한 것이다.

Figure 1은 2단 덕트 시스템을 나타낸 개략도이며, 크

게 노즐(nozzle)과 연소실(combustion chamber)로 구분

된다.

식 (1)은 라플라스 변환된 1차원 파동방정식의 해로

서 Fig. 1과 같은 형상에서의 압력 및 속도 섭동을 나타

낸다. '은 섭동을, 는 평균 상태량을 나타낸다. p는 압

력, ρ는 밀도, c는 음속, u는 속도를 의미한다. xk − xk-1

(k=1,2)는 거리를,  는 각 음향요소의 입구 및 출

구에서 상류와 하류로 향하는 미지의 파동함수를 의미

한다. 밑 첨자 k=1이면 노즐을, k=2라면 연소실을 나타

내는 것이다. 

(1)

, 

, 

, 

입구 및 출구 경계 조건은 식 (2)과 같이 정의된다. 
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Fig. 1 Schematics of 2-stage duct combustor
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는 파동의 도달시간으로 정의하였다.

파동의 왕복 도달시간은 로 정의하였다. x1

에서는 면적변화와 화염이 동시에 존재하기 때문에 아

래 식 (3)-(5)의 질량, 운동량, 에너지 방정식을 모두 만

족시켜야 한다. 

(3)

(4)

(5)

 (6)

여기서 은 노즐과 연소실의 면적비(Area

ratio)이고, 이를 이용하여 x1+와 x1−의 관계식을 파동 행

렬로 나타내면 식 (6)과 같이 표현할 수 있다. 

위 식을 의 형태로 다시 쓰면 최종적으로 2단

연소기의 음향전달함수를 식 (7)과 같이 얻을 수 있다.

는 화염 전후의 음속비(Speed of sound ratio)

이다.

 

(7)

,  (8)

, 

2.2 2단 덕트에서의 ATF 분석

불안정성은 전달함수의 극점을 분석함으로써 파악할

수 있다. 극점이란 전달함수 분모의 근을 일컫는 용어로,

극점의 실수부는 성장률을, 극점의 허수부는 공진주파

수를 나타낸다(2,12). 음향전달함수 식 (7)의 극점은 식 (9)

와 같다. 

(9)

해석적 접근을 위해 먼저 입구 및 출구 경계조건 Rk

를 일정한 값으로 가정하고, 일반적인 연소기에서 연소

실 입구(덤프면)의 단면적은 노즐의 단면적보다 크고

( ), 가스터빈 연소기 형상 및 운전 조건을 고려하면

연소실 입구의 마하수(M1)는 1보다 훨씬 작은 값을 갖

는다. 또한, 화염을 지나며 음속은 증가하게 되므로, 식

(8)에서의 몇 가지 변수에 대하여 다음과 같은 가정을

세울 수 있다. 

, (10)

이로부터 식 (9)에서 소개된 변수들의 범위는

, ,  임을 알 수 있다. 그리고

 이므로 식 (9)에서 K1으로 시작하는 항보다는

α와 β의 곱으로 이루어진 K2가 상대적으로 더 지배적이

라는 것을 유추할 수 있다. 근사화된 극점은 식 (11)로

표현할 수 있다. 

(11)

식 (11)은 인수분해 형태로 표현되며, 이 수식이 성립

될 조건은  또는  중

한 개 이상을 충족시키는 것이다. 이 중, 전자는

에 의하여 결정되기 때문에 노즐 극점 P(nozz,i)

으로 정의할 수 있다. 반면에 후자는 에 의하

여 결정되는 연소실 극점 P(comb,i)으로 정의할 수 있고,

서로 간에 독립적으로 존재하게 됨을 알 수 있다. 두 식

의 근사해는 각각 식 (12)와 (13)과 같이 얻어진다. 
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식 (12)와 (13)으로부터 극점의 성장률은 평균 속도와

반사계수의 크기에 영향을 받는다는 것을 알 수 있다.

δk과 Mk 모두 평균 속도와 연관된 인자이지만, δk은 마

하수 제곱의 차수로서 평균 속도에 대한 의존도는 마하

수 Mk에 더욱 지배적이다. 식 (12)와 (13)에서 R0와 R2

가 주어진 값이라면, 평균속도가 증가하면 (즉, Mk가 증

가하면) P(nozz,k)의 성장률은 증가하고, P(comb,k)의 성장률

은 감소한다. f는 공진주파수로서 반사계수가 일정하다

면, 극점의 허수부인 공진주파수는 반사계수의 부호에

만 의존하게 된다.

2.3 화염전달함수와 음향전달함수를 결합한 시스템

불안정 해석

연소불안정 현상은 ATF와 FTF로 이루어진 폐회로

시스템으로 해석할 수 있다. 폐회로시스템의 안정성은

다음 수식으로부터 정의된다.

(14)

FTF는 보편적으로 사용되고 있는 n−τ 모델, 

 (nf>0)로 가정하였다. ATF를 정의하는 식 (7) 에서

 이고, 이므로 

이 성립한다. 폐회로 시스템의 극점에 ATF

식 (7)을 대입하여 표현하면 아래와 같다.

(15)

폐회로 시스템의 극점은 전술한 ATF에 FTF와의 결

합을 통하여 더욱 많은 변수들의 영향을 받음을 알 수

있고, 마찬가지로 식 (10)에 적용하였던 가정과 더불어

서 해석의 단순화를 위하여 평균 속도 효과를 무시하고,

이를 수식으로 나타나면 식 (16)과 같다. 이로부터 근사

화된 폐회로 전달함수의 극점은 식 (17)과 같다.

, , (16)

(17)

폐회로 시스템의 극점과 ATF의 극점의 차이는 식 (17)

의 두 번째 항의 유무이다. 이라면, 위 식의 두

번째 항은 소거된다. 하지만 이라면 그렇지 않

다. 즉 에  가 도입되면 극점의 이동이 발생

한다. 또한 위 식에서는 의

형태로 Gf의 독립적인 영향이 아닌, 다른 시스템 변수와

운전 조건 및 음향전달함수의 특성과 결합하여 연소불

안정에 영향을 미치게 됨을 알 수 있다. 

3. 모델링 및 해석 결과

3.1 음향장 해석 결과

해석 모델은 노즐과 연소실로 이루어진 2단 덕트 시

스템이다. 시작하기에 앞서, 사용된 해석 코드의 타당성

검증을 위하여 온라인 개방 코드인 OSCILOS(13)와 음향

해석결과를 비교했다.

수치 예제를 위하여 임의로 선정한 시스템 주요 치수

및 물성치는 Table 1에 나타냈다. 예혼합실 입구의 평균

속도는 34.7 m/s (M1=0.1)이다. 더불어 연소기의 입구와

출구 경계조건은 모두 닫힘(closed) 조건으로 설정하였

다. 

Table 2는 OSCILOS와 해석 코드의 주파수 비교 결과

를 낮은 4개의 대표적인 주파수를 나열한 것이다. Fig.

2는 각 모드의 압력 분포 형상(Mode shape)을 나타냈으

며 Table 2와 Fig. 2로부터 OSCILOS와 현재 모델의 해

석 주파수 및 모드 형상이 모두 일치함을 확인하였다.

구체적으로 식 (12)와 (13)으로부터, 노즐 모드인 f(nozz,i)
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Table 1 Geometry and operating conditions

Description Value

Inlet temperature (K) 300

Nozzle cross-sectional area (m2) 0.00096

Nozzle length (m) 0.5

Combustor cross-sectional area (m2) 0.0177

Flame zone temperature (K) 1500

Combustor length (m) 1.5

Pressure (kPa) 101
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는 172 Hz와 504 Hz이었으며, 연소실 모드인 f(comb,i)는

261 Hz와 534 Hz인 것으로 계산되었다. 이에 따라,

Table 2에서 측정된 모드 중 Mode 1과 Mode 3은 노즐

모드, Mode 2와 Mode 4는 연소실에 의한 모드에 해당

한다. 

현재 수치 예제 상의 시스템에서, 노즐 모드의 경우에

노즐에서의 압력 섭동이 매우 지배적이어서 상대적으로

연소실에서의 압력 섭동은 매우 작게 나타나는 반면에,

연소실 모드는 연소실 뿐만 아니라, 노즐에서도 상대적

으로 높은 동압 분포가 존재하는 것으로 계산되었다. 

3.2 음향전달함수 극점 분석

Figure 3은 우선 FTF를 고려하지 않은 상태로, 입출구

반사계수의 절대값을 로 고정하고, 입구 마하수

(M1)가 0에서 0.6까지 변화하였을 때, ATF의 극점 변화

를 도시한 것이다. 그림에서 × 기호는 식 (10)의 가정을

적용하지 않은 식 (7)의 ATF로 계산된 엄밀해를, Δ 기호

는 단순화 가정을 적용한 식 (15)로 계산된 근사해를 나

타낸 것이다. 그림에서 보이듯이, 마하수가 0일 때는 가정

에 따른 엄밀해와 근사해가 거의 동일한 값을 보였으며,

마하수 증가에 따라 두 해로부터 얻어진 주파수의 차이는

크지 않았고, 성장률에서만이 약간의 차이가 존재하는 것

으로 계산되었다. 따라서, 가스터빈의 운전 조건과 같은

연소실 입구의 낮은 마하수에 있어서 해석학적 접근을 위

한 식 (10)의 가정은 타당한 것으로 나타났다. 또한, 그림

에서 마하수에 따른 극점의 이동을 살펴보면, 2.2절에서

해석학적으로 도출되었듯이, 마하수의 증가는 노즐 모드

에 있어서는 성장률의 증가(즉, 불안정한 방향으로 이동)

를 보이고, 연소실 모드의 성장률은 반대 경향(즉, 안정한

방향으로 이동)을 나타내었다. 한가지 더 흥미로운 점은

마하수에 따라 성장률 뿐만 아니라, 극점의 주파수 천이

도 초래한다는 부분이다. 특히, 연소실 모드보다는 노즐

모드에서 주파수의 변화는 더욱 두드러졌다.

Rk 1=

Table 2 Calculation results of resonance frequency of a

given system

Frequency [Hz]

Mode

number
OSCILOS

Current

model
Remark

1 172 172 Nozzle mode

2 261 261 Combustor mode 

3 504 504 Nozzle mode

4 534 534 Combustor mode

Fig. 2 Mode shape comparisons of the four lowest longi-

tudinal frequencies between the current model and

OSCILOS

Fig. 3 Pole zero map of ATF ( )Rk 1=

Fig. 4 Pole zero map of ATF ( )Rk 0.7=
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Figure 4는 Fig. 3과 동일한 해석을 입출구 반사계수

의 절대값을 로 변경하여 진행한 결과이다. 식

(12)와 (13)에서 소개한 바와 같이 극점의 성장률은 δk의

역수와 로그 내부의 값의 곱에 의하여 결정된다. 이때

음향학적으로 닫힘과 열림 조건과 같이 인 경우

에는 낮은 마하수 조건에서 로그 내의 값이 “1”과 가깝

게 되어 성장률이 “0”이 된다. 따라서 반사계수의 절대

값을 변경하여 마하수의 영향성을 비교한 결과, Fig. 3

대비, Fig. 4에서는 마하수 변화에 따라 특히 성장률의

변화가 더욱 커지는 것을 확인할 수 있다.

3.3 화염전달함수와 결합한 폐회로 시스템 분석 결과

다음으로는 FTF가 결합된 폐회로 시스템 해석을 통

해 Table 1에서 정의된 조건에서 연소불안정을 예측하

였다. Figs. 5와 6은 n−τ 모델에서 τ를 각각 3.4와 6 ms로

고정한 상태에서 n의 변화에 따른 특성을 의

근궤적을 통해 파악한 것이다. 근궤적은 n이 커짐에 따

라 변화하는 극점을 도시한 것이며, 여기서 두 τ 값들은

유동 속도를 고려하여 임의의 선정되었다. 근궤적을 그

린 범위는 n=0~5이고, 입구 마하수는 0.05와 0.3을 선정

하였다. × 기호는 ATF의 극점이자 n=0일 때의 극점을,

그래프의 ○ 기호는 n=5일 때 극점을 의미한다. 파란 실

선은 M1=0.05, 붉은 실선은 M1=0.3인 경우를 나타낸다.

그림에서와 같이 n이 증가하면 극점은 선을 타고 화살

표 방향을 따라 이동하였다. 우선 Figs. 5과 6의 직접적

인 비교로부터 시간 지연값인 τ에 따라 연소불안정 근

궤적의 형태가 크게 바뀌게 됨을 알 수 있다. 이러한 τ

의 변화에 따른 연소불안정 특성 변화에 대한 연구(2,7)는

시간 지연 분석(time lag analysis)이 소개된 이후로 불안

정 예측과 제어 분야에서 널리 사용되어 왔었다. 본 연

구에서는 고정된 τ에 대하여 n의 변화에 따른 불안정 특

성을 자세하게 비교하고자 한다. Fig. 5의 τ=3.4 ms의 경

우를 살펴 보면, n이 0일 때, 4가지 관심 모드의 성장률은

모두 음수 영역에 존재(즉, 모두 안정)하였다. n을 조금씩

증가시킬 경우, n이 0.7(M1=0.3인 경우)과 1.3(M1= 0.05인

경우)에서 535 Hz 주파수가 처음 불안정(즉, 성장률이 양

의 값을 갖게 됨)해지고, 추가적인 n의 증가와 함께 성장

률도 양의 영역에서 유지되었고, n이 2.3(M1= 0.3인 경우)

에서 260 Hz 근처의 주파수가 양의 성장률을 보이기 시

작하였다. 반면에 노즐 모드에 해당하는 Table 2의 Mode

1과 3은 본 연구에서 제시된 n의 값과 상관없이 음의 성

장률을 보였다. 그러나 특히 Mode 3의 경우 n의 증가에

따라 성장률이 반대로 감소하는 구간이 존재하는 것으로

나타났다. Crocco(14)에 의하여 n−τ 모델이 제시된 이후로,

섭동 강도 비례 상수인 n은 일반적으로 불안정을 증가시

키는 것으로 인식되어 왔었다. 이는 현재의 연구 결과에

서도 주요 모드에서 나타난 결과이기도 하다. 그러나 본

해석학적 연구 결과의 일부 구간에서는 n의 증가가 오히

려 시스템을 안정한 방향(즉, 성장률이 감소하는 방향)으

로 유도하기도 한다. 그 이유는 n이 변하면 복소수인 극

점이 변하게되고, 이는 성장률과 주파수가 각각 음이나

양의 어떤 방향으로든 변할 수 있음을 뜻한다. 

정리하면, 화염전달함수의 n은 피드백 불안정 특성에

영향을 미치는 주요한 인자이나, 시스템의 다양한 공진

모드에서 그 영향의 상대적 크기는 모드마다 다를 수

있다. 따라서, n의 값에 상관없이 특정 일부 모드는 항

상 안정한 영역(성장률이 음의 값을 갖는 영역)에 존재

할 수도 있으며, 또 다른 모드는 n의 값이 안정과 불안

정 영역을 구분하는 주요 인자로 작용하기도 한다. 그러

나 이러한 n의 영향은 2.3절의 해석학적 분석에서도 드

Rk 0.7=

Rk 1=

Ga s( )Gf s( )

Fig. 5 Root locus of closed loop system of -Ga(s)Gf(s)

(τ=3.4 ms)

Fig. 6 Root locus of closed loop system of -Ga(s)Gf(s)

(τ=6 ms)
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러나듯이, n의 독립적인 특성으로 정의하기는 어렵고

시스템의 형상(예, 특성 길이와 면적비 등)과 운전 조건

(예, 마하수와 온도비 등) 및 입출구 경계 조건에 따라

복합적인 영향을 미치게 된다.

4. 결 론

본 논문에서는 노즐과 연소실로 구성된 2단 연소기에

서의 음향장과 연소불안정 특성에 영향을 미치는 주요

인자들을 도출하고, 전달함수 기반의 해석학적 모델을

통하여 인자들의 영향성 평가가 수행되었다. 음향장 해

석 결과 2단 연소기에서 길이 방향의 노즐 모드와 연소

실 모드가 서로 독립적으로 존재하였고, 이들의 음향 특

성은 입출구의 음향경계조건과 각 부분의 시스템 특성

길이에 의존하는 것으로 나타났다. 또한, 평균 속도의

존재는 특정 모드의 성장률을 증가시킬 수도 반대로 감

소시킬 수도 있다. 화염전달함수는 시스템 피드백 불안

정 특성에 독립적으로 영향을 미치는 것보다는, 화염전

달함수와 시스템 및 운전 조건과 음향전달함수의 특성

에 의존하여, 노즐과 연소실 사이의 면적비와 음속비 등

과 함께 상호 복합적인 영향에 따라 최종적인 피드백

불안정 특성이 결정되었다. 
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