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피타고라스 정리의 이동으로 인한 제곱근과 실수 단원의 변화에 관한 연구

구나영1)․송은영2)․최은정3)․이경화4)

본 연구에서는 피타고라스 정리의 이동으로 인해 2015 개정 중학교 3학년 교과서의 제곱근과 실수
단원에서 어떤 변화가 나타났는지 파악하는 데 목적을 둔다. 구체적으로, 무리수의 표현 양식과 2015
개정 수학과 교육과정의 교수·학습 방법 및 유의 사항을 기초로 두 가지 측면에서 변화를 살펴보았다.
먼저, 교과서에서 무리수를 기하 표현으로 다룸으로써 잠재적으로 제공하는 무리수의 존재성과 관련된
학습 기회를 분석하였으며 기하 표현이 사용될 경우 피타고라스 정리를 이용하는지 확인하였다. 다음
으로, 무리수의 비분수, 소수 표현이 잠재적으로 제공하는 유리수가 아닌 수로서 무리수의 필요성을 인
식할 수 있는 기회를 분석하였다. 연구 결과, 무리수를 도입할 때 2015 개정 교과서에서 기하 표현을
사용한 빈도가 크게 높아지고 피타고라스 정리를 활용하는 것으로 확인되었다. 또한 다양한 무리수를
나타내는 기하 표현이 새롭게 등장하였다. 한편, 유리수가 아닌 수로서 무리수의 필요성을 인식할 수
있는 비분수 표현으로 무리수를 정의한 빈도는 낮아졌다. 본 연구는 2015 개정 교과서에서 무리수 표
현의 변화로 인한 무리수의 존재성 및 필요성과 관련된 학습 기회를 확인하고, 그 가능성과 제한점을
확인하였다는 데 의의가 있다.

주요용어 : 무리수, 표현, 2015 개정 수학과 교육과정, 피타고라스 정리, 교과서 분석

Ⅰ. 서론

유리수 체계에서 실수 체계로의 수 개념의 확장과 재구성을 위해 무리수에 대한 이해는 필수적이다
(Sirotic & Zazkis, 2007). 수학사에서 무리수는 유리수가 아닌 수의 존재를 인식한 피타고라스 학파에
의해 발견되었다. 같은 단위로 잴 수 없는(incommensurable) 선분의 존재는 두 크기 사이의 관계가
자연수의 비, 즉, 분수로 나타낼 수 없음을 의미한다(Eves, 1999). 그리스 시대에는 통약불가능한 양의
발견으로 이산량과 연속량이 각각 산술과 기하의 영역에서 수와 크기의 개념에 대응되었지만 16세기
이후 Stevin이 제시한 소수 정의로 모든 크기를 수치화할 수 있게 되었다(변희현, 2005). 무리수를 순
환하지 않는 무한소수로 나타내면서 유리수 체계에서 실수 체계로의 확장이 자연스러워졌고, 이를 반
영하여 학교 수학에서 무리수를 도입할 때에는 무리수의 존재성을 직관적으로 인식하고, 유리수가 아
닌 수로서의 무리수의 필요성을 드러낼 필요가 있다(신보미, 2008; 이지현, 2015; González-Martín,
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Giraldo, & Souto, 2013).
박경미 등(2014)은 중학교 3학년의 제곱근과 실수 단원에서 무리수를 도입하는 방법의 다양성을 열

어두기 위해서 피타고라스 정리를 이용한 기하학적 방법이 선행될 필요가 있다고 보았다. 특히 2009
개정 교과서에서는 무리수가 순환하지 않는 무한소수로 도입될 수 밖에 없다는 점을 지적하며 피타고
라스 정리의 이동으로 유리수가 아닌 수로서 통약불가능성의 아이디어를 구현할 수 있다고 언급하였
다. 이 외에 국제학업성취도평가(TIMSS)의 시험 범위에 대한 고려와 학습 부담을 경감하려는 시도도
피타고라스 정리의 이동에 영향을 미쳤다(박경미 등, 2015). 이를 토대로 2015 개정 수학과 교육과정
에서는 피타고라스 정리가 중학교 3학년에서 2학년으로 이동하였으며 교수·학습 방법 및 유의 사항에
는 제곱근과 무리수 도입, 무리수의 존재성 및 필요성과 관련된 내용들이 추가되었다.
2015 개정 수학과 교육과정에서 피타고라스 정리의 이동으로 인해 무리수 지도와의 관련성에 대한

해석이 요구된다(서보억, 2018). 일부 연구자들은 피타고라스 정리를 활용한 다양한 예시를 제공하여
무리수 이해를 도울 수 있을 것으로 보았고(Sirotic& Zazkis, 2007; Zazkis, 2005) 2009 개정 교과서에
서 확인된 부자연스러운 전개를 극복할 수 있을 것이라 예상된다(강향임, 최은아, 2017). 한편 서보억
(2018)은 피타고라스 정리의 이동으로 제곱근과 무리수를 학습하기 전에는 피타고라스 정리를 이용하
여 직각삼각형에서 미지의 한 변의 길이를 구할 수 없다는 등의 문제를 제기하였다.
무리수 지도에 관한 선행 연구를 살펴보면, 무리수 개념을 나타내기 위해 사용되는 비분수 표현(유

리수가 아닌 수, 즉, 분수 


(≠  ∈로 표현되지 않는 수)과 소수 표현(순환하지 않는 무한

소수)의 강점과 약점을 확인하고, 무리수 개념을 학습하는 학생이 어떠한 어려움을 겪는지 확인한 연
구(강정기, 2016; 오국환, 방정숙, 권오남, 2017; Zazkis & Sirotic, 2004)가 있다. 또한 교사나 지도 방
법에 초점을 맞추어 예비교사나 현직교사가 무리수의 개념이나 표현을 어떻게 이해하고 있으며 이들
에게 어떠한 지식이 요구되는지 확인한 연구(강향임, 최은아, 2017; Sirotic & Zazkis, 2007), 통약불가
능성을 지도하는 것의 어려움을 확인하고 대안적인 방법을 시도한 연구(변희현, 박선용, 2002; 이영란,
이경화, 2006)도 이루어졌다.
앞서 기술한 바와 같이 무리수의 학습에서 무리수의 존재성과 필요성을 이해하는 것이 중요하다(신

보미, 2008; 이지현, 2015; González-Martín et al., 2013). 2015 개정 수학과 교육과정을 따른 중학교 3
학년 교과서는 2020년부터 적용되고 있다. 피타고라스 정리가 이동됨에 따라 무리수의 학습 경로에
변화가 불가피하며(박경미 등, 2014; 서보억, 2018) 그 변화를 무리수의 존재성과 유리수가 아닌 수로
서의 무리수의 필요성에 관한 학습 기회의 관점에서 분석할 필요성이 제기된다. 수학적 표현은 수학
학습과 밀접한 관련이 있으며 학생들은 수학적 개념을 나타내는 여러 표현 사이의 관계를 이해해야
한다(Peled & Hershkovitz, 1999). 지금까지 선행 연구에서는 무리수 학습과 관련하여 무리수의 수적
(numerical) 표현(비분수 표현, 소수 표현), 기하 표현(도형의 길이나 넓이 등의 측정값으로 무리수를
나타내는 것)에 대한 논의가 주로 이루어졌다(예를 들어, 오국환 등, 2017; 최은아, 강향임, 2016).
이에 본 연구에서는 피타고라스 정리의 이동이 2015 개정 중학교 3학년 교과서의 제곱근과 실수 단

원에서 무리수와 관련된 내용의 제시에 어떤 영향을 끼쳤는지를 파악하는 데 목적을 둔다. 구체적으
로, 무리수의 표현 양식과 2015 개정 수학과 교육과정의 교수·학습 방법 및 유의 사항을 기초로 무리
수가 어떻게 표현되어 있는지를 두 측면에서 살펴보고자 하며 연구 문제는 다음과 같다.

1. 무리수를 기하 표현으로 다룸으로써 잠재적으로 무리수의 존재성을 드러내는가?
2. 무리수의 비분수 표현 또는 소수 표현은 잠재적으로 유리수가 아닌 수로서 무리수의 필요성을

드러내는가?
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특히 연구 문제 1을 확인하기 위해 기하 표현이 사용될 경우 피타고라스 정리를 이용하는지 살펴보
며 2009 개정 교과서와 비교하여 2015 개정 교과서에서 다양한 무리수를 나타내는 기하 표현은 어떻
게 사용되었는지도 확인한다. 동일한 기준에 따라 2009 개정 교과서와 2015 개정 교과서를 비교 분석
하여 변화를 확인한다.

Ⅱ. 선행 연구 고찰

2015 개정 수학과 교육과정에서 피타고라스 정리의 이동으로 인해 유리수가 아닌 수로서 무리수의
통약불가능성의 아이디어를 구현할 수 있고, 소수 표현 외에 무리수를 다양하게 도입하려는 시도가
예상된다(박경미 등, 2014). 본 절에서는 선행 연구를 고찰하여 무리수의 본질인 통약불가능성을 확인
하고 무리수의 표현 양식으로 비분수 표현, 소수 표현, 기하 표현이 무엇인지, 무리수를 나타내는데
각 표현은 어떤 강점과 약점이 있는지를 살펴본다.

1. 무리수의 통약불가능성

무리수는 피타고라스학파에 의하여 발견되었다고 알려져 있다. 그들은 임의의 두 선분이 주어질 때
어떤 다른 선분의 정수배로서 각각을 모두 표시할 수 있는 매우 작은 선분이 존재할 것이라고 확신하
였다. 이는 모든 선분들이 같은 단위로 잴 수 있는(commensurable), 공통척도를 갖는다는 것을 뜻한
다. 즉, 어떤 선분( )이 존재하여 두 선분 , 의 길이를 선분 의 정수배, 즉 적당한 정수  , 가 존

재하여    ,   로 나타낼 수 있으며 이는 


 


로서 두 선분의 길이의 비가정수 

정수 
꼴로

표현될 수 있다는 것을 뜻한다(변희현, 박선용, 2002, p.643).
Eves(1999)에 따르면, 피타고라스 학파는 한 변의 길이가 단위 길이인 정사각형의 대각선의 길이에

대응되는 유리수가 존재하지 않는다는 것을 확인하였다. 이로부터 무리수의 존재성을 인식하게 되었으며
기하학적인 방법으로 같은 단위로 잴 수 없는 선분의 존재를 보였다. 정사각형의 변과 대각선을 같은 단
위로 잴 수 없다는 것은 두 크기 사이의 관계가 자연수의 비 즉, 분수로 나타낼 수 없음을 뜻한다.
통약불가능한 양의 발견으로 그리스 시대에는 이산량과 연속량을 서로 다른 범주로 구분하여 각각

산술과 기하의 영역에서 수와 크기의 개념에 대응시켜 연구하였다. 이는 무리수 개념의 기원이 되는
통약불가능한 양을 수로 표현할 방법을 갖지 못했기 때문이다. 16세기 이후 Stevin이 제시한 소수 정
의의 등장으로 연속량을 수로 나타내고, 수에 연속성을 부여하여 수와 크기를 동일시하게 되었다
(Moreno-Armella & Waldegg, 2000). Stevin은 십진기수법을 형식적으로 정의하여 모든 크기를 수치
화할 수 있게 할 뿐만 아니라, 무리수 아이디어 발생에 결정적인 역할을 하였다. 그로 인해 수직선 위
의 모든 점과 유한소수 및 무한소수 사이의 대응 관계를 생각할 수 있게 되었다(Courant & Robbins,
1996; 변희현, 2005, p. 29에서 재인용). 유리수를 소수로 표현하는 과정에서 순환하는 무한소수를 인식
하고, 순환하지 않는 무한소수를 유리수가 아닌 수, 즉 무리수로 인식하게 된 것이다.
역사적으로 무리수는 통약불가능한 양으로서 발견되었고, 소수 표현을 사용하여 무리수를 순환하지

않는 무한소수로 나타내면서 유리수에서 실수로의 수 체계를 확장하는 데 있어서 중요한 역할을 하게
되었다. 따라서 학교수학에서 무리수를 도입할 때에는 측정값으로서 무리수의 존재성을 직관적으로
인식하고, 유리수가 아닌 수로서 통약불가능성의 원리를 담은 무리수의 필요성을 드러낼 필요가 있다
(신보미, 2008; 이지현, 2015; González-Martín et al., 2013).
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2. 무리수의 표현 양식

Zazkis & Sirotic(2004)에 의하면 무리수는 비분수 표현 또는 소수 표현으로 정의된다. 각 표현은
무리수 개념의 본질적인 특성인 통약불가능성과 비순환성 중 하나를 강조할 수 있다는 강점이 있지만
다른 하나를 나타내는 데 한계가 있다는 약점이 있다(오국환 등, 2017; 최은아, 강향임, 2016). 또한 무
리수를 도형의 길이나 넓이와 같은 측정값인 기하 표현으로 나타낼 수도 있다. 이에 본 절에서는 선
행 연구를 토대로 무리수를 나타내는 비분수 표현, 소수 표현, 기하 표현을 소개하고, 각 표현의 강점
과 약점을 살펴보도록 한다.
앞서 기술한 바와 같이 무리수의 발견은 통약불가능성에서 출발하였다. 그러나 통약불가능성에 관

한 기하학적 고찰은 간접증명법을 이용하고 있다. 즉, 학생이 통약불가능성을 이해하기 위해서는 결론
을 부정한 상황에서 타당한 추론을 거친 결과가 거짓이면 전제도 거짓이라는 간접증명법의 기본 원리
를 이해해야 한다. 따라서 중학교 수준에서 기하학적 고찰을 통해 통약불가능성을 지도하는 것의 어
려움이 제기되어 왔다(예를 들어, 변희현, 박선용, 2002).
이에 대부분의 교과서에서는 기하학적 맥락에서의 통약불가능성에 관한 표현이나 증명을 소개하지

않는다. 일부 교과서만 비분수 표현으로 통약불가능성을 설명한다. 두 선분의 길이를 같은 단위로 잴
수 없을 때 통약불가능하다고 하는데 두 선분의 길이를 같은 단위로 잰다는 것은 두 선분의 길이가

유리수 


≠  ∈, 두 정수의 비로 표현될 수 있다는 것을 의미한다. 이에 같은 단위로 잴

수 없는 두 선분의 길이의 비는 두 정수의 비로 표현될 수 없다. 비분수 표현은 중학교 수준에서 유
리수가 아닌 수로서 무리수의 필요성과 통약불가능성을 드러낼 수 있다는 강점이 있으나 무리수의 비
순환성을 드러내는 데에는 한계가 있다(강정기, 2016; 신보미, 2008).

2009 개정 교과서 중 일부는 분수 


≠  ∈, 두 정수의 비로 나타낼 수 없는 수로 무

리수를 정의한다. 그러나 비분수 표현으로 정의한 교과서는 소수에 불과하며 모두 무리수를 정의한
후 ‘무리수는 순환하지 않는 무한소수로 나타내짐이 알려져 있다’라는 소수 표현을 부연한다. 이는 비
분수 표현으로 무리수를 정의할 경우  ⋯ 와 같은 제곱근 이외의 무리수가 존재함
을 설명하는 과정이 필요한데, 이를 위해 유리수가 유한소수나 순환소수로 표현됨을 밝히고,
 ⋯ 와 같은 순환하지 않는 무한소수가 유리수가 아님을, 즉 무리수임을 설명할 필
요가 있다는 점(신보미, 2008)에서 요구되는 단계로 볼 수 있다. 그 외 대부분의 교과서에서는 통약불
가능성을 내포한 ‘분수꼴로 나타낼 수 없는 수’라는 명확한 진술이 없으며 이들은 소수 표현에 의존하
는 것으로 확인되었다(강향임, 최은아, 2017).
다른 선행 연구자들도 유사한 경향을 지적하였다. 오국환 등(2017)에 의하면 우리나라 대부분의 교

과서에서는 계속되는 유리소수 근사로 의 값을 찾으며 무리수를 소수 표현으로 정의한다. 소수
표현은 유리수가 유한소수 또는 순환소수로 표현된다는 점과 구분하여 무리수를 이해할 수 있다는 강
점이 있다. 그러나 소수 표현이 내포한 소수점 아래의 숫자가 끝없이 계속되고 있는 상태의 무한성(가
무한)으로 인해 무리수 이해에 어려움을 초래할 수 있다(강향임, 최은아, 2017; Sirotic & Zazkis,
2007). 실제로 우리나라 교과서는 소수 표현으로 무리수를 유의미하게 제시하며 학생들이 무리수를
‘순환하지 않는 무한소수’로 인식하는 데에는 성공적이었지만, ‘분수로 표현되지 않는 수’이자 ‘순환하
지 않는 무한소수’로 이해하고 소수 표현과 비분수 표현을 유연하게 오가는 것에는 한계가 있는 것으
로 확인되었다(오국환 등, 2017).
무리수를 비분수 표현이나 소수 표현으로 정의하는 것에는 또 다른 약점도 있다. 비분수 표현은 분
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수로 나타낼 수 없는 수, 소수 표현은 순환하지 않는 무한소수라는 표현 양식을 갖는 수의 존재를 드
러낸다기 보다는 가정하고 있다는 것이다(González-Martín et al., 2013). 즉, 비분수 표현과 소수 표현
으로 무리수를 정의하는 것은 모두 이미 존재한다고 가정한 실수 집합의 특정 부분집합을 무리수라고
명명하는 것 이상의 역할을 하지 못한다(이지현, 2015, p. 265). 학교수학에서는 무리수를 정의하고 그
다음에 실수 체계로 확장하기 때문에 실수의 정의가 무리수의 정의에 의존하고 있다는 점에서 순환적
이라는 한계가 있다.
무리수의 기하 표현은 도형의 길이나 넓이 등의 측정값으로 직관적이며 시각적으로 무리수를 나타

내는 것을 뜻한다. 일부 선행 연구자들은 기하 표현과 수직선 위에 무리수에 대응하는 점을 나타내는
수직선 표현을 구분하지만(최은아, 강향임, 2016), 대부분의 2009 개정 교과서에서 정사각형의 한 변의
길이나 대각선의 길이를 수직선에 대응시키는 표현을 포함하고 있었다(오국환 등, 2017). 이에 본 연
구에서는 도형의 길이나 넓이 등의 측정값으로 무리수를 나타내거나 수직선 위에 무리수를 나타내는
표현을 포괄하여 기하 표현으로 간주하도록 한다. 무리수의 기하 표현은 무리수의 존재성을 직관적으
로 인식할 수 있는 기회를 제공할 수 있다. 예를 들어, 한 변의 길이가 인 정사각형의 대각선을 이

용하여 그 길이에 대응하는 수가 있다는 것을 설명함으로써 무리수 의 존재성을 직관적으로 인식
하도록 할 수 있다(신보미, 2008). 또한 기하 표현은 소수 표현이 내포한 가무한으로서의 무리수를 측
정값으로서 하나의 대상으로 다룰 수 있게 한다는 강점이 있다(최은아, 강향임, 2016, Gray & Tall,
1994). 특히, 측정값을 수직선 위에 대응시킬 경우 무리수를 소숫점 아래를 계속 써나가는 것이 아니
라 전체로서, 정적인 대상(실무한)으로 이해할 수 있다는 강점이 있다. 또한 수직선의 구조를 통해 간
접적으로 실수가 순서 공리와 완비성 공리를 만족시킨다는 설명을 연계할 수 있다(오국환 등, 2017).
그러나 선분의 길이와 같은 측정값에 의존하여 무리수를 다룰 경우 유리수와 무리수의 차이점을 확인
하기 어렵고, 무리수가 어떤 수인지를 밝히는 데에는 한계가 있다(신보미, 2008).

Ⅲ. 연구 방법

1. 연구 방법 및 대상

본 연구는 중학교 3학년 교과서의 제곱근과 실수 단원에서 2015 개정 교육과정에서 피타고라스 정
리의 이동이 무리수 관련 학습 내용의 제시에 어떤 영향을 끼쳤는지를 살펴보고자 한다. 구체적으로
2009 개정 교과서와의 비교를 통해 무리수를 표현하는 방식에 어떠한 변화가 있는지를 확인하고자 한
다. 이를 위해 2009 개정 교과서 13종, 2015 개정 교과서 10종을 수집하였다. 피타고라스 정리가 중학
교 2학년으로 이동함에 따라 제곱근과 무리수의 도입부터 개념의 정의, 연습 및 확장에 이르는 전반
적인 변화가 예상된다. 따라서 본 연구진은 제곱근과 실수 단원 중 일부에 초점을 맞추지 않고, 단원
전반에 이르는 내용을 모두 확인하였다. 본 연구에서는 분석 대상인 교과서를 제1저자명을 기준으로
가나다 순으로 정렬한 후 알파벳을 부여하였다. 2009 개정 교과서 13종은 A부터 M까지, 2015 개정
교과서 10종은 N부터 W까지 알파벳을 부여하였다.
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2. 자료 분석

분석 기준을 선정하기 위해 본 연구진은 먼저 앞서 기술한 무리수의 표현 양식과 제곱근과 실수 단
원에 해당하는 2009, 2015 개정 수학과 교육과정을 살펴보았다. 성취기준의 경우 두 교육과정에서 차
이가 없었으나 교수·학습 방법 및 유의 사항에는 차이가 확인되었다. <표 Ⅲ-1>5)과 같이 2015 개정
의 교수·학습 방법 및 유의 사항에서는 수를 나타내는 다양한 표현을 비교하도록 하였다. 또한 제곱근
과 무리수를 도입하는 데 피타고라스 정리를 이용하도록 하고, 한 변의 길이가 1인 정사각형의 대각
선의 길이 등을 이용해 학생들이 직관적으로 무리수의 존재를 이해할 수 있도록 하였다.

2009 개정: 교수·학습상의 유의점 2015 개정: 교수·학습 방법 및 유의사항

- 약수와 배수는 자연수의 범위에서만

다룬다.

- 유한소수를 순환소수로 나타내는 것은

다루지 않는다.

- 순환소수를 분수로 고치는 것은

순환소수가 유리수임을 이해할 수 있는

정도로만 다룬다.

- 다양한 상황을 이용하여 음수와 무리수의

필요성을 인식하게 한다.

- 수의 계산에서 자신의 풀이 방법을

설명하게 한다.

- 수의 소수 표현과 분수 표현의 장단점을

생각해 보게 하여, 각각의 표현이 가지는

유용성을 인식하게 한다.

- 유한소수를 순환소수로 나타내는 것은

다루지 않는다.

- 순환소수를 분수로 고치는 것은

순환소수가 유리수임을 이해할 수 있는

정도로 다룬다.

- 제곱근과 무리수는 피타고라스 정리를

이용하여 도입할 수 있다.

- 한 변의 길이가 1인 정사각형의 대각선의

길이 등을 이용하여 직관적으로 무리수의

존재를 이해하게 할 수 있다.

- 실생활에서 사용되는 무리수의 예를

찾아보는 활동을 통해 무리수의 필요성과

유용성을 인식하게 한다.

<표 Ⅲ-1> 제곱근과 실수 단원과 관련된 2009, 2015 개정 수학과 교육과정의 비교

이에 본 고에서는 선행 연구 고찰과 2015 개정 교육과정에서의 교수·학습 방법 및 유의 사항을 기초
로 무리수 표현의 변화를 두 가지 분석 기준에 따라 확인하고자 한다. 첫째, 무리수를 기하 표현으로
다룸으로써 잠재적으로 무리수의 존재성을 학습할 수 있는 기회를 제공하는지 확인하고, 기하 표현이
사용될 경우 피타고라스 정리를 이용하는지 살펴본다. 이는 기하 표현을 사용하여 무리수의 존재성을
직관적으로 인식하도록 함으로써(신보미, 2008) 비분수 표현이나 소수 표현이 무리수를 이미 존재한다
고 가정하고 명명하는 것 이상의 역할을 하지 못한다는 점(이지현, 2015)을 보완할 수 있다는 점을 고
려한 것이다. 또한 교수·학습 방법 및 유의 사항에서 ‘제곱근과 무리수는 피타고라스 정리를 이용하여
도입할 수 있다’와 ‘한 변의 길이가 인 정사각형의 대각선의 길이 등을 이용하여 직관적으로 무리수의

5) 2009 개정 교육과정과 비교하여 2015 개정 교육과정에서 새롭게 추가된 교수·학습 방법 및 유의 사항에는 본
연구진이 밑줄을 그어 강조하였다.
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존재를 이해하게 할 수 있다’는 내용을 반영한 것이기도 하다. 특히 피타고라스 정리의 이동으로 2009
개정 교과서보다 다양한 예시를 제공하여 무리수 이해에 도움을 제공할 수 있을 것으로 예상되므로
(Sirotic& Zazkis, 2007; Zazkis, 2005) 다양한 무리수를 나타내는 기하 표현도 확인하였다.
둘째, 무리수의 비분수 표현 또는 소수 표현이 잠재적으로 제공하는 유리수가 아닌 수로서 무리수

의 필요성 인식 기회를 확인한다. 유리수를 소수로 나타내면 유한소수나 순환소수가 됨을 알도록 함
으로써 유리수와 소수 표현의 관련성을 나타낼 수 있다. 중학교 3학년에서 무리수를 정의하고 그 개
념을 이해하는 과정은 유리수가 아닌 수로서 무리수의 필요성과 통약불가능성을 드러낼 수 있는 비분
수 표현으로 무리수를 정의하고, 직관적으로 유리수와 다르게 구분할 수 있는 소수 표현으로 자연스
럽게 연결되는 것이 필요하다(신보미, 2008; 최은아, 강향임, 2016). 또한 교수·학습 방법 및 유의 사항
에서 수의 표현 양식의 장단점을 생각하도록 하여 각 표현의 유용성을 생각하도록 한 내용을 반영한
것이기도 하다. 이에 동일한 기준에 따라 2009 개정 교과서를 분석함으로써 2015 개정 수학과 교육과
정에 따른 변화를 파악하였다.

Ⅳ. 연구 결과

본 절에서는 교과서에서 무리수를 기하 표현으로 다룸으로써 무리수의 존재성과 관련된 학습 기회
를 잠재적으로 제공하는지, 비분수 표현 또는 소수 표현으로 유리수가 아닌 수로서 무리수의 필요성
을 인식하는 기회를 잠재적으로 제공하는지 확인하였다. 이를 위해 2009 개정 수학과 교육과정을 따
른 교과서 13종과 2015 개정 수학과 교육과정을 따른 교과서 10종을 비교 분석하였다. 무리수의 존재
성을 나타내는 기하 표현의 경우 제곱근 도입과 무리수 도입에서의 기하 표현, 다양한 무리수를 나타
내는 기하 표현으로 나누어 제시한다. 유리수가 아닌 수로서 무리수의 필요성을 나타내는 비분수 표
현과 소수 표현의 경우 무리수를 정의하는 전반적인 과정에 초점을 맞추어 분석하였다.

1. 기하 표현

1) 제곱근의 도입에서의 기하 표현

제곱근의 도입에서의 기하 표현은 2009 개정 교과서에서는 피타고라스 정리를 이용할 수 없으므로
기하 표현의 사용 여부만 확인하였으며 2015 개정 교과서에서는 기하 표현의 사용 여부와 함께 피타
고라스 정리를 이용하여 도입하고 있는지를 파악하였다. 분석 결과 2009 개정 교과서 13종 중 3종의
교과서와 2015 개정 교과서 10종 중 3종의 교과서에서 기하 표현을 사용하여 제곱근을 도입하였다.
2015 개정 교과서에서 기하 표현을 사용한 3종 중 2종은 피타고라스 정리를 사용하여 기하 표현을 도
입하는 것으로 확인되었다. 피타고라스 정리가 중학교 2학년으로 이동하였지만 2015 개정 교과서 중
기하 표현을 사용한 빈도에는 큰 차이가 없었으며 피타고라스 정리를 이용한 빈도도 3종 중 2종에 그
치는 것으로 나타났다.
제곱근의 도입에서의 기하 표현은 두 가지 방식으로 사용되는 것으로 확인되었다. 먼저, 정사각형의

넓이나 직각삼각형의 빗변의 길이를 활용하여   라는 식을 유도하고, 제곱근을 정의할 때에는

      와 같은 식을 이용하여 대수적 설명과 기호()의 사용에 초점을 맞춘 사례가

확인되었다. 다음으로   라는 식을 유도하는 데 그치지 않고, 무리수와 연계하여 측정값 를
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부각시킨 사례가 확인되었다.
2009 개정 교과서 중 2종(I, J)의 교과서에서는 정사각형의 넓이가 2일 때 한 변의 길이를 라고

하고,   라는 식을 유도하였다. 이들은 앞서 설명한 바와 같이 제곱근의 대수적 설명과 기호 사
용에 초점을 맞추었다. 기하 표현을 이용해 제곱근을 도입하였으나 제곱근을 정의할 때에는

      의 예를 이용하여 의 제곱근으로 와  를 설명하였다는 점에서 측정값 

를 부각시키는 의도보다   라는 식을 나타내기 위해 기하 표현을 사용한 것으로 확인된다. 한편

K 교과서에서는 전지의 가로와 세로의 길이의 비를   라고 하면     


 이 성립하여야 하므

로   라는 식을 유도하였다. 이후 제곱근을 정의하면서 가 의 제곱근이라고 설명함으로써
를 직사각형의 한 변의 길이인 측정값으로 부각시키는 시도를 한 유일한 교과서였다([그림 Ⅳ-1]
참고).

(중략)

[그림 Ⅳ-1] 2009 개정 교과서 중 제곱근 도입에서 기하 표현을 사용하는 예(I, K) 

2015 개정 교과서 중 N 교과서는 정사각형의 넓이를 이용하여 한 변의 길이를 구하기 위해

  이라는 식을 유도하였지만 이후       의 예를 이용하여 제곱근을 설명하였다.

이는 앞서 설명한 바와 같이 제곱근의 대수적 설명과 기호 사용에 초점을 맞추고 측정값 를 부

각시키기보다   이라는 식을 나타내기 위해 기하 표현을 사용하였다는 점에서 I, J 교과서와 유
사하다. 한편, U와 T 교과서는 [그림 Ⅳ-2]와 같이 피타고라스 정리를 이용하여 기하 표현을 사용하
였다. 먼저 U 교과서는 큰 정사각형의 넓이가 다른 두 정사각형의 넓이의 합과 같다는 피타고라스 정

리를 이용하여   이라는 식을 유도하였다. T 교과서도 피타고라스 정리를 이용하여 한 변의 길

이가 1인 직각삼각형의 빗변의 길이를 라 할 때   를 유도하였다. 두 교과서 모두 피타고라스

정리를 이용하여 정사각형의 넓이나 직각삼각형의 빗변의 길이 의 계산 과정을 축소하여 학생들

에게 학습 부담 경감의 기회를 제공할 수 있다. 그러나 제곱근을 정의할 때 측정값으로 과 
를 언급하지는 않았다는 점에서 N 교과서와 마찬가지로 제곱근의 정의와 기호 사용에 초점을 맞춘
것으로 확인되었다.
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[그림 Ⅳ-2] 2015 개정 교과서 중 제곱근 도입에서 기하 표현을 사용하는 예(U, T) 

대부분의 2009와 2015 개정 교과서에서는 제곱근을 도입할 때 기하 표현을   을 유도하는 데

활용하고, 제곱하여 가 되는 수, 기호()의 사용과 같은 대수적 설명에 초점을 맞추는 것으로 나
타났다. 2009 개정 교과서 중 1종만이 직사각형의 한 변의 길이인 측정값으로 기하 표현을 사용했다
는 점에서 무리수와 연계하여 무리수의 존재성을 드러내는 잠재적 학습 기회를 제공했다고 판단할 수
있다. 그러나 2015 개정 교과서에서는 이러한 시도를 한 교과서는 확인할 수 없었다는 점에서 제곱근
도입에서의 다양성은 다소 축소되고, 제곱근 개념의 정의와 기호 사용에 주로 초점을 맞추어 대수적
인 면이 강조된 것으로 볼 수 있다. 일부 교과서의 경우 피타고라스 정리를 이용함으로써 계산 과정
을 축소하고 학생의 학습 부담을 경감하였다는 면에 의의가 있다.

2) 무리수의 도입에서의 기하 표현

무리수 도입에서의 기하 표현은 앞서 언급한 바와 같이 2009 개정 교과서에서는 기하 표현의 사용
여부만 확인하였으며 2015 개정 교과서에서는 기하 표현의 사용 여부와 함께 피타고라스 정리를 이용
하여 도입하고 있는지를 파악하였다. 분석 결과 2009 개정 교과서 13종 중 4종의 교과서에서 기하 표
현을 사용하여 무리수를 도입한 것과 달리 2015 개정 교과서는 10종 중 8종의 교과서에서 기하 표현
을 사용하여 그 빈도가 크게 높아졌다. 특히 기하 표현을 사용한 2015 개정 교과서 8종 중 6종이 피
타고라스 정리를 이용한 것으로 나타났다. 본 절에서는 무리수 도입에서의 기하 표현뿐만 아니라 제
시된 탐구 활동까지 살펴봄으로써 무리수의 존재성과 관련된 학습 기회를 제공하는지 확인하였다.
2009 개정 교과서 중 4종(B, D, E, J)의 교과서에서는 [그림 Ⅳ-3]과 같이 한 변의 길이가 1인 정사

각형의 대각선의 길이나, 넓이가 2인 정사각형의 한 변의 길이를 나타내는 기하 표현을 사용하여
를 도입하였다. 이후 탐구 활동에서는 가 순환하지 않는 무한소수임을 확인하기 위해 한 변

의 길이를 계산기에 입력해의 소수 표현을 확인하도록 하거나 자로 정사각형의 한 변의 길이를

재도록 하여 가 와  사이의 값임을 확인한 후 의 값의 범위를 점차 정밀하게 찾아가

도록 하였다. 유사하게 J 교과서는 계산기로 의 소수 표현을 확인하도록 한 후 순환마디를 찾을
수 있는지 판단하도록 하였다. 이들은 모두 직관적, 시각적으로 도형의 길이와 같은 측정값으로 무리
수의 존재를 확인하도록 했으나 무리수 정의로의 연결을 위해 순환하지 않는 무한소수임을 확인하는
데 주된 의도가 있었다.
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[그림 Ⅳ-3] 2009 개정 교과서 중 무리수 도입에서 기하 표현을 사용하는 예(D, B) 

앞서 언급한 바와 같이 대다수의 2015 개정 교과서는 무리수의 도입에서 기하 표현을 사용하였고,
피타고라스 정리를 이용하였다. 특히 정사각형의 넓이로부터 한 변의 길이를 구하는 과정이 피타고라
스 정리를 사용하여 바로 한 변의 길이를 구하는 것으로 축소됨으로써 학생들의 학습 부담도 경감한
효과가 있고 중학교 2학년에서 학습한 내용과의 연계를 강조하였다고 볼 수 있다. 그러나 대부분의
교과서는 2009 개정 교과서와 유사하게 정사각형의 대각선의 길이나 직각삼각형의 빗변의 길이를 기

하 표현으로 나타내고, 계산기를 이용해 의 소수 표현을 확인하도록 하거나 의 범위를 확인
하도록 하였다. 기하 표현을 사용하지만 피타고라스 정리를 사용하지 않는 교과서는 2종(Q, T)으로

정사각형의 대각선의 길이나 직각삼각형의 빗변의 길이가 라고 제시하고, 자로 측정하여 범위를
구하거나 계산기로 소수 표현을 확인하도록 하였다([그림 Ⅳ-4] 참조).
대부분의 교과서들이 무리수의 도입에서 기하 표현을 사용하여 직관적, 시각적으로 도형의 길이와

같은 측정값으로 무리수의 존재성과 관련된 학습 기회를 제공하지만 소수 표현으로 제시된 무리수 정

의로의 연결을 위하여 계산기를 이용해 의 소수 표현을 확인하도록 하거나 의 범위를 확인하
도록 하는 것으로 나타났다. 이는 2015 개정 수학과 교육과정의 교수·학습 방법 및 유의사항에서 ‘한
변의 길이가 인 정사각형의 대각선의 길이 등을 이용하여 직관적으로 무리수의 존재를 이해하게 할
수 있다’고 추가된 내용이 교과서 집필진에 의해 일부 구현되었다고도 볼 수 있다. 그러나 이후의 탐
구 활동이 소수 표현으로의 연결에 초점을 맞추고 있다는 점은 학생들이 무리수의 존재성을 이해하는
데 충분하지 않을 수 있다. 또한 기하 표현은 소수 표현이 내포한 가무한으로서의 무리수를 측정값으
로서 하나의 대상으로 다룰 수 있게 한다는 강점이 있다(최은아, 강향임, 2016, Gray & Tall, 1994).
이에 비추어볼 때 대상으로서의 무리수가 도입 단계에서 먼저 제시됨으로써 가무한으로서의 무리수를
학습하는 과정과 자연스럽게 연계되지 않을 수 있다는 한계를 가질 수 있다.
2015 개정 교과서 중 2종(U, W)의 교과서는 무리수를 도입할 때 기하 표현을 사용하지 않았다. W

교과서는 기하 표현을 제시하지 않고 수를 제곱해가며 의 범위를 좁히는 활동으로 무리수를 도입

했으며 U 교과서는 [그림 Ⅳ-5]와 같이 유리수를 정수와 정수가 아닌 유리수로 분류한 후 정수 은

정수이며 정수가 아닌 유리수 은 정수가 아닌 유리수임을 확인하도록 한다. 이후  은 정수

이며 가 유리수인지 판단하도록 한다. 이후 를 제곱하면 정수가 되고, 정수가 아닌 유리수를

제곱하면 정수가 될 수 없으므로 는 정수가 아닌 유리수가 아니라는 것으로부터 무리수를 정의한
다. 이러한 전개 방식은 2009 개정 교과서와 2015 개정 교과서 중 U 교과서가 유일하였다. 이로부터
2015 개정 수학과 교육과정의 교수·학습 방법 및 유의사항에 피타고라스 정리를 이용하거나 측정값으
로 직관적으로 무리수의 존재를 이해하게 하도록 명시되어 있지만 교과서 집필진의 의도에 따라 구현
되지 않을 수도 있다는 점을 확인할 수 있다.
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[그림 Ⅳ-4] 2015 개정 교과서 중 무리수 도입에서 기하 표현을 사용하는 예(Q, T) 

[그림 Ⅳ-5] 2015 개정 교과서 중 무리수 도입에서 
기하 표현을 사용하지 않는 예(U) 

3) 다양한 무리수를 나타내는 기하 표현

본 절에서는 피타고라스 정리의 이동으로 제곱근과 실수 단원에서 다양한 무리수를 나타내는 기하
표현이 새롭게 등장하였는지를 살펴보고, 그 의의를 확인하도록 한다.
2009 개정 교과서에서는 도형의 길이와 같은 측정값으로서의 무리수를 수직선에 나타낼 때 [그림

Ⅳ-6]과 같이 정사각형의 넓이를 이용하여 한 변의 길이를 수직선 위에 표현하도록 하였다. 정사각형

의 넓이로부터 한 변의 길이를 구해야 하므로 수직선에 나타낼 수 있는 무리수는     

과 같이 정수   정수 로 나타내어지는 수로 제한된다. 또한  와 같은 무리수를 수
직선 위에 나타내기 위해서는 정사각형의 한 꼭짓점이  으로 이동한 상황에서 정사각형의 한 변의
길이를 수직선에 나타내는 다소 작위적인 상황이 제시되는 한계가 있다.

[그림 Ⅳ-6] 2009 개정 교과서 중 수직선을 이용한 기하 표현을 사용하는 예(E, M, H) 

2015 개정 수학과 교육과정에서 피타고라스 정리가 중학교 2학년으로 이동함에 따라 2015 개정 교

과서에서는 정수   정수 꼴의 무리수 뿐만 아니라        과 같은 무
리수를 수직선에 나타낼 수 있고, 실제로 학생들이 다양한 무리수를 수직선에 나타내도록 하는 활동
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이 제시되었다. [그림 Ⅳ-7]과 같이 가로의 길이가    ⋯이고 세로의 길이가 인 직각삼각형
에 피타고라스 정리를 이용하면 2009 개정 교과서에서는 다룰 수 없었던 수도 수직선에 나타낼 수 있
다. 이는 직사각형의 대각선의 길이에 대응하는 수가 존재한다는 것을 직관적으로 보여줌으로써 무리
수의 존재성을 드러내는데 활용될 수 있다. 또한 정사각형의 넓이를 이용하여 한 변의 길이를 구하는
계산 과정이 피타고라스 정리를 이용하여 바로 직각삼각형의 변의 길이를 구하는 계산 과정으로 축소
됨으로써 학생들이 쉽게 제곱근으로 표현되는 다양한 수들이 실수에 대응된다는 점을 이해하게 할 수
있다. 그러나 현재 교과서에서는 무리수를 수직선에 나타내고, 실수의 대소를 비교하는 데에만 초점을
맞추어져 있기 때문에 활동의 역할이 다소 제한된다는 점이 한계로 남는다.

[그림 Ⅳ-7] 2015 개정 교과서 중 수직선을 이용한 기하 표현을 사용하는 예(P, T) 

유사한 활동은 Q 교과서에서도 확인할 수 있다. 피타고라스 정리를 이용하여 길이가 무리수인 선분을 그려
보도록 하는 활동으로 2009 개정 교과서와 달리 정사각형을 제시하지 않고, 직각삼각형을 이용하여 길이가 무

리수인 선분을 그리도록 하였다. 특히 길이가 인 선분을 두 가지 방법으로 그리도록 함으로써 2009 개정

교과서에서 주로 다루는 정수   정수 꼴의 수이지만 다양한 방법을 유도하는 전개라고 볼 수 있다.

[그림 Ⅳ-8] 2015 개정 교과서 중 기하 표현을 사용하는 예(Q) 
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N 교과서에서는 이영란, 이경화(2006)에서 제시한 Theodorus 바퀴와 유사한 기하 표현을 확인할
수 있다. 피타고라스 정리를 이용하여 Theodorus의 방법으로 무리수를 확장시키는 활동은 학생들이
측정값으로서의 무리수의 존재성을 이해하고, 무리수의 크기를 실제로 경험하고 피타고라스 정리에
대한 직관적인 이해에 기초하여 무리수를 확장하기 위한 전개라고 볼 수 있다(이영란, 이경화, 2006).
그러나 N 교과서에서는 한 변의 길이가 1인 직각이등변삼각형에서 출발하여 연속적으로 직각이등변

삼각형만을 만들고, 피타고라스 정리를 이용하기 때문에 다루어지는 무리수가      ⋯

와 같이  (단, 은 짝수)로 제한된다는 한계가 있다.

[그림 Ⅳ-9] 2015 개정 교과서 중 기하 
표현을 사용하는 예(N)

이러한 활동들([그림 Ⅳ-8], [그림 Ⅳ-9])은 피타고라스 정리를 이용하여 무리수의 존재성을 직관적,
시각적으로 드러내는데 활용될 수 있다. 그러나 이들은 무리수의 개념이나 성질이 설명되는 본문에
위치하지 않고, 소단원이나 중단원이 끝나고 프로젝트 활동 형식으로 제시되고 있다. 그러나 프로젝트
활동은 실제 수업에서 활용도가 떨어질 수 있고(김유경, 김판수, 2012), 무리수에 대해 이미 많은 내용
을 학습한 학생들은 근호를 포함한 식의 계산과 같은 절차적인 측면에 몰입할 수 있다는 점에서 본래
의 의도대로 수업에서 구현되지 않을 수 있다.

2. 비분수 표현과 소수 표현

무리수는 정수의 비로 표현할 수 없는 수의 발견으로부터 등장한 개념이기 때문에 학생들이 이러한
무리수의 개념을 이해하기 위해서는 정수의 비로 표현될 수 없는 수의 존재를 파악하는 것으로부터
무리수를 도입하는 과정이 필요하다. 2009 개정 교과서 13종 중 2종(A, G)의 교과서가 무리수를 정의

할 때 기약분수 즉, 

(, 는 서로소인 정수, ≠ )의 꼴로 나타낼 수 없는 수가 존재함을 보임으

로써 비분수 표현을 사용하여 무리수의 통약불가능성을 나타내었다. 2015 개정 교과서 10종 중에서
단 1종(U)의 교과서만 비분수 표현을 사용하여 무리수의 통약불가능성을 설명하였다.
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무리수 개념의 정의에서 비분수 표현은 궁극적으로 가 정수도 아니고 기약분수도 아니므로
를 유리수가 아닌 수로 정의하는 것으로 확인되었다. 2009 개정 교과서 A, G는 는 정수가 아
니고, 정수가 아닌 유리수는 모두 기약분수로 나타낼 수 있으므로 이 기약분수를 제곱하면 그 결과는

정수가 될 수 없다는 점을 이용하여 를 기약분수로 나타낼 수 있다면  
은 정수가 될 수 없

을 것이라고 가정하였다. 그러나  

 로 정수가 되므로 는 기약분수로 나타낼 수 없고, 따

라서 는 정수도 아니고 기약분수로 나타낼 수 없으므로 유리수가 아닌 수라는 결론을 얻었다.
2015 개정 교과서 중에서는 U 교과서만 비분수 표현을 사용하여 무리수의 통약불가능성을 설명하

였다. 이 교과서는 [그림 Ⅳ-10]과 같이 유리수는 분수로 나타낼 수 있는 수로 정수와 정수가 아닌 유
리수로 분류할 수 있고, 정수의 제곱은 정수가 되고 정수가 아닌 유리수의 제곱은 정수가 아닌 유리

수가 됨을 이용하여 는 유리수가 아님을 보였다. 그리고 와 같이 유리수가 아닌 수를 무리수
로 정의하였다.

[그림 Ⅳ-10] 2015 개정 교과서 중 무리수 정의에서 비분수 표현을 사용하는 예(U)

2009 개정 교과서 13종 중 11종의 교과서와 2015 개정 교과서 10종 중 9종의 교과서에서는 소수 표
현으로 무리수를 정의하였다. 무리수 개념의 정의에서 소수 표현은 대부분 [그림 Ⅳ-11]과 같이 제곱

근의 대소 관계를 이용하여 를 소수로 어떻게 나타내는지를 살펴보고,  ⋯와

같이 가 순환소수가 아닌 무한소수로 알려져 있다는 내용을 제시하는 것으로 확인되었다. 유리수

는 유한소수나 순환소수로 나타낼 수 있는데 와 같이 유한소수나 순환소수로 나타낼 수 없는 수,
즉, 순환소수가 아닌 무한소수로 나타내어지는 수가 있으며 이러한 수를 무리수라고 정의하였다. 2009

개정 교과서 중 1종(H)은 [그림 Ⅳ-12]와 같이 가 정수도 아니고 기약분수로 나타낼 수 없으므로
유리수가 아니라는 통약불가능성을 나타내었으나 순환하지 않는 무한소수라는 소수 표현으로 무리수
를 정의하였고, 2종(K, L)의 교과서는 정수를 제곱하면 정수, 정수가 아닌 유리수를 제곱하면 정수가

아니므로 제곱하여 정수가 되는 유리수는 정수뿐임을 이용하여 는 유리수가 아님을 보였으나 무
리수에 대한 통약불가능성을 언급하지 않고 소수 표현으로 무리수를 정의하였다.
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[그림 Ⅳ-11] 2015 개정 교과서 중 무리수 정의에서 소수 
표현을 사용하는 예(S)

[그림 Ⅳ-12] 2009 개정 교과서 중 무리수 정의에서 통약불가능성을 언급하고 소수 표현으로 무리수를 정의한 
예(H)

무리수를 비분수 표현으로 정의한 교과서에서도 소수 표현은 모두 제시되었다. 2009 개정 교과서
중 2종(A, G)에서는 정수가 아닌 수 중 기약분수로 나타낼 수 없는 유리수가 아닌 수를 무리수로 정
의하고, 무리수를 소수로 나타낼 때 순환하지 않는 무한소수가 됨을 인식하도록 하였다. 그 중 G 교
과서는 정수가 아닌 유리수를 유한소수나 순환소수로 나타낼 수 있고, 유리수가 아닌 무리수는 순환
하지 않는 무한소수로 나타낼 수 있음을 보여주며 비분수 표현과 소수 표현의 연결성을 보여주었다.
한편, 2015 개정 교과서 중 1종(U)에서는 분수로 나타낼 수 있는 유리수가 아닌 수를 무리수로 정의
하고, 무리수를 소수로 나타내면 순환소수가 아닌 무한소수가 됨을 인식하도록 하였으나 비분수 표현
과 소수 표현의 연결성은 구체적으로 드러나지 않았다. 피타고라스 정리의 이동으로 인해 무리수를
유리수가 아닌 수로서 통약불가능성의 아이디어를 구현할 수 있고, 소수 표현 외에 무리수를 다양하
게 도입하려는 시도를 기대한 선행 연구의 결과(박경미 등, 2014)와 달리 2015 개정 교과서에서는 비
분수 표현으로 통약불가능성을 드러내는 시도가 약화된 것으로 확인되었다.

Ⅴ. 요약 및 논의

본 연구는 피타고라스 정리의 이동이 2015 개정 중학교 3학년 교과서의 제곱근과 실수 단원에서 무
리수 관련 학습 내용의 제시에 어떤 영향을 끼쳤는지를 파악하는 데 목적을 두었다. 구체적으로, 무리
수의 표현 양식과 2015 개정 수학과 교육과정의 교수·학습 방법 및 유의 사항을 기초로 변화를 두 가
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지 측면에서 살펴보았다. 먼저, 교과서에서 무리수를 기하 표현으로 다룸으로써 잠재적으로 제공하는
무리수의 존재성 관련 학습 기회를 분석하고, 무리수를 기하 표현으로 다룰 경우 피타고라스 정리를
이용하는지, 다양한 무리수를 나타내는 기하 표현은 어떠한지도 확인하였다. 무리수를 정의하고 그 개
념을 이해하는 과정은 유리수가 아닌 수로서 무리수의 필요성이 인식될 수 있도록 비분수 표현으로
무리수를 정의하고, 직관적으로 유리수와 다르게 구분할 수 있는 소수 표현으로의 연결이 요구된다.
따라서 무리수의 비분수 표현 또는 소수 표현이 잠재적으로 제공하는 유리수가 아닌 수로서 무리수의
필요성 인식 기회를 분석하였다. 2009 개정 교과서 13종과 2015 개정 교과서 10종을 분석한 연구 결
과를 정리하고 선행 연구와 비교하여 논의한 결과는 다음과 같다.
첫째, 제곱근을 도입할 때 2009 개정 교과서와 2015 개정 교과서에서 기하 표현을 사용한 빈도에는

큰 차이가 없었으며 2009 개정 교과서 대비 2015 개정 교과서에서는 다양성이 다소 축소되었다. 각 3
종의 교과서에서 기하 표현을 사용하여 제곱근을 도입하였으며 이 중 2015 개정 교과서 2종은 피타고
라스 정리를 이용하였다. 피타고라스 정리의 이동에 학습 부담을 경감하려는 시도가 영향을 미쳤다는
점(박경미 등, 2015)에 비추어볼 때 학생들이 이미 배운 피타고라스 정리를 이용해 계산 과정을 축소
하여 식을 유도할 수 있다는 장점이 있다. 그러나 2015 개정 수학과 교육과정의 교수·학습 방법 및 유
의사항에서 제곱근의 도입에 피타고라스 정리를 이용할 수 있다는 내용이 추가되었지만 이를 반영한
교과서는 10종 중 2종에 불과하다. 이는 교과서 집필진의 의도에 의해 교육과정과 교과서의 불일치가
일어날 수 있다는 선행 연구의 결과(박교식 등, 2013)를 뒷받침한다.

유일하게 2009 개정 교과서 1종에서만 무리수와 연계하여 측정값 를 부각시키는 시도를 하였으
며 이를 제외한 2009, 2015 개정 교과서에서는 측정값으로 무리수의 직관적인 존재성을 드러내기보다

  를 유도하려는 의도로 기하 표현을 사용하고 제곱근의 정의에 대한 대수적 설명과 기호()
의 사용에 초점을 맞추었다. 즉, 교육과정의 의도(박경미 등, 2014)와 달리 2009 개정 교과서보다 2015
개정 교과서의 제곱근 도입에서의 다양성은 다소 축소되었다는 점은 한계로 남는다.
둘째, 무리수를 도입할 때 2009 개정 교과서 대비 2015 개정 교과서에서 기하 표현을 사용한 빈도

가 크게 높아졌으며 상당수는 피타고라스 정리를 이용하였다. 피타고라스 정리를 이용한 경우 이전
학년에서 학습한 내용과의 연계가 자연스럽고, 앞서 언급한 바와 같이 계산 과정이 축소된다는 강점
이 있다. 기하 표현을 사용한 대부분의 2015 개정 교과서는 2009 개정 교과서와 유사하게 한 변의 길

이가 1인 정사각형의 대각선의 길이 등을 이용하여 를 도입하였다. 이들은 직관적으로 도형의 길
이와 같은 측정값으로 무리수의 존재성과 관련된 학습 기회를 제공하지만 소수 표현으로 제시된 무리

수 정의로의 연결을 위해 가 순환하지 않는 무한소수임을 확인하는데 주된 의도가 있는 것으로
확인되었다.
이는 2015 개정 수학과 교육과정의 교수·학습 방법 및 유의사항에서 직관적으로 무리수의 존재를

이해하게 할 수 있다고 강조한 내용이 교과서에 일부 구현되었다고 볼 수 있다. 그러나 이후의 탐구
활동이 소수 표현으로의 연결에 초점을 맞추고 있다는 점에 비추어 볼 때 학생들이 무리수의 존재성
을 인식하도록 하는 데 한계가 있다. 또한 기하 표현은 소수 표현이 내포한 가무한으로서의 무리수를
측정값으로서 하나의 대상으로 다룰 수 있게 한다는 강점(최은아, 강향임, 2016, Gray & Tall, 1994)이
있는데 대상으로서의 무리수가 도입 단계에서 먼저 제시됨으로써 가무한으로서의 무리수를 학습하는
과정과 자연스럽게 연계되지 않을 수 있다. 따라서 교사가 교과서의 한계를 극복하고 교육과정의 의
도를 반영한 수업을 하기 위해서는 무리수의 존재를 인식할 수 있도록 추가적인 발문을 하고, 소수
표현과 유기적으로 연결되도록 수업을 설계할 필요가 있다. 교육과정이나 교과서에 구체적인 안내가
없을 때 교사가 수업 설계에서 어려움을 겪는다는 점(이경화, 이은정, 박미미, 송창근, 2017)에 비추어
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볼 때 이는 교사에게 부담으로 작용할 수 있고, 교육과정의 의도대로 수업이 구현되지 않을 수도 있
다는 점을 시사한다.
셋째, 2009 개정 교과서 대비 2015 개정 교과서에서는 다양한 무리수를 나타내는 기하 표현이 새롭

게 등장하였다. 2009 개정 교과서에서는 측정값으로서의 무리수를 수직선에 나타낼 때

정수   정수 꼴로 나타내어지는 수만 표현할 수 있고, 다소 작위적인 상황이 연출되는 한계

가 있었다. 한편, 2015 개정 교과서에서는 피타고라스 정리를 이용하여         

와 같이 2009 개정 교과서에서는 다룰 수 없었던 다양한 무리수를 수직선에 나타낼 수 있다는 점이
확인되었다. 이는 피타고라스 정리를 이용하여 계산 과정이 축소되고 직사각형의 대각선의 길이에 대
응하는 수가 존재한다는 것을 직관적으로 보여줌으로써 무리수의 존재성을 드러내는데 활용될 수 있
다. 그러나 현재 교과서에서는 무리수를 수직선에 나타내고, 실수의 대소를 비교하는 데에만 초점을
맞추고 있기 때문에 실제 수업에서 활동의 역할이 다소 제한될 수 있다는 점은 한계로 남는다.
또한 무리수를 다양한 방법을 이용하여 기하학적으로 나타내거나 이영란, 이경화(2006)에서 제시한

Theodorus 바퀴와 유사한 기하 표현을 활용하여 무리수의 존재성을 이해하고 무리수를 확장시키는
활동도 다루고 있었다. 이는 피타고라스 정리의 이동으로 다양한 예시를 제공해 무리수 이해에 도움
을 제공할 수 있을 것이라는 선행 연구 결과(Sirotic & Zazkis, 2007; Zazkis, 2005)를 뒷받침한다. 이
러한 활동들도 피타고라스 정리를 이용하여 무리수의 존재성을 시각적으로 드러내는데 활용될 수 있
다. 그러나 이들이 소단원이나 중단원이 마무리 된 후 프로젝트 활동으로 제시되어 활용도가 떨어질
수 있고(김유경, 김판수, 2012) 무리수에 대해 이미 많은 내용을 학습한 학생들은 근호를 포함한 식의
계산과 같은 절차적인 측면에 몰입할 수 있다. 따라서 학생들이 측정값으로서의 무리수의 존재성을
이해하고, 무리수의 크기를 실제로 경험하도록 하기 위해 수업에서 재배치하여 지도하는 방안도 고려
할 필요가 있다.
넷째, 2009 개정 교과서 대비 2015 개정 교과서에서 유리수가 아닌 수로서 무리수의 필요성이 인식

될 수 있는 비분수 표현으로 무리수를 정의한 빈도는 낮아지고 소수 표현을 사용한 빈도는 높아졌다.
2009 개정 교과서 13종 중 2종의 교과서에서 비분수 표현을 사용하여 무리수의 통약불가능성을 나타
내었으나 2015 개정 교과서는 10종 중 단 1종에서만 무리수의 통약불가능성을 설명하였다. 비분수 표
현으로 무리수를 정의한 2009 개정 교과서 1종은 정수가 아닌 유리수를 유한소수나 순환소수로 나타
낼 수 있고, 유리수가 아닌 무리수는 순환하지 않는 무한소수로 나타낼 수 있음을 보여주며 비분수
표현과 소수 표현의 연결을 보여주었다. 그러나 유일하게 비분수 표현을 사용한 2015 개정 교과서 1
종은 분수로 나타낼 수 있는 유리수가 아닌 수를 무리수로 정의하고, 무리수를 소수로 나타내면 순환
하지 않는 무한소수가 됨을 인식하도록 하였으나 비분수 표현과 소수 표현의 연결은 구체적으로 드러
나지 않았다.
이는 피타고라스 정리의 이동으로 유리수가 아닌 수로서 통약불가능성의 아이디어를 담아낼 수 있

다는 선행 연구(박경미 등, 2014)의 결과와 대비된다. 우리나라 수학 교사들의 경우 교과서에 제시된
수학적 개념의 정의를 따르는 경향이 있다는 선행 연구(김민혁, 2013)의 결과에 비추어 볼 때 학생들
이 무리수를 이해하는 과정에서 유리수가 아닌 수로서 무리수의 필요성을 인식하지 못할 가능성이 있
다. 또한 2009 개정 교과서로 수업한 학생들이 무리수의 소수 표현과 비분수 표현을 유연하게 오가는
것에 한계가 있다는 선행 연구(오국환 등, 2017)의 결과가 2015 개정 교과서로 수업한 학생에게서도
나타날 수 있다는 우려가 있다.
이를 토대로 본 고에서는 다음과 같은 제언을 하고자 한다. 첫째, 교과서 집필진은 개정 교육과정의

변화와 그 배경을 충분히 이해하고, 이를 반영하여 교과서를 집필할 필요가 있으며 교육과정 개발자
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는 교과서 집필진의 교육과정에 대한 해석이 다양할 수 있다는 점을 고려하여 교육과정을 개발할 필
요가 있다. 제곱근과 실수 단원의 교수·학습 방법 및 유의 사항은 다수의 선행 연구 결과를 검토하고,
우리나라 수학교육의 현실을 고려하여 만들어졌다. 그러나 본 연구 결과에서 확인한 바와 같이 무리
수를 도입하거나 정의하는 과정에서의 다양한 표현의 활용은 부각되지 않았고 교육과정 개정의 의도
가 교과서에 반영되지 않을 경우 수업에서 구현될 가능성은 더욱 낮아진다. 따라서 교과서 집필진은
교육과정의 텍스트 이면에 있는 교육과정 개정의 방향을 이해하고 이를 세심하게 반영하여 교과서를
집필할 필요가 있다. 특히 교육과정 개정의 의도를 반영하여 중학교 수준에서 통약불가능성을 이해하
고, 무리수의 다양한 표현 양식을 유연하게 오갈 수 있도록 수업에서 활용할 수 있는 교수·학습 자료
를 개발하는 후속 연구가 수행될 필요가 있다.
둘째, 교사는 2015 개정 수학과 교육과정의 변화에 주의를 기울이고, 학생들이 무리수의 존재성을

직관적으로 이해할 수 있도록 학습 기회를 제공할 필요가 있다. 피타고라스 정리의 이동으로 무리수
를 도입할 때 2015 개정 교과서에서 기하 표현을 사용한 빈도가 크게 높아지고 직관적으로 무리수의
존재를 이해시키려는 시도가 확인되었다. 그러나 소수 표현으로 제시된 무리수 정의로의 연결을 위해
가 순환하지 않는 무한소수임을 확인하는데 주된 의도가 있어 무리수의 존재성을 인식하도록 하
는 데 한계가 있을 수 있다. 따라서 교사가 교육과정의 의도를 반영한 수업을 하기 위해서는 무리수
의 존재를 인식할 수 있도록 추가적인 발문을 하고, 소수 표현과 유기적으로 연결되도록 수업을 설계
할 필요가 있다. 구체적으로, 무리수의 개념을 정의하고 본 연구에서 소개한 다양한 무리수를 나타내
는 기하 표현을 활용하는 것을 무리수의 존재성을 학습할 기회를 제공하는 한 가지 방안으로 제안한
다.
셋째, 교사는 학생들이 유리수가 아닌 수로서 무리수의 필요성을 이해할 수 있도록 학습 기회를 제

공할 필요가 있다. 무리수 도입에서의 다양한 가능성을 열어두기 위해 선행 연구자들은 피타고라스
정리의 이동을 고려하였으며(박경미 등, 2014) 피타고라스 정리의 이동은 중학교 교육과정에서 두드러
진 변화로 언급되었다(서보억, 2018). 그러나 본 연구 결과에서 확인한 바와 같이 무리수를 도입하거
나 정의하는 과정에서의 다양한 시도는 두드러지지 않았고, 유리수가 아닌 수로서 무리수의 필요성이
인식될 수 있는 비분수 표현으로 무리수를 정의한 빈도는 낮아졌다. 대부분의 교과서가 소수 표현으
로 무리수를 제시하여 학생들이 무리수를 순환하지 않는 무한소수로 인식하는 데에는 성공적일 수 있
으나 비분수 표현과 소수 표현 사이의 관계를 명확히 짚어내고 유연하게 오가는 데 한계가 있었다.
따라서 교사는 학생이 무리수를 분수로 표현되지 않는 수이자 순환하지 않는 무한소수로 이해할 수
있도록 수업을 설계할 필요가 있다.
본 연구는 피타고라스 정리의 이동이 2015 개정 중학교 3학년 교과서의 제곱근과 실수 단원에서 무

리수 관련 학습 내용의 제시에 어떤 영향을 끼쳤는지를 무리수 표현을 중심으로 파악하였다는 데 의
의가 있다. 그러나 본 연구는 교과서 분석에 목적을 두었으며 피타고라스 정리의 이동으로 교과서를
활용한 실제 수업에서 어떠한 변화가 나타나는지를 확인하지는 않았다는 한계가 있다. 교과서에서 무
리수를 기하 표현으로 다룸으로써 잠재적으로 제공하는 무리수의 존재성 관련 학습 기회와 무리수의
비분수 표현 또는 소수 표현이 잠재적으로 제공하는 유리수가 아닌 수로서의 무리수의 필요성 인식
기회가 어떠한지, 제한점은 무엇인지를 확인하였다는 점에서 본 연구는 이후에 이루어질 후속 연구의
방향을 제시할 수 있다. 본 연구 결과를 토대로 제곱근과 실수 단원의 교육과정 개발, 교과서 집필,
교사의 교육과정 자료의 사용에 실천적인 시사점을 제공할 수 있는 연구가 이루어질 것으로 기대한
다.
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A Study on Changes of the Textbooks due to the shift of
Pythagorean Theorem

Ku, Nayoung1)․Song, Eunyoung2)․Choi, Eunjeong3)․Lee, Kyeong-Hwa4)

Abstract

The purpose of this study is to understand how the shift of the Pythagorean theorem
influenced the representation of irrational numbers in the 3rd grade textbook of 2015
revised mathematics curriculum by textbook analysis. Specifically, the changes in the
representation of irrational numbers were examined in two aspects based on the nature
of irrational numbers and the teaching and learning methods of the 2015 revised
mathematics curriculum. First, we analyzed the learning opportunities related to the
existence of irrational numbers that were potentially provided by treating irrational
numbers as geometric representations in textbooks, and confirmed that Pythagorean
theorem was used. Next, we analyzed opportunities to recognize the necessity of
irrational numbers provided by numerical representations of irrational numbers. This
study has significance in that it confirmed the possibility and limitation of learning
opportunities related to the existence and necessity of irrational numbers that were
potentially provided by changes in irrational number representations in the 2015 revised
textbooks.

Key Words : irrational number, representation, 2015 revised mathematics curriculum,
Pythagorean theorem, textbook analysis
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