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요 약: 직육면체 프리즘에 대한 중력, 자력, 중력 변화율 텐서 및 자력 변화율 텐서 반응식을 정리하였다. 직교 좌표계

에서 직육면체 프리즘에 대한 삼중 적분으로 수직 중력을 유도하고, 직육면체의 축 방향 대칭성을 이용하여 순환 치환으

로 두 개의 수평 중력 성분을 유도한다. 벡터 중력을 각 성분 별로 미분하여 중력 변화율 텐서를 유도한다. 포아송(Poisson)

관계식을 이용하면 일정한 방향으로 자화된 벡터 자력은 중력 변화율 텐서로부터 얻어진다. 벡터 자력을 각 방향으로 미

분하여 최종적으로 자력 변화율 텐서를 유도하였다.

주요어: 중력, 자력, 중력 변화율 텐서, 자력 변화율 텐서

Abstract: The closed-form expressions of gravity, magnetic, gravity gradient tensor, and magnetic gradient tensor due

to a rectangular prism are derived. The vertical gravity is derived via triple integration of a rectangular prism in Cartesian

coordinates, and the two horizontal components of vector gravity are then derived via cycle permutation of the axis

variables of vertical gravity through the axial symmetry of the rectangular prism. The gravity gradient tensor is obtained

by differentiating the vector gravity with respect to each coordinate. Using Poisson’s relation, a vector magnetic field

with constant magnetic direction can be obtained from the gravity gradient tensor. Finally, the magnetic gradient tensor

is derived by differentiating the vector magnetic with respect to appropriate coordinates.

Keywords: gravity, magnetic, gravity gradient tensor, magnetic gradient tensor

서 론

임의의 3차원 이상체에 대한 중력 및 자력 반응은 이상체를

작은 직육면체의 조합으로 분할하고 포텐셜의 중첩 이론을 이

용하여 작은 직육면체들의 중력과 자력 반응을 더하는 방법으

로 계산된다(Telford et al., 1991). 지하 구조를 3차원으로 역

산하는 경우에도 지하 내부를 3차원 직육면체 프리즘으로 분

할하여 각각의 프리즘의 밀도 및 대자율을 역산 추정하는 방

법이 주로 사용된다(Li and Oldenburg, 1996; Park et al.,

2017). 따라서 중력 및 자력 탐사 자료를 이용한 지하 구조 해

석에서 가장 기본이 되는 직육면체 프리즘에 대한 중력 및 자

력 반응 계산은 필수적이므로 이미 여러 연구자들에 의해서

독립적으로 유도되었다(Sorokin, 1951; Nagy, 1966; Plouff,

1976; Okabe, 1979). 최근 측정 장비 및 해석 기술의 발달에

따라 중력 변화율 텐서 및 자력 변화율 텐서를 측정하고 해석

하는 방법들이 많이 이용되고 있다(Rim and Li, 2016; Gokula

and Sastry, 2019; Ren et al., 2017; Ren et al., 2019). 특히 중

력 및 자력을 텐서 형태로 측정하면 한 개의 측정점에서 다수

의 텐서 성분 값들을 얻을 수 있으므로 텐서 성분 값들의 상

관 관계를 이용하면 곧바로 이상체의 위치를 파악할 수 있는

성질을 가지고 있다. 중력 변화율 텐서 및 자력 변화율 텐서를

이용하는 경우에도 필수적으로 가장 간단한 형태의 3차원 이

상체인 직육면체 프리즘에 대한 반응식을 활용해야 한다.

이 논문에서는 가장 간단한 형태의 3차원 이상체인 직육면
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체 프리즘에 대한 중력, 자력, 중력 변화율 텐서, 및 자력 변화

율 텐서 반응식을 유도하고 일목요연하게 정리하여 향후 중력

및 자력 분야 연구에 도움이 되고자 한다. 

벡터 중력

Fig. 1과 같이 각 축에 평행하게 놓여진 직육면체 프리즘에

대한 수직 중력 반응식은 여러 연구자들에 의하여 독립적으로

유도되었다(Sorokin, 1951; Nagy, 1966; Plouff, 1976; Okabe,

1979). 여기서 북쪽 방향을 x, 동쪽 방향을 y, 깊이 방향을 z

축 방향으로 하는 오른손 직교 좌표계를 사용하였다.

Fig. 1과 같은 직육면체 프리즘에 의한 인력의 수직 성분은

식 (1)과 같이 직육면체 프리즘을 직교 좌표계에서 삼중 적분

하는 형태로 계산된다.

(1)

여기서 G는 중력 상수, 는 직육면체의 밀도이고, 측정점

(x, y, z)과 적분소의 위치 (, ,  ) 사이의 거리는

이다.

식 (1)을 삼중 적분하여 직육면체 프리즘에 의한 인력의 수

직 성분을 구하면 식 (2)와 같다(Plouff, 1976).

(2)

여기서 

수직 중력은 식 (1)을 적분하는 방법에 따라 연구자들

(Sorokin, 1951; Nagy, 1966; Plouff, 1976; Okabe, 1979)마다

약간 다르게 유도되었다. 유도된 반응식들 사이의 차이는 식

(2)의 마지막 항인 arctan 항의 변형된 형태로 표현되는데 실제

계산 값은 서로 같다. 변형된 형태의 수직 중력 반응식들은

Appendix A에 정리하였다. 

대부분의 상대중력계는 수직 중력만을 측정하고 중력 탐사

를 이용하여 지하 구조를 해석하는 경우에도 일반적으로 수직

중력만을 사용하고 있으므로 중력 이론식도 수직 중력에 한하

여 유도되어 왔다. 중력 반응식을 이용하여 중력 변화율 텐서

반응식을 유도하기 위해서는 벡터 중력이 필요하므로 수직 중

력을 벡터 중력으로 바꾸는 과정이 필요하다. 직육면체 프리즘

은 각 축에 대한 대칭성을 가지고 있으므로 수직 중력의 각각

의 변수들을 순차적으로 치환하면 (x  y, y  z, z  x)

수직 중력으로부터 두 개의 수평 중력 성분을 유도할 수 있다

(Okabe, 1979). 따라서 순환 치환을 이용하여 두 개의 수평 중

력 성분들을 유도하면 식 (3 ~ 4)와 같다. 

(3)

(4)

중력 변화율 텐서

중력 변화율 텐서(g)는 벡터 중력을 각각의 성분으로 미분

하면 유도된다(Li and Chouteau, 1998).

 (5)

중력 변화율 텐서를 각 성분별로 정리하면 다음과 같다(Li

and Chouteau, 1998).
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Fig. 1. The rectangular prism model.
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 (9)

 (10)

  (11)

포텐셜 이론에 따르면 중력 변화율 텐서 행렬은 대칭이고 대

각 성분의 합은 “0”이므로 5개의 독립 성분을 가진다.

벡터 자력

포아송(Poisson) 관계식(Blakely, 1996)을 이용하면 한 방향

으로 자화된 이상체의 벡터 자력은 중력 변화율 텐서로부터

변환될 수 있다. 즉 포와송 관계식을 풀어서 쓰면 만약 이상체

의 밀도와 자화 방향이 일정한 경우, 자력 반응식은 중력 반응

식을 자화 방향으로 미분하고 중력에 관계된 상수를 제거하여

유도할 수 있다. 이때 자화 방향의 미분을 일반적인 3성분을

가지는 자화 모멘트 방향으로 적용하면 벡터 중력 반응식을

각 축 방향으로 미분한 중력 변화율 텐서와 같아지고 이를 중

력 변화율 텐서와 벡터 자력의 관계식으로 표현하면 식 (12)와

같다. 

 (12)

여기서 m은 자력 모멘트 벡터로 자력 모멘트 크기(m0), 복각

(I ), 편각 (D)을 이용하여 식 (13)과 같이 정의된다.

 (13)

벡터 자력은 중력 변화율 텐서 식 (6) ~ (11)을 식 (12)에 대

입하여 정리하면 다음과 같이 구해진다. 

(14)

 (15)

 (16)

총자력(total magnetic intensity, Btotal)은 이상체에서 기인한 벡

터 자력과 외부 자기장에 해당하는 지구자기장 벡터( )

와의 내적으로 계산된다. 

 (17)

여기서 지구자기장 벡터는 지구자기장의 복각(Igeomag)과 편각

(Dgeomag)으로 정의된다. 

(18)

자력 변화율 텐서

직육면체 프리즘의 자력 변화율 텐서(B)는 벡터 자력을 각

성분 방향으로 미분하여 유도한다.

 (19)

자력 변화율 텐서를 성분별로 정리하면 다음과 같다.
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자력 변화율 텐서 반응식은 결과적으로 벡터 중력을 2번 미분

한 행태로 구해지는데 이 방법은 Heath et al. (2005)과 Du et

al. (2015)도 사용하여 비슷한 형태의 반응식을 유도하였다.

자력 변화율 텐서 행렬도 중력 변화율 텐서 행렬과 마찬가

지로 대칭이며 대각 성분의 합은 “0”이므로 5개의 독립 성분

을 가진다.

모델 실험

직육면체 프리즘 1개를 대상으로 식 (2) ~ (4)를 이용하여

벡터 중력 반응을 계산하면 Fig. 2와 같다. 직육면체 프리즘은

밀도 1000 kg/m3, 남북 방향 길이 600 m, 동서 방향 길이 200

m, 두께 200 m, 윗면의 깊이 100 m 이다. 측점은 높이 0 m에

서 계산하였다. 이후 자력 등 모든 반응 계산에 같은 모델을

적용하였다. 수직 중력은 이상체의 모양과 비슷한 형태를 가지

고 두 개의 수평 중력 성분은 직육면체 프리즘의 경계를 잘 반

영한다.

식 (6) ~ (11)을 이용하여 Fig. 2와 같은 직육면체 프리즘에

대한 중력 변화율 텐서 반응을 계산하면 Fig. 3과 같다. 각 성

분 별로 전형적인 단일 이상체의 중력 변화율 텐서 반응을 보

여주고 있다. 특히 중력 변화율 텐서의 zz 성분은 수직 중력보

다 더 이상체의 경계를 잘 나타낸다. 

직육면체 프리즘에 의한 벡터 자력과 총자력은 식 (14) ~

(17)을 이용하여 계산하면 Fig. 4와 같다. 외부 자기장에 의하

여 유도 자기장만 있는 경우를 가정하였고 여기서 사용한 외

부 자기장은 우리나라 지자기장의 대표적인 복각(52o), 편각

Fig. 2. Vector gravity fields due to a rectangular prism with a density of 1000 kg/m3. The bold black lines in the center represent the rectangular

prism with 600 m (N-S) × 200 m (E-W) × 200 m (Vertical) at a depth of 100 m.

Fig. 3. Gravity gradient tensor due to a rectangular prism.
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Fig. 4. Magnetic fields due to a rectangular prism. The magnetic anomaly is generated only by induction caused by external geomagnetic

field with 52,000-nT strength, 52o inclination, 8o declination. The susceptibility of model is 0.1 (SI). 

Fig. 5. Magnetic gradient tensor due to a rectangular prism. The parameters of model are the same as those used in Fig. 4. 
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(8o), 총자력(52,000 nT)을 이용하였고 직육면체 프리즘의 대

자율은 0.1 (SI)이다. 

마지막으로 Fig. 4와 같은 모델에 대하여 식 (20) ~ (25)를

이용하여 자력 변화율 텐서를 계산하면 Fig. 5와 같다.

결 론

가장 간단한 형태인 직육면체 프리즘에 대한 중력, 자력, 중

력 변화율 텐서 및 자력 변화율 텐서 반응식을 유도하여 정리

하였다. 다양한 수직 중력 반응식들이 존재하지만 모두 같은

값을 가지므로 가장 일반적인 반응식인 Plouff (1976)에 의한

수직 중력 반응식에서 출발하였고, 직육면체 프리즘이 가지는

축 방향 대칭성을 이용하여 변수들 간의 순환 치환을 적용하

여 벡터 중력의 수평 성분을 유도하였다. 벡터 중력을 각 축

방향으로 미분하여 중력 변화율 텐서를 유도하였다. 벡터 자력

은 포와송 관계식을 적용하여 중력 변화율 텐서를 변환하는

방법을 통하여 유도하였다. 마지막으로 벡터 자력을 각 축방향

으로 한번 더 미분하여 자력 변화율 텐서를 유도하였다. 이들

반응 식은 직육면체의 8개 꼭지점과 관측점 사이의 거리를 공

통적으로 포함하고 있으므로 8개의 거리만을 계산하는 방법으

로 쉽게 프로그램으로 구현할 수 있다. 이 논문에서 정리한 직

육면체 프리즘에 대한 중력 및 자력 반응 식들은 복잡한 모양

의 3차원 이상체를 작은 직육면체 프리즘으로 근사하여 표현

해야 하는 경우나 지하 구조를 3차원 역산 해석하는 경우 등

에 유용하게 사용될 수 있다. 
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Appendix A 직육면체 프리즘에 의한 수직 중력

수직 중력은 식 (1)을 적분하는 방법에 따라 마지막 항의 변

형된 형태로 유도되는데 이를 정리하면 다음과 같다. 

Sorokin (1951)
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Nagy (1966)

 (A-2)

Plouff (1976) 
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Okabe (1979)
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