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요 약: 이 논문에서는 축 방향 대칭성을 가지는 원통형 이상체 대한 자력 반응식을 유도하였다. 일정한 방향으로 자화

된 이상체가 생성시키는 자력장은 일정한 밀도를 가지는 이상체에 의한 중력 변화율 텐서로부터 변환 가능한 포아송

(Poisson) 관계식을 이용하여 기존에 이미 유도된 원통형에 의한 중력 변화율 텐서로부터 3성분 자력 벡터를 유도하였다.

축 방향 대칭성을 이용하여 중력 변화율 텐서를 원통 좌표계에서 유도하였고 이를 직교 좌표계로 변환한 후 이상체의 자

화 방향과 결합하여 3성분 자력 벡터를 유도하였다. 

주요어: 자력, 중력 변화율 텐서, 포아송 관계식, 원통형 이상체 

Abstract: Herein, the closed-form expressions of the magnetic field due to an axially symmetric body such as a right

cylinder, are derived. The magnetic field due to a right cylinder is converted from the gravity gradient tensor using

Poisson’s relation; the magnetic field induced by a constant magnetization can be obtained from the gravity gradient tensor

with a constant density. Because of the axial symmetry of the cylinder, the expressions of gravity gradient tensor are

derived in cylindrical coordinate and then transformed into Cartesian coordinates for the three components of the magnetic

field using an arbitrary magnetization direction.

Keywords: magnetic, gravity gradient tensor, Poisson’s relation, cylinder

서 론

자력 탐사 자료로부터 화성암 관입체와 같이 원통형으로 근

사 가능한 이상체를 해석하기 위해서는 지하 구조를 균질한

직육면체 프리즘으로 분할하여 3차원 역산 해석하는 방법 보

다는 원통형 이상체의 반지름, 길이 등과 같이 중요한 몇 개의

역산 파라미터만을 추정하는 비선형 역산이 더 효과적인 경우

가 있다(Blum, 1945; Sarma et al., 1999). 특히 화성암의 관입

은 지표면의 접근이 제한이 있는 산악 지대에 많이 분포하는

데 이런 경우 측점 자료가 제한적으로 주어지는 상황에서는

다수의 직육면체 프리즘들의 대자율을 추정하는 일반적인 자

력 3차원 역산은 역산 파라미터 개수에 비해 측정 데이터의

개수가 절대적으로 부족하여 타당성 높은 역산 해를 추정하기

힘든 경우가 있다. 이 경우 원통형 이상체에 대한 벡터 자력의

해석해를 가지고 있다면 곧바로 원통형 관입체의 반지름, 길이,

경사 등 추정할 파라미터 개수를 수개 내외로 줄일 수 있으므

로 이상체의 위치와 규모를 효과적으로 해석해 낼 수 있다.

비교적 간단한 모양으로 근사가 가능한 원통형 이상체에 대

한 중력 및 자력 반응식은 간편하게 지하 이상체를 원통형으

로 근사하여 해석하려는 필요에 의하여 여러 연구자들에 의해

유도되어 왔다(Nettleton, 1942; Nabighian, 1962; Damiata and

Lee, 2002; Singh and Sabina, 1978). 대표적인 예로는 원통형

이상체에 의한 중력 및 자력 반응 계산은 무한 급수의 합의 형

태로 Nettleton (1942)이 유도하였고, Singh and Sabina (1978)

는 푸리에-한켈 변환(Fourier-Hankel transform)을 이용하였다.

이 논문에서는 축 방향 대칭성을 가지는 원통형 이상체의

벡터 자력의 해석해를 유도하고자 한다. Rim and Li (2016)는
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이미 원통형 이상체에 대한 중력 변화율 텐서의 해석해를 제

공하였는데 포아송 관계식을 이용하면 중력 변화율 텐서를 벡

터 자력으로 변환 가능하므로 이 성질을 이용하여 중력 변화

율 텐서로부터 원통형 이상체의 벡터 자력을 유도한다. Singh

and Sabina (1978)는 원통형 이상체에 대한 총자력만을 유도

하였는데 이 논문에서는 총자력뿐만 아니라 자력을 3성분 벡

터 형태로 유도한다.

원통형 이상체의 벡터 중력

일정한 방향으로 자화된 원통형 이상체의 자력 반응을 유도

하기 위하여 먼저 반무한 원통형 이상체에 의한 중력 변화율

텐서를 유도한다. Rim and Li (2016)는 이미 원통형 이상체의

중력 변화율 텐서를 유도하였으므로 여기서는 중력 변화율 텐

서를 유도하는 과정을 간단히 정리한다. Fig. 1은 반무한 원통

형 이상체의 모식도이다. 원통형 이상체의 z-축 방향 대칭성을

이용하여 원통 좌표계에서 측정점 (r, , z)에서 중력 포텐셜,

U(r, , z)은 식 (1)과 같다(Singh, 1977). 식 (1)에서 G는 중

력상수, 는 원통형 이상체의 밀도, a는 반지름에 해당한다.

이상체가 축 방향 대칭성을 가지고 있으므로 중력 포텐셜을

구하기 위한 적분은 원통 좌표계를 도입한 푸리에-한켈 변환

을 이용한다. 반면 측점에서의 3성분 자력으로 표현하기 위해

서는 북쪽이 x, 동쪽이 y, 깊이 방향이 z 방향인 오른손 직교

좌표계를 이용한다. 식 (1)에서 베셀 함수들과 다항식의 곱이

포함된 적분은 립쉬츠-한켈(Lipschitz-Hankel) 타입의 적분으

로 계산할 수 있고(Eason et al., 1955) 이 논문에서 필요한 립

쉬츠-한켈 타입 적분 식들은 부록 A에 정리하였다.

(1)

원통 좌표계에서 벡터 중력은 각 좌표축 방향으로 중력 포

텐셜을 미분하여 구한다(Singh, 1977; Damiata and Lee,

2002). 이상체의 모양이 z-축 방향 대칭성을 가지고 있으므로

벡터 중력의 성분은 존재하지 않고 r 성분과 z 성분은 식

(2~3)으로 유도된다. 

(2)

(3)

벡터 중력의 r 방향 성분을 직교 좌표계에서 두 개의 수평 성

분으로 분리하면 식 (4)와 같다. 

(4)

원통형 이상체의 중력 변화율 텐서

원통 좌표계에서 중력 포텐셜을 두 번 미분한 중력 변화율

텐서(c)는 식 (5)와 같이 정의되고(Arfken et al., 2012), z-축

대칭 이상체의 중력 포텐셜은 방향으로 일정하여 방향 미

분값이 존재하지 않으므로 이를 적용하면 원통형 이상체에 의

한 중력 변화율 텐서는 식 (6)과 같이 정리할 수 있다. 

(5)

(6)

원통 좌표계에서 반무한 이상체에 의한 중력 변화율 텐서를

립쉬츠-한켈 타입 적분 형태로 정리하면 식 (7) ~ (10)과 같이

유도된다(Rim and Li, 2016). 
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Fig. 1. Geometry of a semi-infinite vertical circular cylinder.
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(7)

(8)

 (9)

(10)

원통 좌표계에서 유도한 중력 변화율 텐서를 직교 좌표계로

변환하기 위해서는 식 (11)과 같은 원통좌표계와 직교 좌표계

사이의 변환 행렬 (R)을 정의하고 식 (12)와 같이 텐서의 좌표

계 변환식을 적용한다(Rim and Li, 2016). 

 (11)

(12)

식 (12)에서 Γc과 Γr은 각각 원통 좌표계와 직교 좌표계에서

의 반무한 원통형 이상체에 의한 중력 변화율 텐서를 나타낸

다. 따라서 직교 좌표계에서의 반무한 원통형 이상체에 의한

중력 변화율 텐서는 식 (13)과 같다. 

(13)

원통형 이상체의 자력

 한 방향으로 자화된 이상체의 경우 중력 변화율 텐서은 포

와송(Poisson) 관계식을 이용하면 벡터자력으로 변환할 수 있

다(Blackely, 1996).

 (14)

식 (14)에서 는 자화 강도이고 은 자화 방향

에 해당하는데 자화 방향은 복각과 편각을 이용하여 식 (15)와

같이 표현할 수 있다. 

(15)

원통 좌표계에서의 중력 변화율 텐서(식 13)을 식 (14)에 대입

하여 정리하면 벡터 자력이 구해진다. 

(16)

(17)

(18)

일정한 길이를 가지는 원통형 이상체의 자력을 구하기 위해서

는 반무한 원통형 이상체를 중심 축을 동일하게 두고 윗면을

시작으로하는 반무한 원통형 이상체의 자력 반응에서 아랫

면을 시작으로 하는 원통형 이상체의 자력 반응을 빼서 계산

한다.

총자력(total magnetic intensity)은 이상체에서 유도된 벡터

자력을 지자기 방향으로 정사영하여 구하다. Singh and Sabina

(1978)는 원통형 이상체의 총자기력 반응식을 유도하였는데

이 논문에서 유도한 3성분 벡터 자력을 지지기 방향으로 내적

한 결과와 같고 이를 부록 B에 정리하였다. 
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Fig. 2. Magnetic fields due to a cylinder with 200-m radis and 500-m length with the center of its top plane located at the origin in the x-

y plane and at 300 m in th z axis (red circle). The magnetic fields are generated only through the induction by external geomagnetic field

with a 52,000-nT strength, 50o inclination, and 8o declination. The susceptibility of the cylinder is 0.01 (SI).
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자력 모델링

반지름이 200 m, 길이가 500 m이고 윗면의 중심이 (0 m, 0

m, 300 m)에 놓여진 원통형 이상체에대한 벡터 자력 값을 계

산하였다. 벡터 자력은 외부 자기장에 의한 유도 자기장만 있

는 경우를 상정하였고, 외부 자기장은 우리나라 지자기장의 평

균값인 복각 52o, 편각 8o 총지자기 52,000 nT로 가정하였으

며, 이상체의 대자율은 0.01 (SI)로 설정하였다. 복각이 크고

편각이 작아서 벡터 중력과 비슷한 양상을 보이지만 z 성분을

보면 양의 최대값이 이상체의 중심에서 약간 아랫쪽에 나타나

는 전형적인 벡터 자력 값을 보여준다. 

결 론

한 방향으로 자화된 이상체의 경우 벡터 자력은 중력 변화

율 텐서로부터 변환할 수 있다는 포와송(Poisson) 관계식과 기

존에 유도한 원통형 이상체의 중력 변화율 텐서를 이용하여

자력 벡터를 유도하였다. 자력 탐사에 총자력계가 주로 사용되

어 왔으므로 원통형 이상체에 대한 자력 반응을 해석하기 위

해서 Singh and Sabina (1978)는 원통형 이상체에 대한 총자

력을 유도한 바 있다. 현재 자력 탐사에서 3성분 자력계가 널

리 사용되고 있으므로 3성분 자력 탐사 자료를 해석하기 위해

서는 3성분 자력 벡터의 해석해가 필요하다. 이 논문에서 형

태인 원통형 이상체에 대한 3성분 벡터 자력의 해석해를 유도

하였다. 킴벌라이트(Kimberlite)와 같은 관입 화성암의 형태가

원통형으로 근사가 가능한 단순한 모델인 경우 이 논문에서

제시한 원통형 이상체에 의한 벡터 자력 해석해를 이용하면

원통형 이상체의 물리적인 파라미터만을 추정하여 지하 구조

를 파악할 수 있으므로 적은 수의 자력 측정으로도 효과적으

로 원통형 이상체의 자력 자료를 해석이 가능하다. 
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부록 A. 

립쉬츠-한켈(Lipschitz-Hankel) 타입 적분들

원통형 이상체는 z-축 대칭성을 가지고 있으므로 원통 좌표

계에서 푸리에 변환을 이용하여 계산하는 과정에서 립쉬츠-한

켈 타입 적분이 이용된다(Eason et al., 1955). 원통형 이상체

의 3성분 자력 계산에 필요한 립쉬츠-한켈 타입 적분을 여기

에 정리하였다. 

일반적인 형태의 립쉬츠-한켈 타입 적분은 식 (A-1)과 같이

두개의 베셀 함수와 다항식의 곱을 적분하는 형태를 가진다.

여기서 (, )는 베셀 함수의 차수로써 0 또는 1을 가진다.

는 다항식의 차수에 해당하고 립쉬츠-한켈 타입 적분의 차수

에 해당한다. 

(A-1)

각 차수 별로 립쉬츠-한켈 타입 적분을 식 (A-2) ~ (A-5)에

정리하였다. 

( )

0
( , ; ) ( ) ( ) z

I J a J r e d
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(A-2)

(A-3)

(A-4)

(A-5)

여기서 K와 E는 1차와 2차 완전 타원 적분(complete elliptic

integral first and second kind)이고, 0는 Heuman 람다 함수

(Heuman’s Lambda function)이다(Byrd and Friedman, 1971).

완전 타원 적분은 식 (A-6) ~ (A-7)과 같이 정의되고 여기

에 필요한 입력 값은 식 (A-8) ~ (A-9)와 같다.

 (A-6)

 (A-7)

 (A-8)

(A-9)

완전 타원 적분의 계산은 Carlson and Notis (1981)과 Carlson

(1995) 방법을 이용하였다. 

부록 B. 총자력 유도

총자력은 식 (B-1)과 같이 이상체에서 기인한 벡터 자기장

을 지자기 방향으로 내적하여 구한다.

 (B-1)

여기서 B는 이상체에서 기인한 자력 벡터이고 는 지자기

장 방향이다. 지자기장 방향은 식 (B-2)와 같이 방향 코사인 (l,

m, n)로 정의할 수 있다. 

(B-2)

원통형 이상체의 자화 방향은 같은 방법으로 방향 코사인(L,

M, N)을 이용하여 정의하면 식 (B-3)과 같다. 

 (B-3)

따라서 총자력값을 구하면 다음과 같다.

(B-4)

여기서 계수 A, B, C, E는 다음과 같다.

 (B-5)

계수 A, B, C, E는 Singh and Sabina (1978)의 표현을 따른

것이고 그들이 유도한 총자력과 이 논문에서 유도한 총자력

(식 B-4)이 같음을 보여준다. Fig. B-1은 Fig. 2와 같은 원통형

이상체의 총자력 이상 반응을 보여 준다. 자력 z 성분과 비슷

한 양상을 보이지만 양의 최대 이상값이 원통형 경계 부분에

나타난다.
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Fig. B-1. The total magnetic intensity due to the cylinder described

in Fig. 2.


