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[요    약] 

본 논문에서는 시변 지연 시간이 있는 선형 이산 시스템에 비구조화된 불확실성이 존재하는 경우에 대하여 안정조건을 다룬

다. 안정조건은 리아프노프 안정 조건을 기반으로 유도되며, 이 새로운 조건에는 불확실성에 의한 영향이 포함되어 반영된다. 논

문에서 고려된 불확실성은 그의  특성을 정확하게 파악할 수 없고, 단지 그 크기만을 알 수 있는 비구조화 형태로 반영된다. 이와 관

련된 기존의 결과 대비하면,  안정성 기준을 적용할 수 있는 시스템을  확장할  수 있으며, 기 제안된 안정  조건보다  유연한 것으로 

안정성 판정에 있어 더욱 효과적인 결과이다. 제안된 안정 조건들은  간단한  부등식의 형태로 표현되며,  시변 지연에 대한 영향과 

불확실성에 대한 영향이 모두 수식에  포함되어 있다.  제안된  안정조건을 기존의 조건들과 비교한 결과를 수치 예제를 통하여 제

시하며, 제안된 조건의  효용성과 우수성을 검증한다.

[Abstract]

In this paper, we deal with the stability of linear discrete systems with time-varying delays and unstructured uncertainty. 

Stability conditions are derived based on Lyapunov stability theory, and can include  the effect of uncertainty. The unstructured 

uncertainty in the papaer which can not  be figured out its exact characteristics and only can be expreesed by its magnitude is 

considered. Compared with the previous results on the stability, the new results can expand the applicable systems and  alleviate 

the stability conditions which are more effective and powerful.  The proposed stability condition is expressed in the form of an 

simple inequality, and includes the both effects of the uncertainties and time-varying delay. We present the results comparing the 

new stability condition with the existing results, and verify the effectiveness and the superiority of the proposed results through 

numerical example.
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Ⅰ. 서  론

시스템에 인가되는 불확실성과 상태 지연 현상은  시불변 

혹은 시변의 특성을 가질 수 있으며, 시스템의 안정성에 영향을 

줄 수 있다. 이와 관련된 많은 연구 결과들이 [1]과 [2]에 정리되

어 발표되었다. 참고 문헌 [1]에서는 시불변 이산시스템의 상태

변수에 시불변 지연시간을 갖는 시스템에 대하여  2002년에서 

2010년 사이에 이루어진 결과 위주로 정리하였고, 참고 문헌 

[2]에서는 연속 시스템에서  상태변수에 시변 지연시간이 있는 

시스템에 대한 연구 결과를 분석하였다.  최근에는  선형 이산

시스템에 대하여 시스템 행렬의 특성이  시변/시불변, 지연 시

간의 특성이 시변/시불변, 불확실성에 관하여  포함/비포함 한 

경우를 구분하여 다양한 경우에 대한 연구 결과가 발표되었다

[3]-[9]. 참고 문헌 [3],[4]과 [6]의 결과는 시불변 시스템에 시변 

지연이 있는 경우에 대한  안정조건을 시스템 행렬이 포함되는 

복잡한 선형행렬부등식 (LMI; linear matrix inequality)의 형태

[3], 지연시간에 종속되는 두 가지의 부등식 형태[4],  시스템 행

렬들의 노름(norm)을 이용하는 간단한  부등식 형태[6]로 제시

하였다. 또한, 참고 문헌 [5]에서는 대규모 시불변 이산 시스템

에서 상호연관 시스템 행렬에 시불변 지연시간이 존재하는 특

별한 경우에 대한 안정조건을 시스템 행렬의 노름을 이용하는 

부등식의 형태로 유도하였다. 이들 결과들이 시불변 이산시스

템을 대상으로 유도된 결과인 것과 구별하여  더욱 복잡한 시변 

이산시스템에 대하여  시변 지연에 대한 안정조건도 참고 문헌 

[7]에서 제시되었다. 참고 문헌 [7]에서는 안정조건을 시변시스

템 행렬들의 최대 변동 한도에 관련된 행렬들의 노름을 이용하

여 간단한 부등식으로 제안하였다. 참고 문헌 [3], [4], [6]과 [7]

에서의 결과들에서는 상태변수의 시변지연에 대한 부분은 고

려되었으나, 지연시간과 함께 시스템의 특성에 영향을 미치는  

불확실성 요소를 고려하지는 못하였다. 불확실성요소를  고려

한  결과로는 참고 문헌 [8]과 [9] 가 있으며, 이들 결과에서는 

비구조화된 시변 불확실성이 인가되는 시스템의  안정성 결과

가 제시되었다.  참고 문헌 [8]에서는  안정조건이 행렬에 대한 

간단한 부등식으로 표현되며, 행렬이 아닌 대수부등식으로 제

시된 결과도 함께 제시되었다. 그러나, 참고 문헌 [8]에서 고려

한  시스템 행렬의 특성은 시불변이고, 지연 시간 또한 시불변

을  고려한 것으로, 시변 지연 시간에 대하여서는 적용이 불가

능한 결과이다. 참고 문헌[9]에서는 이전의 결과[8]에서 고려하

지 못한  시변 지연과 비구조화된 시변 불확실성을 동시에 고려

할 수 있는 안정조건을 상한 해 한계 방법[8]과는 다른 접근 방

법으로 유도하였다. 본 논문에서는 기존 참고 문헌[9]의 안정조

건보다 완화된 안정조건을 새롭게 제안하며,  다음 장에 설명되

는 참고 문헌 [8]과[9]의 조건들과 비교하여 우수함을 확인한

다. 

본 논문의 구성은 다음과 같다. II장에서는 기존 결과를 요약

하고, III장에서는 새로운 안정조건을 리아프노프 이론을 이용

하여 제시하며, IV장에서는 기존 수치 예제에 대하여 새로운 

조건을 적용한   결과를 제시한다. 

Ⅱ. 기존의 안정 조건 결과

본 장에서는 논문의 주요 결과에 사용된 행렬에 관한 중요

한 기초 이론과 기존에 제안된 중요 안정조건을 정리한다. 본 

논문에서 사용하는 기호로는 는 행렬 의 스펙트랄 노옴

(spectral norm), (    행렬의 최대 고유치의 제곱근)을 의

미하며,  는 대칭행렬 가 양의 정칙(positive definite), 

m ax
는 행렬 의 최대 고유치,  는 

,즉, 스펙

트랄 반경(spectral radius),  는 × 차원의 단위행렬(identity 

matrix)을 의미한다. 

  식 (1)과  같은 이산  시스템을 고려한다.

  ∙∙∙



                                  (1)

여기서,  는  시스템 행렬, 는 지연 상태변수에 대한 시스템 

행렬이며,  는 비선형 불확실성을 나

타내며, ∙ ∙ ∙의 시간에 따른 특성에 따라 다수

의 결과가 발표되었다[3]-[9].  특히, [8]에서는 식 (2)와  같이 비

선형 불확실성을 포함한 시스템을 다루었다. 이 시스템에서는 

지연시간을  시불변으로 고려하였음을 주목한다.

  
     (2)

여기서, ,는 시불변 시스템 행렬,이며, 

 는 식 (3)의 조건을 만족하는 비선

형 불확실성을 나타낸다.

 ≤
 ≤            (3)

기존 결과 1[8]: 식 (2), (3)를 만족하는  이산시스템이 식 (4)

의 조건을 만족하면

 

 






         (4)

점근안정하다.

  위의 결과가 시불변 지연시간에 대한 것에 반하여, 기존 결과 

[6]에서는 다음 식과 같은 지연 시간이 시변인 경우에 대한 안

정조건을 제시하였다. [6]에서 고려된 시스템에서는 비선형 불

확실성에 대한 부분이 포함되지 않은 점을 주목한다.
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  
  ≤ ≤ 

                                          (5)

기존 결과 2[6]:  식 (5)의 시변 지연시간을 갖는 시스템이 다

음 조건을 만족하면 점근안정하다.

   

× 
 

   
 

  

                               (6)

위의 기존 결과 1,2는 각각 시변 지연 시간과 비선형 불확실

성에 대한 부분은 고려하지 못한 결과이며, 이들을 동시에 포함

할 수  없는  결과임에 주목한다. 이를 보완할 수 있도록   최근

의 결과[9]에서는 이 두 가지 요소를 포함할 수 있는 조건들을 

제시하였다. 다음은 [9]에서 고려한 시스템을 나타낸다.

                  (7)

       

 ≤   ≤  ≤  ≤  ∀    (8)

             

기존 결과 3[9]:  수식 (7).(8)의 시변 지연시간과 불확실성

을 갖는 시스템이 ≡
 에 대하여 다음 조건을 만족

하면 점근안정하다.

≡
                                                                



 







 



 

     (9)      

기존 결과 4[9]: 수식 (7),(8)의 시변 지연시간과 불확실

성을 갖는 시스템이 다음 조건을 만족하면 점근안정하다.

                               (10)

보조정리 I ([6],[7]) :임의의 벡터 와 양의 상수  에 대하

여 식 (11)이 성립한다.

 ≤                                                            (11)

Ⅲ. 새로운 안정 조건

   본 장에서는 식 (7),(8)과 같이 구간  시변 지연을 갖는  시스템

에  비구조화된 불확실성이 인가된 시스템의  안정 조건을 유도

한다. 

  안정성을 위한 리아프노프 함수를 다음의 식 (12)와 같이 정의

한다.

          
    

  

 

 
    

   


      

  

   




                   (12)

여기서,  대칭행렬 은 양의 정칙행렬로    이다.

보조정리 II: 식 (7),(8)의 시스템은 식 (12)에 정의된 리아프노

프 함수와 임의의   
 ≥  에 대하여 식 (13)의 관계

식을 만족한다. 

≡


  ∆
∆

∆

≤  





  

  

  

≤   


 

 


  

                                                                                                  (13)

증명:    ∆
∆

∆


≡         

∆
   

   



  

 


 

 

   

                                                   (14) 

  

∆
 

        



  
    

  

 

  
 

 
        

  

 
      

   
      

  

                      (15)

참고문헌 [10]의 식 (19)에서와 같이 식 (16)이 유도된다.

     

∆
 

   

   

  

 


 

 




  




 


  
      

  

 

  

                                                  (16)

보조정리 I과 대칭행렬의 성질  ≤
 ≤ 

을 이용하면 식 (17)-(19)의 관계식이 성립한다.
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

 

≤ 


  

 


             (17)

 


≤ 




 


≤  
  



                   (18)

  ≤





  

≤  


  

       (19)

위의 식 (14)-(19)을 이용하면 다음의 수식을 얻을 수 있다.

  ∆
∆

∆

≤  



  

 


 

 

 
 

 


 

≤  






  




  

 

 

  

  ≤   



  



 


  

 


 
 



 


   

≤    


 

 



  



  

                                                                                               (20)

마지막 부등식이 식 (13)의 부등식과 같음을 알 수 있다.     ■

위의 보조정리II을 이용하면 다음과 같은 안정조건을 얻을 수 

있다.

새로운 결과(정리 I):  주어진  
 ≥에 대하여, 식 

(21)의 부등식을 만족하면 식 (7),(8)의 시스템은 안정하다.



 













  

         (21)

증명: 다음 식 (22)과 같은 음의 정칙행렬 을 선택하여  식 

(13)에 대입하면 식 (23)이 성립한다.




  


 

 

     (22)



≤   


 

 



  



 
  



        (23)          

위의 식 (23)에 식 (22)으로 정의된 행렬을 대입하여 

 의 조건을 유도하면, 다음의 조건으로 

표현된다. 





















  



   

                                                                                               (24)   

≡
로 하고 식 (24)을  간단한 형태로 표현하면 식

(25)과 같이 된다.

 

 













 

(25)

위의 부등식을 만족하면 식 (13)의   

이 만족된다. 또한, 식  이 만족되므로 

 의 조건도 당연히 만족하게 되어 식 (7),(8)의 시스템은 

안정하다.                                                                                    ■

  위의 결과를 변형하여 더욱 간단한 조건을 유도하면 다음과 

같이 표현된다.

새로운 결과(따름정리 I):  주어진 
 ≥ 에 대하여, 식 

(26)의 부등식을 만족하면 식 (7),(8)의 시스템은 안정하다.

                                   

                          (26)

         

증명:  잘 알려진 관계식인    
 를  식 

(20)의 마지막 항에  대입하여 새로이 유도한다.    

  

  ∆
∆

∆

≤   





 




 




  

                                                                                               (27)

새로운 결과(정리 I)  증명의 식 (22)에서  를  으로 변
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경하고, 변경된 음의 정칙행렬 을  식 (24)과  같은 방법으로 

전개하면 다음을 얻는다.














  




 

             (28)

위의 식은  다음과 같이 완전제곱의 형태로 표현될 수 있다.

                          (29)

따라서, 위의 부등식을 만족하면    이 

만족된다.   그러므로, 식 (7),(8)의 시스템은 안정하다.           ■

  위의 두 개의 새로운 결과를 기존의 결과와 비교하면, 새로운 

결과(정리 I)의 결과는 기존결과 3, 새로운 결과(따름정리 I)의 

결과는 기존결과 4에 비하여 불확실성의 크기가 포함된  항에

서 차이가 난다. 이 수식의 직접적인 우열을  비교하기 위하여 

다음의 수치 예제를 고려한다.

  

Ⅳ. 새로운 조건의 수치 예제 적용

   수치예제를 통하여 제안된 두 개의 안정조건에 대하여 기존 

결과와 비교한다.

  

예제 [9][11]: 식  (30)과 같이 표현되는  이산 시스템을 고려한

다. 

       

    
 

     
 

           (30)   

[11]에서는 지연시간이 시불변이고 
 

  인 경우에 대

하여 비선형 불확실성이 없는, 즉     인 경우에 대하

여 안정성 조건을 다루었고, 위의 예제에서의 시스템 행렬에 대

하여 제안된 조건으로 안정함을 확인하였다. 그러나, 본 예제에

서는 새로운 조건을 적용하기 위하여  ≤ 인 

경우를 고려한다. 이 경우         

이다. 지연시간이 시변인 경우를 고려하기 위하여,  


 

인 경우에 대하여, 기존 [9]의 안정조건인 식 (10)을 적용하면 

식 (31)과 같이 계산된다. 식 (31)에서 보듯이 안정조건이 만족

되지 않아 안정성을 결정할 수 없다. 그러나, 3장에서 새로  제

안된 조건들을 적용한 결과인 식 (32)에 의하면 3장의 새로운 

결과(정리1)와 함께 또 다른 새로운  결과(따름정리 I)로 안정함

을 확인할 수 있다. 이는 제안된 안정조건들이  [8],[11]의 시불

변 지연시간의 한계를 극복하고,   [9]의 조건에 비해  적용 가능

한 시스템의 범위와  안정성 판단 성능에 있어 우수한 것임을 

입증하는 것으로, 기존 결과로는 다룰 수 없는 시변 지연시간과 

불확실성을 동시에 고려할 수 있음을 확인한 것이다. 

기존 결과 3,4:

m ax
 

 











     

                       (31)

새로운 결과(정리1, 따름정리1):

m ax
 

 













   

                       (32)

불확실성 크기가   인 경우에 대한 결과는 아래와 같으며, 

기존조건 적용 결과인  식 (33)로는 안정성을 판단할 수 없으나 

새로운 결과(정리I)의  식 (34)로는 안정함을 확인할 수 있다. 

기존 결과 3 :

m ax
 

 











    

            (33)

새로운 결과(정리 1):

m ax
 

 













   

         (34)

  위의 예를 통하여 본 논문에서 제안된 2개의 새로운 안정조건

들이 기존의 결과에 비교하여 우수한 조건임을 확인할 수 있다.  

Ⅴ. 결  론

  본 논문에서는 일정 구간 내의  지연 시간에 대하여 시변으로 

지연이 있는 선형 이산 시스템에 비구조화된 불확실성이 인가

되는  경우의 시스템  안정성 해석을 수행하였다. 안정성 이론

에 기초하여 새로운 안정 조건식을 유도하고, 이를 간략한 수식

으로 표현하였으며, 기존에 발표된 안정조건들과 비교하여 적

용 가능한 시스템의 범위와 안정성 판단 능력의 우수성을 확인

하였다. 본 논문의  결과는 지연 상태변수에 의한 불확실성 요

소를 포함하여 다양한 형태로 표현되는  이산시스템에 대하여

서도 안정 조건이  적용가능 하도록 확장  연구가 진행될 예정

이다.  또한, 본 연구에서 다룬  이론의 결과를 실제적인 분야에 

응용할 수 있도록 논문에서 가정한 수식과  같이  표현될 수 있

는 실제 시스템을 탐색할 예정이다.
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