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불연속 갤러킨 음해법의 천수방정식 적용

Applications of Implicit Discontinuous Galerkin Method

to Shallow Water Equations

이해균* · 이남주**

Haegyun Lee* and Namjoo Lee**

요 지 :천수방정식에 대한 불연속 갤러킨 기법 (DG)은 주로 양해법 기반으로 개발되어 적용되어 왔으나, 바닥마찰

항의 처리, 과도한 CFL 조건 등의 불리한 점이 지적되어 왔다. 이에 대한 대안으로써, 본 연구에서는 음해법 기반의

모형을 개발하고 이를 적용하여 향후 가능성을 입증하였다. 본 논문에서 연구한 사례에서는 선형 삼각형 요소를 사

용하였고, 수치흐름률로서 Roe 흐름률을 이용하였으며, TVD 특성 보존을 위한 기울기 제한자를 적용하였다. 적용

사례로서 실린더 주변의 흐름과 댐 붕괴류 문제 등에 대하여 적용하고, 기존의 실험치, 수치해와 비교하여 잘 일치

함을 확인하였다.

핵심용어 :천수방정식, 불연속 갤러킨, 음해법, Roe 흐름률, 기울기 제한자

Abstract : Though the discontinuous Galerkin (DG) method has been developed and applied to shallow water

equations mainly in explicit schemes, they have been criticized for the limitation in treatment of bottom friction

terms and severe CFL conditions. In this study, an implicit scheme is devised and applied to some representative

benchmark problems. The linear triangular elements were employed and the Roe numerical fluxes were adopted

for convective fluxes. To preserve TVD property, the slope limiter was employed. As the case studies, the model

is applied to the flow around the cylinders and the dam-break flow. Then, the results are compared with the exper-

imental and numerical data of previous studies and good agreements were observed.

Keywords : shallow water equations, discontinuous Galerkin, implicit scheme, Roe numerical flux, slope limiter

1. 서 론

불연속 갤러킨 기법은 Reed and Hill(1973)에 의하여 중성자

이송방정식의 모의에 적용된 이래로, 1990년대 이후 Runge-

Kutta 불연속 갤러킨(RKDG) 유한요소법으로 적용이 점차 증

가하고 있다. 개별 요소에 대한 약형식(weak form)의 결과로

서 나타나게 되는 요소 경계에 수직인 흐름률(flux)은 근사 리

만해법(approximate Riemann solver)을 이용하여 구하는 것

이 일반적이다. 기존의 안정화(stabilized) 유한요소법(예를 들

면, SUPG, 특성선 기반 유한요소법(characteristic Galerkin

Method) 등)과는 달리, Fig. 1에 보인 바와 같이 각 요소 사

이의 경계에서 불연속을 허용하므로, 불연속적인 흐름의 모의

에 유리한 것이 장점으로 알려져 있다. 또한, 이송방정식의 처

리에 있어서, 상류이송기법에 의하여 산정되는 흐름률 자체가

필요한 안정성을 제공하기 때문에 추가적인 안정항이 필요하

지 않다는 것이 장점이라고 할 수 있다. 최근 국내의 연구로

는 Lee and Lee(2016) 등이 천수방정식의 연구에 적용한 바

있으며, 국외에서는 Engsig-Karup et al.(2006)이 Boussinesq

방정식에 적용한 바 있다.

천수방정식은 압축성 유동에 대한 나비에-스토크스 방정식

과 수학적으로 밀접한 유사성을 갖는 것이 오래 전부터 알려

져 왔으며(Orlin et al., 1947), 이에 대한 해석을 위해서는 충
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Fig. 1. Continuous and discontinuous Galerkin method.
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격파(단파(bore) 등), 접촉불연속(contact discontinuity), 전단

파(shear wave), 와동(vortex), 젖음-마름 이동경계(wet-dry

moving boundary) 등 압축성 유동에 대응하는 다양한 불연

속적인 해를 해석할 수 있는 수치기법이 요구된다. 불연속 갤

러킨 기법은 압축성 유동의 해석에 많이 사용되어 왔으며, 천

수방정식의 해석에 적용할 수 있는 효과적인 방법으로 최근

의 관심과 함께, 이에 대한 적용도 증가하고 있다. 최근,

LeVeque and George(2007)의 천수방정식에 대한 리만해법

연구는, 유한체적법에 적용되어 불규칙한 실제 지형이나 수

위가 낮아져서 노출되는 마른(dry) 영역에 대한 흐름을 모의

하였으며, 그 후 유한체적법/불연속 갤러킨 기법 기반의 고차

정확도 모델 개발로 이어지게 되었다. 본 연구에서는 최근 개

발된 음해법(Lee, 2019)을 실린더 주변의 흐름 해석과 댐 붕

괴류 해석에 적용하였다.

천수방정식에 대한 불연속 갤러킨 기법의 적용은 저차(low

order) 시간적분법에서 고차(high order) Runge-Kutta 시간적

분법으로 양해법 기반의 해법이 개발되고 적용되어 왔다. 최

근에는 젖음-마름 이동경계, 수치흐름률(numerical flux)과 생

성항(source term)을 포함한 균형성 (well-balancedness)에 대

한 연구까지 발전하고 있다(Lee and Lee, 2016). 다만, 양해

법의 불연속 갤러킨 기법의 천수방정식에 대한 적용은 두가

지 문제점을 제기한다. 첫째, 불연속 갤러킨 기법의 엄격한

CFL 조건 제한은 모델의 경쟁력을 제한하는 요소가 된다(Lee,

2014). 과거, Lee and Lee(2016)는 바닥마찰항에만 음해법을,

그 이외의 항에 대해서는 양해법을 적용하는 점-음해법(point-

implicit method)을 적용하여 문제점을 극복하였으나, CFL 조

건을 완화시킬 수는 없었다. 둘째, 젖음-마름 이동경계 문제

에서와 같이 수심이 매우 작은 영역에서는 바닥마찰항의 처

리에 어려움이 있다. 따라서, 음해법 모델의 개발과 적용이 요

구되고 있으나, 압축성 유체 유동에 대한 음해법 모델(예를

들면, Qin and Shu(2018) 등) 관련 연구가 활발한 반면에 천

수방정식에 대한 연구 사례는 찾아보기 어렵다(Lee, 2019).

본 논문에서는 우선 지배방정식과 공간/시간 이산화 기법, 기

울기 제한자(slope limiter)에 대하여 간략하게 설명한다. 관

련된 몇가지 적용사례를 제시하고, 결론 및 향후 연구방향에

대하여 기술한다.

2. 지배방정식 및 모델화

2.1 지배방정식과 이산화

지배방정식으로서 천수방정식은 나비에-스토크스 방정식을,

정수압 가정하에 연직방향으로의 유속을 무시하고, 수심적분

하여 다음과 같은 형태를 취한다.

(1)

여기서

(2a)

(2b)

(2c)

(2d)

(2e)

(2f)

로 표현되며, h는 수심, u와 v는 각각 x와 y 방향으로 수

심평균된 유속이다. g는 중력가속도(9.81 m/s
2
)이며, 는 물의

밀도, zb는 기준면(reference/datum level)에서 연직상방으로

측정한 하상의 높이이며 이를 공간미분한 항 (S0x, S0y) =

( zb/x,  zb/y)이 바닥 경사항으로 사용된다.

수치적 근사해 Uh는 다음과 같이 기저함수(basis function)

을 사용하여 표현할 수 있다.

(3)

여기서 ndof는 자유도(degree of freedom)이고, (x)는 기저함

수이다. 불연속 갤러킨 기법에서는 Uh가 지역적(local)이며, 따

라서, 요소간 경계에서 연속성이 강제되지 않는다. 갤러킨 근

사에서 가중함수(weight function)은 기저함수와 같은 함수를

사용하기 때문에, 식(1)에 대한 공간차분형은 다음과 같다.

(4)

여기서 K는 각 요소의 영역이며, K는 요소의 경계이다. 아

래첨자 i, i = {1, 2, 3}는 각각 천수방정식 식(1)의 번호, p,

q = {1, …, ndof}는 기저함수의 번호를 나타낸다. 위첨자 ‘’

와 ‘+’는 각각 내부요소(owner call)과 외부요소(neighbor

cell)에 연관된 변수라는 것을 의미한다. n은 요소의 경계에

서 법선방향으로 외부요소에 향하는 단위벡터(outward unit

normal vector)이다. H(i)(Uh



, Uh

+
, n)는 리만 근사해법 연산자

로서, 본 연구에서는 Roe 수치흐름률(Toro, 2001; Lee, 2019)

을 사용하였다.

2.2 시간적분법 - 음해법의 적용

선형 삼각형 요소에 대한 자유도는 ndof = 3이 되며, 공간

차분은 다음과 같다.

(5)

여기서 각 항은 다음과 같이 정의된다.

(6a)

U
t
------- + 

F
x
------ + 

G
y
------- = S + 

Tx

x
--------- + 

Ty

y
---------

U = h, hu , hv  T

F = hu , hu 2
/h + gh

2
/2, hu  hv /h 

T

G = hv , hu  hv /h, hv 2
/h + gh

2
/2 

T

S = 0, gh S0xSfx , gh S0ySfy  T

Tx = 0, hxx/, hxy/ T

Ty = 0, hyx/, hyy/ T

U Uh = Ûi t  x 
i=1

ndof



p


q


ij
dU j q



dt
-------------d =  p


H i  Uh


, Uh

+
, n dS

K


K


+  p



K
 F, G d + p


Sd

K


+  p



K
 Tx, Ty d

mpqij

dÛ j q



dt
------------- = R i p Û i q

, +
, Û i q

, + 

mpq = p


q


d

K

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(6b)

(6c)

(6d)

(6e)

(6f)

양해법을 적용한다면, R(i)p는 R
n

(i)p이 되어(즉, 시간단계 n), 필

요한 만큼의 고차(explicit, high-order) Runge-Kutta 시간적

분법을 적용할 수 있으며, 이 경우 강성행렬의 조립과정

(global assembly)이 필요하지 않게 된다. 본 연구에서는 음

해법으로서 가장 간단한 후방 오일러 차분법(backward Euler

method)을 적용하며, 이때, R(i)p는 로서, 다음과 같이

Taylor 전개법을 사용하여 근사한다.

(7)

여기서 / 와 / 는 내부요소(owner call)

와 외부요소(neighbor cell) 변수에 대한 잔차(residual)의 자

코비안(Jacobian)이다. / 가 9개 요소(3 노드 × 3

변수)를 갖는 반면에, / 는 경계가 아닌 내부요소

의 경우, 18개의 요소(3 변 × 2 노드 × 3 변수)를 갖게 된다.

/ 는 사용된 Roe 수치흐름률에 의하여 형성된 항

이며, 최종적으로 다음과 같은 형태를 갖게 된다.

(8)

명백하게 위 방정식은 블록 행렬 구조를 갖게 되어(Lee,

2019), 행렬형태로는 다음과 같다.

(9)

여기서 U(i)와 R(i)는 열 벡터(column vector)로서, 각각 미지

수와 잔차(residuals)를 나타내며, i번째 요소에 대해서 다음

과 같다.

(10)

(11)

아래첨자 1, 2, 3은 선형 삼각형 요소의 각 노드 번호이다. 조

립과정으로 만들어진 행렬 K는 CSR(Compressed Sparse

Row) 형식으로 저장되며, 연립방정식은 BiCGStab 알고리즘

(Saad, 2003)으로 해를 구하였다.

2.3 기울기 제한자

대체로 많은 천수방정식 모델에서와 같이, TVD(Total

Variation Diminishing) 특성을 보존하기 위하여, 본 연구에서

도 기울기 제한자(slope limiter)를 적용하였다. 기존에 많이

사용되고 있는, 잘 알려진 MINMOD 제한자가 다소 소산적

(dissipative)인 것으로 알려져 그 대안으로 많은 기법이 시도

되어 왔다. 본 연구에서 적용된 제한자는, 2차원 삼각형 요

소에 대하여, Tu and Aliabadi(2005)에 의하여 제한된 것으

로서 각 시간 단계에서 수심(h), 유속흐름률(hu, hv)에 대하

여 적용된다. 기본적으로 van Albada 형 제한자의 미분형으

로서, 유한체적법(FVM)에서 많이 사용되는 유사형태 기울기

제한자를 불연속 갤러킨 기법에 맞도록 재설계한 것이라 할

수 있다. 각 요소의 독립변수(Uh)의 기울기(gradient)를 요소

의 각 변에서의 계산한 기울기(face gradients)의 가중치를 이

용하여 제한하는 기법이다. 여기서, 변에서 기울기는 각 변을

공유하는 요소의 면적 가중치를 이용하여 계산한다. 이 과정

을 단계별로 요약하면 다음과 같다.

[단계 1] 삼각형 요소의 각 변에 대한 기울기(gradients) 산정.

삼각형 요소 abc(Fig. 2)에서 변수 f에 대한 기울기 (f)ab,

(f)bc, (f)ca를 산정한다. 본 연구와 같이 2차원 천수방정식

문제에서는 f = (f/x, f/y)로 정의된다.

[단계 2] 각 요소에서 제한되기 전 단계 초기 기울기(unlimited

gradient) 계산.

요소 0(Fig. 2)의 초기 기울기의 계산은 면적 가중치를 이

용하여 각 변의 기울기를 조합하여 다음과 같이 구한다.

(12)

여기서 A0a3b, A0b1c, A0c2a는 각 사각형의 면적이다.

[단계 3] 각 요소에서 제한 된 기울기의 산정.

요소 0의 제한된 기울기는 다음과 같다.

(13)

여기서

(14a)

(14a)

R i p = S i p + V i p + G i p + T i p

S i p =  p
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Û j p

+
-------------Û j p
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n Û j p

+

R i p
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-------------------------------------------------------------------------------------------
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2
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2
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2
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2
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2
 + g3

2
 + 3

-----------------------------------------

Fig. 2. Application of the slope limiter of Tu and Aliabadi (2005).
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(14c)

가중치 산정에 필요한 g1, g2, g3는 초기 기울기의 L2 놈

(norm)에 대한 제곱으로 다음과 같이 각 주변 요소에 대하여

계산한다.

(15)

파라메터 는 수치적 안정을 위하여 필요한 작은 수로서, Tu

and Alibadi(2005)는  = 10
10
를 제안하였으나, 충분히 작은

값이라면 문제가 되지 않는다.

[단계 4] 각 노드에서 변수의 제한된 기울기의 산정.

요소 0(Fig. 2)에 대한 노드의 제한된 변수값 , ,

는 다음 세 연립방정식의 해로서 구한다.

(16a)

(16b)

(16c)

w3 = 
g1g2 + 

g1

2
 + g2

2
 + g3

2
 + 3

-----------------------------------------

g1 = f 1

2
, g2 = f 2

2
, g3 = f 3

2
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 L
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 L

a

x
--------fa

 L
 + 

b

x
--------fb

 L
 + 

c

x
--------fc

 L
 = 

f
x
-----
 
 

0

L

a

y
--------fa

 L
 + 

b

y
--------fb

 L
 + 

c

y
--------fc

 L
 = 

f
y
-----
 
 

0

L

fa
 L

 + fb
 L

 + fc
 L

 = 3f0

Fig. 3. Layout of the experiment (D = 1.219 m (= 4 ft)).

Fig. 4. Comparison of experimental and numerical results at selected gage locations.

여기서 a, b, c는 선형 기저함수(linear basis functions)이

다. 각 단계[1~4]를 모든 요소에 적용하여야 하며, 불연속 갤

러킨 음해법의 적용에 대한 상세한 사항에 대해서는 Lee

(2019)를 참고하기 바란다.
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3. 모델의 적용 및 결과

본 연구에서 개발된 모델의 적용성을 확인하기 위하여 실

린더 주위의 흐름과 댐 붕괴류에 적용하였다. 두 가지 적용

사례에서 CFL 수( )는 1.5를 적용하였다.

3.1 실린더 주위 흐름

Zhang(2009)는 파랑-구조물 상호작용에 대한 연구의 하나

로서 고립파에 대한 실린더 구조물의 주위의 흐름을 실험적

으로 연구하였다(Fig. 3). 본 연구에서는 파고와 수심의 비 H/

h0 = 0.20, 수심과 실린더 지름의 비 h0/D = 0.62, 고립파 파

고 H = 0.15 m, 수심 h0 = 0.75 m인 경우를 선택하여 모델을

적용하였다. 세개의 실린더는 모두 같은 크기이다. 입력파로

서 1차 고립파(first-order solitary wave)를 적용하였으며, 파

형은 Li and Raichlen(2002)이 제시한 바와 같이 다음 파고

와 유속을 적용하였다.

(17)

(18)

여기서 x0는 초기 고립파의 파고점의 위치이다. Fig. 4은 Fig.

3에 보인 선택된 파고계에서 계측된 실험치(Zhang, 2009)와

본 연구의 수치해를 비교한 것으로서 대체로 잘 일치하는 것

으로 보인다. 실린더 후면에서 불일치가 현저하게 보이는 경

우가 있으나, 이는 비정수압 효과, 분산특성 등을 잘 반영하

지 못하는 천수방정식 자체의 한계로 보인다.

3.2 댐 붕괴류 흐름

국부적인 비대칭 댐 붕괴류 문제는 Fennema and Chaudhry

(1990)에 의하여 처음시도되었다. 전체 계산영역은 200 m 길이,

200 m 폭의 수로이다. 영역은 폭 10 m의 댐으로 구분이 되어

있으며, 초기 조건으로서 댐 하류부(tail)와 상류부(reservoir)

수심의 비는 ht/hr = 0.5이며, 전 영역의 초기 유속은 0으로

주어진다(Fig. 5). 비대칭적인 댐 파괴부는(두께 10 m 댐의)

= u
2
 + v

2 maxt/x

 x, t  = Hsech
2 3H

4h0

3
-------- xx0 

u x, t  = g H + h0 


h0 + 
---------------

Fig. 5. Initial condition with a dam.

Fig. 6. Plots of numerical solution of dam break.

Fig. 7. Comparison of numerical solutions (Upper line for coordi-

nate (95,130) and lower line for coordinate (115,130) (in

Fig. 6)).

폭이 75 m이고, 내부 저수지에서 길이방향으로 흐름을 유도

한다. 문제를 단순화하기 위하여 많은 연구자들이 마찰과 경

사가 없는 수로를 가정하였다.
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Fig. 6는 댐 붕괴후 7.1 초 후의 수표면을 보인 것이며,

Fig. 7은 선행 연구 사례로서 Fennema and Chaudhry(1990)

와 Brice et al.(2005)의 수치해석 결과를 본 연구의 결과와

비교한 것이다. 전체 영역에서 위치 좌표 (95,130)과 (115,130)

의 시간에 따른 수심변화를 보인 것으로서, 기존 두 연구결

과와 비교적 잘 일치함을 알 수 있다.

4. 결론 및 향후 연구

불연속 갤러킨 음해법(Implicit Discontinuous Galerkin)을

천수방정식에 적용하고, 이를 몇가지 사례에 적용하여 대체

로 기존 연구의 결과와 잘 일치함을 확인하였다. 일반적으로

계산수리학과 전산유체역학 분야에서는 음해법이 양해법에 비

하여 보다 효과적인 방법이나, 알고리즘이 복잡하다는 점이

알려져 있다. 불연속 갤러킨 기법의 적용에서도, 음해법은 양

해법보다 수치적 알고리즘이 더 복잡하며, 특히, 잔차의 자코

비안(Jacobian) 계산에 노력이 필요하다. 또한, 양해법에서 필

요하지 않았던 강성행렬(stiffness matrix)의 조립과정(assembly)

이 필요하고, 전역행렬(global matrix)을 풀어 해를 구하여야

한다는 점 때문에 적용이 많지 않았던 것으로 보인다. 그러

나, 음해법을 적용함으로써, 보다 더 안정적이며, 관련된 CFL

조건의 완화로 인한 사용성에서 유리한 모델에 이르게 된다

는 점에 대해서는 관련 연구자들이 동의하는 바이기 때문에, 향

후 음해법의 적용이 증가할 것으로 기대된다.

천수방정식에 대한 젖음-마름 이동 경계의 처리에는 음해

법 모델이 필수적이므로(Lee and Lee, 2016), 현재 개발된

모델에 대한 관련 연구가 진행 중이다. 개발된 코드를 실제

문제에 구현하기 위해서는 장시간의 모의가 필요하기 때문에

코드의 병렬화에 대한 연구도 필요할 것으로 사료된다. 불연

속 갤러킨 기법이 가진 장점의 하나로서 고차 요소로의 확장

도 필요하다고 생각되며, 오염물질 이동 등의 모의를 위한 모

델 확장도 고려하고 있다.

감사의 글

본 결과물은 환경부의 재원으로 한국환경산업기술원 수생

태계 건강성 확보 기술개발사업의 지원을 받아 연구되었습니

다(2020003050002).

References

Brice, L, Niño, C.Y. and Escauriaza, M.C. (2005). Finite volume

modeling of variable density shallow-water flow equations for a

well-mixed estuary: application to the Río Maipo estuary in cen-

tral Chile. Journal of Hydraulic Research, 43, 339-350.

Engsig-Karup, A.P., Hesthaven, J.S., Bingham, H.B. and Madsen,

P.A. (2006). Nodal DG-FEM solution of high-order Boussinesq-

type equations. Journal of Engineering Mathematics, 56, 351-

370.

Fennema, R.J. and Chaudhry, M.H. (1990). Explicit methods for 2-

D transient free-surface flows. Journal of Hydraulic Engineer-

ing, 116, 1013-1034.

Lee, H. (2014). Application of Runge-Kutta discontinuous Galerkin

finite element method to shallow water flow. KSCE Journal of

Civil Engineering, 18, 1554-1562.

Lee, H. (2019). Implicit discontinuous Galerkin scheme for shallow

water equations. Journal of Mechanical Science and Technol-

ogy, 33, 3301-3310.

Lee, H. and Lee, N. (2016). Wet-dry moving boundary treatment

for Runge-Kutta discontinuous Galerkin shallow water equation

model. KSCE Journal of Civil Engineering, 20, 978-989.

LeVeque, R.J. and George, D.L. (2007). High-resolution finite vol-

ume methods for the shallow water equations with bathymetry

and dry states, In Advanced Numerical Models for Simulating

Tsunami Waves and Runup, Liu, P.L.-F., Yeh, H. and Synolakis,

C. Eds., Advances in Coastal and Ocean Engineering, 10, 43-

73, World Scientific.

Li, Y. and Raichlen, F. (2002). Non-breaking and breaking solitary

wave run-up. Journal of Fluid Mechanics, 456, 295-318.

Orlin, W.J., Lindner, N.J. and Bitterly, J.G. (1947). Application of

the analogy between water flow with a free surface and two-

dimensional compressible gas flow, U.S. Advisory Committee

for Aeronautics Technical Note. NACA Rep. 875, 1947.

Qin, T. and Shu, C.-W. (2018). Implicit positivity-preserving high-

order discontinuous Galerkin methods for conservation laws.

SIAM Journal on Scientific Computing, 40, A81-A107.

Reed, W.H. and Hill, T.R. (1973). Triangular Mesh Methods for the

Neutron Transport Equation, Scientific Laboratory Report, Los

Alamos, LA-UR-73-479.

Saad, Y. (2003). Iterative Methods for Sparse Linear Systems,

SIAM.

Toro, E.F. (2001). Shock-Capturing Methods for Free-Surface Shal-

low Flows, Wiley.

Tu, S. and Aliabadi, S. (2005). A slope limiting procedure in dis-

continuous Galerkin finite element method for gasdynamics

applications. International Journal of Numerical Analysis and

Modeling, 2, 163-178.

Zhang, W. (2009). An Experimental Study and a Three-Dimen-

sional Numerical Wave Basin Model of Solitary Wave Impact

on a Vertical Cylinder, Master Thesis, Oregon State University.

Received 20 November, 2020

Revised 21 December, 2020

Accepted 23 December, 2020


