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Abstract − Wedging in a frictional elastic system is defined if the state of stick exists after the external loading 

on the system is removed. This paper presents a method to determine the critical coefficient of wedging for an 

elastic frictional system by considering the separation state. Wedging is always possible if the coefficient of fric-

tion exceeds a critical value known as the critical wedging coefficient. This method requires two concepts: a nec-

essary and sufficient condition for wedging, which can be interpreted as positive spanning sets of constraint 

vectors existing in the wedged system, and the minimal positive basis that enables a minimum wedging coef-

ficient. The algorithm based on the positive spanning concept is repeatedly executed after eliminating nodes from 

the contact stiffness matrix, for which the separation states are impending. The simulation results show that once 

a node enters the separation state, it never returns to the contact state again and the critical wedging coefficient 

reduces during repeated algorithm execution. The benefit of this method is that the computation time permits han-

dling models with large numbers of contact nodes. The algorithm can also numerically find the critical wedging 

coefficient, thereby contributing to fastening and assembly performance improvements in mechanical systems.

Keywords − wedging(쐐기현상), critical wedging coefficient(임계쐐기마찰계수), positive spanning(양의 생        

성), discrete frictional system(이산마찰 시스템), separation state(분리상태)
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1. 서  론

탄성 마찰 시스템에서 마찰 계수가 특정한 임계 마찰       

계수 값을 넘어가는 경우에, 외부하중이 제거된 상태에서     

도 마찰에 의한 접촉면의 접선 방향 변위와 수직 접촉 반     

력이 0이 아닌 상태를 유지하게 된다. 이러한 현상을 쐐     

기현상이라고 한다. 이 현상은 오랫동안 알려져 왔으며 엔     

지니어링 구조 설계에 널리 사용된다. 실용적인 응용 쐐     

기에는 나사 체결[1], 구멍에 핀 체결, 조립[2,3] 및 고관     

절 교체 시스템[4] 등이 포함된다. 이러한 시스템은 쐐기     

조건에 의하여 그 성능이 영향을 받을 수 있다. 

†
Corresponding author: Yong Hoon Jang 

Tel: +82-2-2123-5812, Fax: +82-2-312-2159 

E-mail: jyh@yonsei.ac.kr  

https://orcid.org/0000-0002-5436-5465 

https://orcid.org/0000-0002-7535-5741(Sangkyu Kim)
324



분리 상태를 고려한 탄성마찰시스템의 임계 쐐기 계수 325

  

  

  

  

   

    

   

   

    

  

  

   

   

 

  

  

 

  

    
쿨롱(Coulomb) 마찰법칙을 따르는 탄성체의 쐐기 조     

건은 접촉강성행렬과 마찰계수와 깊은 관련이 있다. 마      

찰계수가 특정값 이상이 되면 쐐기 현상이 발생 가능해       

지는데, 이때의 마찰계수를 임계값으로 정의한다[5]. 이     

값을 결정하기 위해 몇몇 연구자들은 연속적인 시스템      

또는 이산 시스템에 대한 고윳값 (Eigenvalue) 문제를 제       

시한 바 있다[6-8]. 이후, Barber and Hild[9]에 의해       

접촉 강성행렬과 마찰 계수의 조합으로 이루어진 행렬      

의 가장 낮은 고유값을 탐색하는 알고리즘이 고안되었      

다. 이산화 된 마찰 문제에서의 쐐기 조건을 찾기 위해        

Fujita and Kanno[10]는 임계 쐐기 마찰 계수를 구하는       

새로운 방법을 제안하였는데, 주어진 접촉 문제에서의 허      

용 영역(Feasible Region)을 실제로 구하는 “이중 표현      

방법(Double description method)”이라 불리는 극한 광     

선(Extreme rays)의 도출 알고리즘(Enumeration algorithm)    

을 통해 특정 마찰 계수 하에서의 모든 쐐기 형상을 얻         

었다. Pinto Da Costa [11] 역시 같은 도출 알고리즘을        

응용한 de Moore의 알고리즘을 이용해 일반화된 선형 상       

보성 문제(Generalized linear complementarity problem)    

로 표현되는 쐐기 문제를 풀었다. 그리고 최근 Kim 등        

[12]은 완전 접촉 문제에서의 쐐기 조건과 동치인 수학적       

정의를 발견하였다. Kim등은 접촉 강성과 마찰계수로 구      

성된 구속 벡터 (Constraint vector)를 정의하고, 이들의      

조합을 활용해 쐐기 조건을 탐색하였다. 쐐기 현상이 발       

생하기 위해서는 이들 구속 벡터의 조합 중에 접촉 변위        

벡터 공간을 양의 생성(Positive spanning)되도록 하는 조      

합이 존재하지 않는다. 이 조건은 필요 충분 조건으로서       

제시되며 후술할 2.3절에서 이에 대한 내용이 논의된다.

지금까지 제시된 쐐기 알고리즘에는 각각 고유의 장      

점이 있지만 몇 가지 한계점도 있다. Barber 와 Hild[9]        

의 방법은 실제 임계값인 최저값 에서의 수렴성을 보장       

하는지는 확실하지 않다. 반면 Fujita와 Kanno[10]와     

Pinto Da Costa[11]의 방법은 계산양이 기하급수적으로     

많아 사용이 제한적이다. 최근 Kim and Jang[13]은 쐐       

기 현상의 필요 충분 조건[12]을 사용하여 점진적으로 마       

찰계수를 증가시켜 완전 접촉 문제의 구속 조건 벡터의       

양의 생성 여부를 판별하여 임계 쐐기 마찰 계수를 결정        

하였다. 그러나 이 알고리즘은 접촉면의 모든 절점들이      

접촉을 하는 완전접촉상태를 가정하고 있어서 분리 상      

태를 고려한 문제에 적용하기에는 제한적이다. 여기서 분      

리 상태란, 탄성체의 절점들 중 일부가 미끄러짐 표면 상        

에서 떨어져 나와 수직 방향의 변위를 갖게 되는 상태를        

의미한다. 본 연구에서는 Kim and Jang에 의한 방법론       

[13]을 확장하여 분리 상태를 고려한 마찰접촉문제에 대      

해 임계 쐐기 마찰 계수를 결정하는 방법론이 실현가능     

한지를 살펴보고자 수치해석적 논거를 제시하고자 한다.     

또한 이전에 소개된 양의 생성 판단 알고리즘의 수학적     

증명을 위한 새로운 설명을 덧붙이고자 한다. 

2. 연구방법 및 내용

2-1. 이산 마찰 시스템의 지배 방정식

쿨롱 마찰 법칙에 의해, 접촉 노드의 상태는 미끄러짐     

(Slip)과 고정(Stick)으로 분류할 수 있고, 다음의 두 식     

으로 표현된다.

 (1)

(2)

여기서 Q는 접선 방향의 접촉 반력이며 P는 수직 방향     

의 접촉 반력을 의미한다. 

N 개의 접촉 절점이 있는 이산화 된 마찰 시스템의 경     

우, 절점 i 에 작용하는 준 정적(quasi-static)인 접촉 운동     

방정식은 다음과 같이 전개할 수 있다. 

(3)

2차원 문제에서 접촉면 접선의 두 가지 방향인 수평 방     

향과 수직 방향에 따라 각각 반력의 크기를 (qi, pi), 각     

각의 변위를 (vj, wj)로 나타낸다. ( )는 외부 하중에     

의하여 각 절점에 발생하는 외력으로서, 각 절점이 움직     

이지 않기 위해 마찰 표면이 절점에 가해주어야 하는 힘     

의 크기와 동일하다. 탄성체의 특성에 의해서 결정되는

접촉 강성 행렬은 로 나타낸다. 접촉 강성 행

렬은 주어진 시스템에 대한 전체 강성 행렬 축소 방법     

(Static reduction)을 통해 얻어지므로 양의 정 부호     

(Positive definite) 행렬이고 대칭이며 따라서 A, D 행렬     

역시 대칭인 형태를 갖는다 [14].

2-2. 쐐기 현상의 정의와 쐐기 조건

앞선 2.1절에서 설명한 N개의 접촉 절점이 있는 마찰     

시스템에 대하여 쐐기 조건이 발생할 가능성을 탐구해     

본다. 외부 하중이 제거된 상태 ( , )에서 모     

든 절점의 분리가 없는 상태를 가정한다 (wj = 0). 이에     

Q fP=

Q fP≤

qi

pi⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫ qi

w

pi

w
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫ Ai j   Bi j

T

Bi j Di j

+
vj

wj⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

          i  j=1 N,,( ),=

qi

w
pi

w,

Ai j   Bi j

T

Bi j Di j

qi

w
0= pi

w
0=
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따라, 앞선 식 (3)을 다음과 같이 단순화시킬 수 있다.

(4)

(5)

분리가 없는 마찰조건으로 다음의 식을 적용한다. 

, (6)

여기서 f  는 마찰계수이다. 위의 식들을 합치면 다음의 두         

개의 접촉 부등식으로 표현할 수 있다. 

(7)

(8)

여기서 j는 dummy index이므로 각각 Ai  j, Bi  j는 행렬 A,            

B의 i번째 행을 의미한다. 위의 부등식은 언제나 자명해       

(trivial solution)인 vj = 0을 해로 갖는다. 그러나 인        

해를 갖기 위해서는 두 부등식의 공통적인 영역이 존재       

해야 한다. 그렇지 않다면, 기존의 가정인 분리상태가 없       

고(wj = 0), 마찰에 의한 미끄러짐 변위도 없는 (vj = 0) 원           

래의 상태만을 유일한 해로 갖기 때문이다. 즉, 쐐기 현        

상의 가능성 유무는 이 부등식의 영역의 존재 유무에 따        

라 결정된다. 한편, 위의 부등식을 벡터 형태로 표현하       

면 다음과 같이 표현할 수 있다.

(9)

여기에서 V는 N차원의 벡터 공간 V = {v1, v2, ..., vN}을          

의미한다. V와 내적 곱 되는 행 벡터 Ck (k ∈ (1,2N))를          

‘구속 벡터’로 정의한다. 식 (7), (8)에서 각각의 구속 벡        

터 Ck의 형태가 다르게 나타나는 것에 주목하자. 또한 두        

벡터의 크기를 1로 정규화 하여 표현한다.

(10)

2-3. 쐐기 현상의 필요 충분 조건

쐐기 조건과 구속 벡터들의 상관 관계는 Kim and Jang        

[13]에 의해 수학적으로 증명된 바 있다. 이를 정리하면     

다음의 (정리 1)로 요약할 수 있다.

(정리 1) 완전 접촉을 이루는N개의 절점으로 이뤄진 이     

산 탄성 마찰 시스템에서 다음의 명제들은 서로 동치의     

관계이다.

(가) 마찰 시스템에서 쐐기 현상이 발생하지 않는다.

(나) 구속 벡터의 집합 은 N에     

대한 양의 생성 집합이다.

(다) N에 대한 양의 기저(base)      

가 존재한다.

(정리1)은 마찰 시스템의 구속 벡터들로 이루어진 집합     

에 대해서 세개의 완전히 동일한 상태를 제시하고 있다.     

이러한 집합들의 여집합들에 대해서도 동일한 관계가 성     

립한다. (가) = (나) = (다)가 성립한다면 (가)C = (나)C     

= (다)C ((가)C : (가)의 여집합) 역시 성립해야 하기 때문     

이다.

(정리 2) 완전 접촉을 이루는 N개의 절점으로 이뤄진 이     

산 탄성 마찰 시스템에서 다음의 명제들은 서로 동치의     

관계이다.

(가) 마찰 시스템에서 쐐기 현상이 발생한다.

(나) 구속 벡터의 집합 은 N에     

대한 양의 생성 집합이 아니다.

(다) N에 대한 양의 기저      

가 존재하지 않는다.

위의 (정리 1,2)에 표현된 ‘완전 접촉’은 외부 하중 변화     

에 따른 접촉면의 크기 변화가 무관한 경우(Hills et al.     

[17])로, 처음 설정한 접촉 절점이 분리하거나 혹은 반대     

로 분리된 절점이 접촉 절점으로 전환하지 않는다. (정리     

2)에 의하여 쐐기 문제의 필요 충분 조건을 확인할 수 있다.

2-4. 임계 쐐기 마찰 계수의 존재성

임계 쐐기 마찰 계수는 쐐기 현상이 발생하는 경계가     

되는 마찰계수 값을 의미한다. 이러한 임계 값이 존재하     

는지 여부에 대한 논증은 Kim, Jang, Barber[12]에 의해     

상세하게 다뤄진 바 있다. 

식 (9)의 부등식에 의해, 구속 벡터는 N개 절점의 접     

선 방향 변위로 이루어진 N차원의 허용 공간을 정의하게     

된다. 이 때 허용 공간과 불허용 공간의 경계가 되는 평     

면이 존재하는데 이것을 미끄러짐 구속 평면( )     

이라 부른다. 미끄러짐 구속 평면 상에 존재하는 모든     

변위 벡터 V에 대해, 해당 구속 벡터 Ck는 수직인 관계     

qi Ai jvj

j 1=

N

∑=

pi Bi jvj

j 1=

N

∑=

fpi qi fpi≤ ≤–

Aij fBij–( )vj 0≤
j 1=

N

∑

A– ij fBij–( )vj 0≤
j 1=

N

∑

vj 0≠

Ck V 0≤⋅

C2i 1–

Aij fBij–( )Tej

Aij fBij–( )Tej

------------------------------  C2i;
A– ij fBij–( )Tej

A– ij fBij–( )Tej 

----------------------------------= =

C Ck k=1 …2N,,{ }=  

 P C⊂ Ck k=1,{=

… 2N},

C Ck k=1 …2N,,{ }=  

 P C⊂ Ck k =1,…,2N,{ }=

Ck V⋅ 0=
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가 성립한다. 구속 벡터 Ck 자신과 같은 방향의         

이 성립하는) 모든 변위 벡터 V를 허용 공간에서 제외        

시킨다.

식 (10)은 하나의 쌍을 이루는 구속 벡터이며 i번째 절        

점에 대한 마찰 부등식에서부터 파생된다. 만약에 인위      

적으로 마찰 계수 값을 0에서부터 점차 증가시켜 나간

다면, 두 벡터는 서로 반대 방향인 과 에

서 출발하게 된다. 마찰 계수 f 가 증가함에 따라, 벡터         

Bij
T의 영향이 커지고 Aij

T의 영향은 상대적으로 감소하게      

된다. 마찰 계수가 무한대로 증가하면 두 구속 벡터는

 로 수렴하게 된다. 

처음 f = 0인 상태에서는 어떠한 구속 벡터의 쌍에서도        

허용 영역이 존재하지 않으므로 각 구속 벡터 쌍들의 공        

통된 허용 영역도 존재하지 않는다. 그러나 마찰계수 f       

의 증가에 따라 구속 벡터의 특수한 거동으로 인해, 각        

구속벡터의 쌍 (10)으로 인해 정의되는 허용 영역은 단       

조 증가하므로 어느 순간 모든 구속 벡터 쌍의 공통된 허         

용 영역이 발생하는 임계 점이 존재하게 된다.

2-5. 임계 쐐기 마찰 계수의 탐색

일반적으로, 임의의 벡터 집합에서 양의 기저가 존재      

하는지 여부를 판별하기 위해서는 양의 기저의 크기를      

알아야 한다. 양의 기저의 크기는 N + 1 부터 2N을 갖는          

다. 그러나 간단한 논증으로, 우리는 N + 1개의 원소를        

갖는 양의 기저만 탐구해도 된다는 결론을 얻을 수 있다.

이에 대하여 Davis의 정리 4.1[16]는 비최소(non-     

minimal) 양의 기저에 대해 다음을 말하고 있다.

(정리 3) N에 대한 비최소 양의 기저 {C1, ..., Cr}         

(r > N + 1)에 속한 모든 벡터 Ci는 부분 공간에 대한 최            

소 양의 기저의 일부이다.

Fig. 1과 Fig. 2는 그림으로 (정리 3)을 표현한 것이다. 3         

차원 공간 상에서의 최소 양의 기저의 크기는 (N + 1) =          

3 + 1 = 4이므로, 비최소 양의 기저의 형태는 벡터 5 또           

는 6개로 구성된 경우이다. Fig. 1에서는 {C1, C2, C3,        

C4, C5}로 구성된 비최소 양의 기저가 나타나 있다. 앞선        

(정리3)에 의해, {C1, C2, C3, C4, C5}의 모든 원소는 최소         

하나 이상의 부분공간(subspace)을 양의 생성하는 최소     

양의 기저의 일부이다. 예를 들어서 Fig. 1 (c)에서 볼 수         

있듯이 C1는 {C1, C2, C5}에 의해 구성되는 파란색 평면        

에 대한 최소 양의 기저의 원소이다. Fig. 2에서는 {C1,        

C2, C3 ,C4, C5, C6}으로 구성되는 비최소 양의 기저가 나         

타나 있다. (2N) = 2 × 3 = 6이므로 이 집합은 최대 양의            

기저이기도 하다.

다시 본론으로 돌아와서, 특정 벡터들의 집합이 (정리     

3)에 나온 비최소 양의 기저가 되기 위해서는, 먼저 부     

분공간의 양의 기저가 되어야한다. 그런데, 앞서 구속 벡     

터의 거동을 살펴볼 때, 임의의 벡터들이 하나도 빠짐없     

이 변화하는 도중 우연히 부분공간의 양의 기저가 된다     

는 것(Fig. 1 또는 Fig. 2와 같은 상태)은 인위적으로 만     

들지 않는다면 사실상 불가능할 것이다. 따라서 그러한     

상황은 발생하지 않거나, 검출하기 어려운 극히 짧은 순     

간에만 일어난다.

N + 1 크기의 집합이 양의 기저인지 판별하는 것은     

λ1C1 + λ2C2 + ... + λN + 1CN + 1 = 0를 만족시키는 λi  > 0가 존     

재한다는 사실로부터 구할 수 있다. 그러므로 벡터들 중     

하나를 우변으로 이항하여 다음과 같이 정리할 수 있다.

λ1C1 + λ2C2 + ... + λNCN = −CN + 1, λ1, λ2, ..., λN  > 0 (11)

따라서 식 (11)의 해인 λ1, λ2, ..., λN가 모두 양의 값을     

갖는지 확인하는 방법을 통해서 양의 기저 여부를 판별     

할 수 있다. 

(Ck V⋅ 0>

Aij e
T

j

Aij e
T

j

-------------
A– ij e

T

j

Aij e
T

j

--------------

Bij e
T

j

Bij e
T

j

-------------

 

Fig. 1. Non-minimal basis with five constraint vectors 

in three-dimensional space. (a) five non-minimal basis 

vectors {C1, C2, C3, C4, C5} (b) the two-dimensional 

space positively spanned by {C2, C3, C4} pictured as the 

yellow plane (c) the two-dimensional space positively 

spanned by  pictured as the blue plane.

Fig. 2. Non-minimal basis with six constraint vectors in 

three-dimensional space. (a) two-dimensional yellow 

subspace positively spanned by {C2, C3, C4, C5} (b) the 

two-dimensional blue subspace positively spanned by 

{C1, C4, C5, C6} (c) the two-dimensional white subspace 

positively spanned by {C1, C2, C3, C6}.
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이상과 같은 양의 기저에 대한 판별 기준을 근거로 최        

근 Kim and Jang은 임계 쐐기 마찰 계수를 탐색하는 새         

로운 알고리즘의 방법론을 제시하고 있다[13].

2-6. 분리 상태를 고려한 임계마찰계수 

마찰 계수를 임의로 조절할 수 있다고 가정할 때, 마        

찰 계수가 임계 쐐기 마찰 계수 fw보다 미소하게 작은 값         

에서 점근하는 좌극한 fw
−을 생각해 볼 수 있다. f = fw

− 인           

경우에는 항상 구속벡터에 대한 양의 생성조합이 존재      

한다. 예를 들어 5개 절점으로 이뤄진 마찰 시스템을 가        

정하면, f = fw
−에서 양의 생성을 하는 최소 양의 기저를         

구성하는 6개의 구속벡터가 존재한다. 그리고 임계 쐐기      

마찰 계수인 f = fw일 때는 5개의 구속 벡터들이 최초의         

허용영역을 형성한다. 만약 마찰계수가 임계 쐐기 마찰      

계수보다 미소하게 증가한 우극한 값 f = fw
+ 인 시스템에         

서 절점들을 허용공간상의 변위만큼 이동시킨다면 외부     

하중이 없이도 해당 변위로 변형한 상태를 유지할 것이       

다. 이때, 다시 인위적으로 마찰 계수를 감소시켜 나간       

다면, f = fw
−로 전환하는 과정에서 최초의 허용 영역을 구         

성한 5개의 구속벡터들에 의해 허용 영역이 사라질 것       

이다. 이로 인해, 각 절점은 더 이상 변형된 상태를 유지         

하지 못하고 본래의 위치(원점)로 돌아간다. 앞선 2.2 절       

에서, 각각의 구속벡터들은 특정 절점의 특정 방향으로      

의 미끄러짐이 시작되는 제약 조건을 의미한다는 것을      

유추할 수 있다. 따라서 f = fw
+에서 허용공간을 없애는 5         

개의 구속 벡터들은 사실 절점이 원점으로 돌아가기 위       

해 미끄러지는 방향을 의미한다는 것을 알 수 있다. 

임계 쐐기 마찰 계수를 찾기 위한 양의 생성 판단 알         

고리즘[13]을 사용하면 f = fw에서 임계 쐐기 마찰 계수를        

결정하는데 작용하는 N개의 벡터를 찾을 수 있다. 일반       

적인 경우 이 N개의 벡터들은 각각 N개 절점의 한쪽 방         

향 미끄러짐을 갖게 된다. 

따라서 다음의 가설을 통해 분리상태가 존재할 때 임       

계 쐐기 마찰 계수를 찾는 방법을 제안한다. 임계 쐐기        

마찰 계수를 결정하는 N개의 벡터 집합이 N개의 절점 각        

각에서 하나의 구속 벡터를 포함한다면 그 때의 마찰계       

수는 분리상태가 허용되는 문제에 대한 임계 쐐기 마찰       

계수 fw일 수 있다. 그러나 임계 값을 결정하는 데 필요         

한 집합에 동일한 절점으로부터 한 쌍의 구속 벡터가 모        

두 포함된다면, 식 (7),(8)에 의해 

이 되므로 두 식을

더하면 이 된다. 즉 한 쌍의 구속 벡터가

동시에 허용 영역에 수직하므로, 해당 절점 i에서의 접촉     

수직 반력  pi = 0이 되어 접촉이 발생하지 않는다.

f = fw
−으로 마찰 계수가 감소하면, 해당 절점은 분리 상     

태로 전환하게 된다. 따라서 다음과 같은 과정으로 임계     

쐐기 마찰 계수를 찾을 수 있다. 

1. 문제의 절점이 접촉압력이 없다고 가정한 상태에서     

강성행렬을 줄인다.

2. 해당 절점을 제외한 새로운 모델을 이용해 새로운     

임계 쐐기 마찰 계수를 구한다.

3. 해당 모델에서 분리상태가 존재하는 절점이 없을 때     

까지 반복한다.

새로운 모델을 구성하는 이러한 강성 축소 과정이 계     

속된다면 임계 쐐기 마찰 계수는 접촉 강성 행렬이 축소     

되기 전의 쐐기계수보다 낮은 값으로 계속 나타날 수 있다.

3. 결과 및 고찰

분리 상태에서의 임계 쐐기 마찰 계수를 찾기 위한 방     

법론이 실현가능한지를 살펴보기 위해 2차원 마찰문제     

를 Fig. 3에 도시하였다. 이 물체의 접촉면이 큰 마찰계     

수를 가질 경우 오른쪽 수직면에 힘을 가한 후 제거하면     

쐐기상태가 된다. 또한 물체의 상단 면은 y축 방향에 대     

해 대칭인 경계조건을 갖게 되어 수평방향으로 자유롭     

게 움직일 수 있다. 접촉면은 꺾여있는 형태이며 최대     

16.7° 최소 11.3°의 접촉각도를 갖는다. 꺽임이 없는 쐐기     

형상이라면, 각각의 각도를 갖는 쐐기 형상은 tan(16.7°)     

 = 0.3, tan(11.3°) = 0.2의 임계 쐐기 마찰 계수를 가질 것     

이다. 접촉단면은 103개의 유한요소로 나누어졌으며 분     

리상태가 없는 조건하에서 2.381의 임계 쐐기 마찰 계수     

를 갖는다.

2.4절에서 소개된 양의 생성판단 알고리즘을 반복적으     

로 실행한다. 이러한 절점들은 양의 생성판단 알고리즘     

Aij fBij–( )vj

j 1=

N

∑ 0 A– ij fBij–( )vj

j 1=

N

∑, 0= =

pi Bijvj

j 1=

N

∑ 0= =
Fig. 3. Wedging geometry with kinked section having 

contact angles of 11.3o and 16.7o, respectively.
Tribol. Lubr., 36(6) 2020



분리 상태를 고려한 탄성마찰시스템의 임계 쐐기 계수 329

  

  

     

  

  

    

  

  

   

   

    

  

    

 

    

 

  

   

 

    

 

 

  

 

   

 

  

  

  

   

  

  

   

   

  

   

   

 

  
을 실행 후 내부 절점으로 변경된다.

Fig. 4는 분리상태의 절점 제거 과정을 반복할 때 임        

계 쐐기 마찰 계수의 변화를 보여준다. 11번째 실행에서       

마침내 분리상태가 임박한 절점이 더 이상 표시되지 않       

는 상태에 도달한다. 상태가 그 때의 임계 쐐기 마찰 계수         

는 0.273이다. 앞절에서 예상한 바와 같이 분리상태 절점       

을 제거해가면 임계 쐐기 마찰 계수는 계속 감소하는 경        

향을 보이고 있다. 

Fig. 5는 분리상태 절점을 제거하는 과정에 따라 양의       

생성 판단 알고리즘을 수행 후 얻은 접촉면의 접촉상태       

변화에 대한 결과이다. 그림의 흰색, 회색, 검정색으로 표       

현되는 영역은 각각 임계 쐐기 마찰 계수 값에서 분리,        

미끄러짐, 고정에 임박한 영역을 의미한다. 알고리즘을     

반복하여 수행할 때 마다 꺾인 접촉면 부근에서 분리상     

태의 영역이 확장이 되고 있다. 알고리즘을 11번 반복하     

여 실행한 후 얻은 결과 더 이상 접촉 상태의 변화가 나     

타나지 않는 것으로 나타났다. Fig. 5의 결과에서, NS와     

NE 각각에 가까운 쪽에서 나타나는 분리 영역은 프로그     

램의 구동 상 한번 분리 상태로 판정이 난 절점은 다음     

실행시 해당 절점이 다시 접촉 절점으로 되돌아오는 것     

을 허용하지 않았기 때문에 발생하는 현상으로 보인다. 이     

는 추후 프로그램의 보완을 통해 다음 실행에서 해당 쐐     

기 모델에 대해 정적 해석을 수행했을 때 분리 절점에서     

w > 0, 즉 양의 수직 변위를 갖는지 여부를 판단해보고,     

만약 그렇지 않다면 다시 접촉 절점에 편입시키는 방식     

으로 보완할 수 있다. NE 끝 단에서 발생하는 분리 영역     

역시도 프로그램 상에서 분리 상태가 유지되는지 확인     

해 볼 수 있을 것이다. 

Fig. 6은 Fig. 5에 나타난 반복 실행 횟수에 따라 쐐기     

현상이 발생한 접촉 변위와 접촉압력이 어떻게 변화해     

가는지 도시한 결과이다. 중앙의 주 분리 영역을 근방으     

로 3, 5번째 반복 실행에서 분리 영역에 가깝지만 붙어     

있지는 않은 절점이 추가로 분리되며 영역이 확장되어     

가는 것을 확인할 수 있다. 분리 영역에 바로 맞닿은 절     

점이 아니더라도, 그 근처에서는 분리 절점으로 빠르게     

전환되는 것으로 보인다.

양의 생성판단 알고리즘을 통해 얻은 결과를 확인하     

기 위해 Fig. 3에 제시된 모델을 상용해석 프로그램인     

ABAQUS를 이용하여 쐐기상태를 판단하였다. 즉 이 모     

델의 접촉면에 마찰계수 0.273 ± 0.001 를 부여하고 미     

끄럼 변위가 각각 잔존하는지를 판단하여 0.273의 마찰     

계수 값을 경계로 쐐기 현상이 발생함을 확인하였다.

이상과 같이 수치해석적 방법으로 분리상태를 고려한     

임계 쐐기 마찰 계수를 찾는 방안의 실현가능성은 있다     

고 사료된다. 또한 기존의 방법론인 Fujita 와 Kanno     

[10]와Pinto Da Costa [11]의 방법과 현재 알고리즘의 계     

산 속도를 비교하면 상당히 빠르다는 것을 알 수 있다.     

특히 Fujita와 Kanno [10] 의 경우 19개의 절점에서도     

약 1시간의 계산이 소요가 된다고 보고하고 있다. 그러     

나 본 예시에서는 무려 100여개의 절점 문제에 대해 약     

7분정도가 소요가 된다. 단 계산 속도 비교는 같은 조건     

에서 진행한 것이 아니기 때문에 절대적인 비교의 의미     

는 없다. 다만 본 알고리즘의 계산 속도가 일반적인 접     

촉 절점 개수를 갖는 문제에 대해 현실적으로 수용할 만     

하다.

알고리즘의 반복된 과정에서 임계 쐐기 마찰 계수는     

수렴하는 양상을 보인다. 추후 엄밀한 수학적 증명을 하     

Fig. 5. Evolution of contact status as the elimination 

process of separation is repeated, denoting that the 

white, grey and black regions mean the imminent 

separation, slip and stick regions, respectively. 

Fig. 4. Variation of critical wedging coefficient as the 

elimination process of separation nodes is repeated.
Vol. 36, No. 6, December 2020
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는 연구 및 3차원 마찰문제에서 효과적으로 적용되는 알       

고리즘의 완성 등이 앞으로 남아 있는 연구주제가 될 것        

이다. 

4. 결  론

본 연구에서는 분리 상태를 고려한 탄성 마찰 시스템       

의 임계 쐐기 마찰 계수를 결정하기 위해 새로운 알고리        

즘을 제안한다. 이 알고리즘에서는 분리 상태가 임박한      

절점을 선정하여 접촉강성행렬에서 제거한 후 기존의 양      

의 생성판단 알고리즘을 반복적으로 실행한다. 알고리즘     

의 반복 과정에서 임계 쐐기 마찰 계수는 감소한다. 또        

한 쐐기 조건의 필요충분조건에 대해 새롭게 부연하여      

설명하였다. 마찰 면의 절점 개수가 많은 문제에 대해서       

도 계산시간이 상당히 적게 소요된다. 분리상태를 고려      

한 임계 쐐기 마찰 계수를 찾는 알고리즘은 수치해석적       

으로 결과를 도출할 수 있는지를 확인하고 있지만 아직       

엄밀한 수학적 증명은 부재 하다. 임계 쐐기 마찰 계수        

를 판별하는 프로그램은 기계시스템의 체결 및 조립성      

능향상에 크게 기여할 수 있다. 
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부  록

(정리 1에 대한 증명) 쐐기 조건과 구속 벡터의 특정     

한 조합 사이에는 수학적으로 동치 (필요 충분 조건)인     

명제가 존재한다. 

쐐기 현상이 발생하는 경우에는 구속 벡터 (Ck)들이 공     

간상에 허용 공간을 남기게 된다. 이 때 공간상의 허용     

공간 상에 존재하는 모든 변위 벡터 V와 구속 벡터의 내     

적 은 식 (9)에 의해 모두 양이 아닌 값을 갖는     

다. 이 식은 Regis [15]의 Theorem 2.6를 위반하므로,     

구속 벡터들은 전체 N차원 공간을 양의 생성하지 않는     

다는 것을 알 수 있다. 역 명제 또한 마찬가지이다. 역 명     

제인 “구속 벡터들이 전체 N차원 공간을 양의 생성하지     

않으면 허용공간이 존재한다” 의 대우를 증명하기 위해     

Ck V⋅( )

Fig. 6. Evolution of contact pressure and wedged displacement along the contact surface from the first iteration to 

the final iteration. Separation region widens in the area where the angle changes from 11.3
o

 to 16.7
o

.
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허용 공간이 존재하지 않는 시스템을 생각해 볼 수 있다.        

이 변위 공간상에 존재하는 모든 벡터 V는 허용 공간이        

아니므로,  > 0를 만족하는 적어도 하나의 구속벡       

터가 존재한다. 이는 Regis [15]의 Theorem 2.6에 의해       

서 구속 벡터의 집합 C = {Ck, k = 1,…, 2N}이 전체 N            

차원 공간을 양의 생성하는 벡터들의 집합이라는 것을      

알 수 있다. 그리고 양의 생성 집합에서 양의 종속적인        

벡터들을 제외시키고 나면 양의 독립적인 벡터들로 이      

루어진 양의 생성 집합인 양의 기저를 생성할 수 있다.
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