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1. 서론

금융공학자들은 채권의 가격을 구하는 여러 가지 방법

에 대한 이자율의 표준 모형을 얻기 위해 끊임없이 노력

해오고 있다. 표준 모형을 얻는데 기초가 되는 것은 이자

율의 기간구조이다. 제시된 조건이 모두 같을 때, 어떤 

일정 시점에서 채권 만기까지의 기간과 채권 수익률 사

채권 옵션의 가격결정을 위한 이자율 모형의 관계에 대한 알고리즘과 
몬테 카르로 시뮬레이션
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ABSTRACT

In this paper, we deal with two pricing of bond options using the relationship between the forward rate model 

and the Libor rate model. First, we derive a formula for obtaining discounted bond prices using the restrictive 

condition of the Ritchken and Sankarasubramanian (RS), and then use the volatility function relationship of the 

forward rate and the Libor rate models to find the analytic solution (AS) of bond options pricing. Second, the 

price of the bond options is calculated by simulating several scenarios from the presented condition using Monte 

Carlo Simulation (MCS). 

Comparing the results of the implementation of the above two pricing methods, the relative error (RE) is 

obtained, which means the ratio of AS and MCS. From the results, we can confirm that the RE is around 3.9%, 

which means that the price of the bond options can be predicted very accurately using the MCS as well as AS.

Key words : Forward Rate model, Libor Rate model, Bond Options, Analytic Solution (AS), and Monte Carlo 

Simulation (MCS)

요   약

본 논문에서는 선도이자율 모형과 리보이자율 모형 사이의 관계를 이용하여 채권 옵션의 해석적인 해(Analytic Solution; 

AS)와 몬테 카르로 시뮬레이션(Monte Carlo Simulation; MCS)을 이용한 가격 결정을 다룬다. AS를 이용한 채권 옵션 

가격 결정은 Ritchken and Sankarasubramanian (RS)의 제한 조건을 이용하여 할인된 채권 가격을 구하는 공식을 유도하

고, 선도이자율과 리보이자율 모형의 변동함수 사이의 관계를 활용한다. MCS을 이용한 채권 옵션 가격 결정은 MCS을 이용

하여 제시된 조건으로부터 여러 가지 예정된 전개의 시뮬레이션을 활용한다. 

AS와 MCS을 이용한 가격 결정 방법을 실행하여 얻은 가격을 비교하면 AS와 MCS의 상대오차(Relative Error; RE)를 

구할 수 있다. 이때 본 연구의 결과로부터 RE가 약 3.9%가 됨을 확인할 수 있다. 이것은 AS뿐만 아니라 MCS을 이용해도 

채권 옵션의 가격을 매우 정확하게 예측할 수 있음을 의미한다.

주요어 : 선도이자율 모형, 리보이자율 모형, 채권 옵션, 해석적인 해, 몬테 카르로 시뮬레이션
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이의 관계를 채권 수익률의 기간구조(term-structure of 

bond yields) 또는 이자율의 기간구조(term-structure of 

interest rates)라 한다. 또 이자율의 기간구조를 그래프로 

나타낸 것이 수익률곡선(yield curve)이라 하며, 수익률

곡선은 채권투자에 있어서 모든 분석의 기초가 된다. 

투자금을 모으기 위해 정부, 금융기관, 기업 등이 발행

하는 채권은 종류에 따라 수익률과 가격이 달라지며, 채

권의 가격은 채권의 기간과도 밀접한 관련이 있다. 이때, 

이자율의 기간구조를 파악하면 채권의 만기 또는 잔존기

간별로 채권 수익률을 측정할 수 있게 되어 만기별 채권

의 예상은 물론 채권 발행자가 자금을 조달하기 위하여 

채권을 발행할 때 발행할 채권의 수와 가격을 정할 판단

기준을 세울 수 있다. 또 투자자는 만기가 같거나 다른 

채권 사이의 수익률을 비교하고 예측할 수 있게 됨으로

써 채권을 적기에 운용하여 이익을 창출할 기회를 얻게 

된다. 이자율 기간구조는 은행의 VaR(Value at Risk) 시

스템구축을 위해서 뿐만 아니라 채권의 가치평가, 채권투

자의 성과평가, 자산-부채 관리, 이자율 예측, 이자율 관

련 파생상품의 가격결정 등에 필수 불가결한 정보임에도 

불구하고 우리나라의 경우에 이자율 기간구조에 대한 연

구가 충분히 이루어져 있지 않다. 그래서 본 논문에서는 

주어진 조건에서 가장 합리적인 이자율 기간구조의 모형

을 정하는데 유용한 정보를 제공하고자 한다. 

복잡한 금융시장에서 채권 옵션 가격결정은 매우 중요

하기 때문에 이자율 기간구조에 대한 모형은 여러 연구

에서 매우 중요하게 다루어지고 있다(Das and Foresi, 

1996; Andrea and Alexei, 2007; Hainaut, 2016; Zhang, 

et al., 2018). 이자율 기간구조에 대한 모형의 선구자는 

Vasick(1977), Brennan and Schwartz(1979)와 Cox, 

Ingersoll and Ross(1985)라 할 수 있으며, 이들이 제시

한 모형은 투자자의 예상으로 채권 수익률이 결정되는 

균형 모형(equilibrium models)에 기초하고 있다. Ho 

and Lee(1986), Hull and White(1990), Black, Derman 

and Toy(1990)와 Heath, Jarrow and Morton (HJM) 

(1992)는 균형 모형에서 나타나는 현재의 이자율 기간구

조와 불일치하는 문제를 해결하기 위하여 무차익 모형

(arbitrage-free models)을 기반으로 한 모형을 연구하였

다. HJM 모형은 선도이자율(forward rate)의 확률과정을 

가정하고 있으며, 무차익 조건만을 이용하여 도출했기 때

문에 오늘날 가장 일반적인 이자율 기간구조에 대한 모

형으로 여겨지고 있다. 하지만 HJM 모형은 무차익 조건

을 이용한 대부분의 모형과 마찬가지로 관찰 불가능한 

시장위험가격(market price of risk)을 활용하고, 시장위

험가격은 측정하기 어려운 투자자의 효용함수를 활용하

기 때문에 실증분석에 유용하지는 못한 것으로 알려져 

있다. 일반적으로 시장위험가격은 투자자의 효용함수에 

의존하기 때문에 측정이 더욱 어렵다. 또 HJM 모형에서 

표현된 이자율 기간구조가 마코비안(Markovian) 속성을 

갖지 못한다. 이 속성은 이자율의 동태적 변화가 경로 의

존적(path-dependent)이며, 선도이자율의 모든 역사적 값

들에 의존하여 실증적 검증을 어렵게 만든다. 이와 같이 

다양한 문제점을 극복하기 위해 많은 학자들은 다양한 

방법을 적용하여 이자율 기간구조에 대한 모형을 연구

하고 있다(Hull and White, 1993; Carverhill, 1994; 

Ritchken and Sankarasubramanian, 1995; Bühler et al., 

1999).

본 논문에서는 선도이자율에 대한 확률과정을 가정한 

HJM 모형과 선도 리보이자율(forward Libor rate)에 기

초하여 모형화한 Brace-Gatarek-Musiela (BGM)(1997) 

모형과의 관계를 이용하여 채권 옵션 가격결정을 보다 

쉽고 정확하게 결정할 수 있는 새로운 방법을 제시하고

자 한다. BGM 모형은 HJM 모형의 부분집합이라고 할 수 

있을 만큼 무차익 조건(Musiela and Rutkowski, 2005)도 

자동적으로 만족한다. 그래서 선도이자율 모형과 리보이

자율 모형과의 관계를 이용하면 채권 옵션 가격의 해석

적인 해(Analytic Solution; AS)를 구할 수 있다. 또, 몬테 

카르로 시뮬레이션(Monte Carlo Simulation; MCS)을 

이용하여 여러 가지 예정된 전개의 시뮬레이션으로 채권 

옵션의 가격을 결정할 수 있다. 가격결정 방법의 실행결

과를 비교하여 AS와 MCS의 상대오차(Relative Error; 

RE)를 구할 수 있다. 이때 얻은 RE로부터 AS와 MCS을 

이용한 채권 옵션의 가격이 어느 정도 정확하게 예측되

었는지 판단할 수 있는 근거를 얻을 수 있다.

본 논문에서는 선도이자율 모형의 기본적인 개념들을 

소개하고, 선도이자율 모형과 리보이자율 모형사이의 관

계를 이용하여 채권 옵션 가격결정의 AS과 MCS을 이용

하여 여러 가지 예정된 전개의 시뮬레이션으로 채권 옵

션의 가격을 결정할 수 있는 구체적인 시뮬레이션 과정

에 대한 알고리즘을 제시한다. 

2. 본론

2.1 선도이자율 모형의 기본적인 개념

이자율 기간구조 모형은 만기가 서로 다른 만기수익률

(yield-to-maturity)의 동태적 현상을 설명하며, 만기수익

률사이의 관계를 나타내거나 무이표채(zero-coupon bond)
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의 가격, 또는 선도이자율의 만기와의 관계로 표시된다. 

즉, 만기가 인 무이표채의 시점에서의 가격을 

라 하고, 이 채권의 선도이자율을   ≥ 라 하

면 다음과 같이 표현할 수 있다.

  exp




   (1)

시간 에서 현물이자율(spot rate) 는 선도이자율

의 극한을 이용하여 다음과 같이 정의한다.

  lim
→
    (2)

만기가 일 때, 확률적 요소를 선도이자율로 가정

한 HJM 모형의 일반적인 확률미분방정식(Stochastic 

Differential Equation; SDE)은 다음과 같다.

  




  (3)

여기서  는 기대 수익률,  은 변동성, 그

리고 는 개의 독립적인 위너과정(Wiener process)

을 갖고  차원 벡터로 선도이자율이 개의 확률변수에 

의해 결정됨을 의미한다. 

HJM 모형에서는 무차익 조건을 이용하여 다음의 관계

를 만족할 때만이 유일한 위험중립 확률측도(risk-neutral 

probability measure)가 존재함을 보였다.

 




  




  (4)

여기서 는 번째 확률변수 에 대한 시장위

험가격으로 만기 에 대하여 독립이다. 

Equation (3)에 무차익 조건인 Equation (4)를 대입하

고, Girsanov의 정리(Girsanov, 1960)를 이용하여 위험

중립측도(risk-neutral measure) 하에서 선도이자율이 

한 개의 확률 변수에 의해 변화하는 경우를 가정하면 명

확하게 나타낼 수 있다. 즉, 단일 확률 변수에 의해 움직

이는 경우 Equation (3)은 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

  


 (5)

여기서 
  





이고, 

  는 위험중립측도 에 의

해 생성된 표준 위너과정이다. 

한편, Equation (5)에 대한 확률적분방정식(stochastic 

integral equation)은 다음과 같다.


















(6)

이때, 선도이자율에 대한 조건부 기댓값과 분산은 정

규분포를 따르므로 다음과 같다.

∼N 














2.2 선도이자율 모형과 리보이자율 모형사이의 관계

채권 옵션 가격을 결정하는 방법을 알아보기 전에 

BGM 모형에 대하여 간단히 알아보자. 미래 시간구

간 에 대하여 시간 에서의 선도 -리보이자

율(forward -Libor rate) 은 선도 마팅게일 측

도(forward martingale measure)에서 로그노말분포

(lognormal distribution)를 따른다. Equation (1)로 부터 

선도 -리보이자율 에 대한 다음과 같은 관계식

을 얻을 수 있다.

 


 

여기서 양수 (   …)를 리보(Libor)의 테

너(tenor)1)라고 한다. 

이제 채권 옵션 가격을 결정하기 위하여 Equation (6)

의 양변에 부터 까지의 적분을 취하면 다음과 같다.






 
































(7)

1) 금융상에서 테너는 채무발생일로부터 만기일까지의 기한이다. 
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이때, Equation (7)을 Equation (1)에 대입하면 다음과 

같은 무이표채 방정식을 얻을 수 있다.

 
 exp











 (8)

                  












한편, Equation (2)로부터 현물이자율은 선도이자율의 

특별한 형태임을 알 수 있다. 즉, Equation (6)에서 시간 

  이면 현물이자율 는 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

  
















(9)

Equation (9)을 다시 정리하면 다음과 같다.









  







(10)

Equation (10)을 Equation (8)에 대입하여 정리하면 

다음과 같은 무이표채에 대한 방정식을 얻을 수 있다.

 
 exp  




 

(11)

여기서 








, 





 . 

Equation (11)로부터 무이표채의 가격은 두 개의 상태

변수인 현물이자율 과 선도이자율의 누적분산 로 

나타낼 수 있으며, 이들은 현재 가치에만 의존하기 때문

에 마코비안 속성을 갖게 됨을 알 수 있다. 따라서 두 상

태변수의 값을 알면 모든 채권의 가격을 구할 수 있다. 

이것을 구하기 위해 선도이자율 모형의 변동함수 

와 리보이자율 모형의 변동함수 를 이용

하자. 위험중립측도 하에서 동적인 선도 -리보이자율

에 대한 BGM 모형의 SDE는 다음과 같다.

 
 (12)

Equation (12)을 변동함수 에 관해 다시 정리

하면 다음과 같은 식을 얻을 수 있다.

 
 





 (13)

마지막으로, 선도이자율 와 선도 -리보이자율 

의 관계에 대하여 알아보자.

Equations (5)와 (12)의 양변에 적분을 취하여 정리하

면 다음과 같다.







 (14)

        












  ln
 ln







 (15)

여기서   이므로, Equation (15)에 

Equation (13)을 대입하여 정리하면 다음을 얻는다.







  (16)











ln ln






또, Equation (14)에 Equation (16)을 대입하여 정리하

면 선도이자율 와 선도 -리보이자율 에 

대한 SDE로부터 다음과 같은 식을 얻을 수 있다. 

  





 (17)











ln ln






여기서 선도이자율은 정규분포를 따른다.
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2.3 채권 옵션의 가격결정의 해석적인 해를 구하는 

알고리즘과 몬테 카르로 시뮬레이션
이 절에서는 채권 옵션의 가격결정을 위한 AS를 구하

는 알고리즘과 MCS을 제시한다. 이때 알고리즘 실행과 

시뮬레이션의 결과는 Mathematica2)를 이용한다. Ritchken 

and Sankarasubramanian (RS)(1995)는 무이표채 가격이 

경로 비의존적이기 위해서는 선도이자율의 변동함수가 

임의의 함수 에 대해 Equation (11)의 관계를 만족

할 경우 이자율 기간구조는 두 개의 상태변수를 갖는 마

코프과정으로 표시될 수 있음을 보였다. 따라서 선도 이

자율과 리보 이자율의 관계를 이용하여 채권 옵션 가격

의 AS를 얻는 알고리즘은 다음과 같다.

[1] 채권 옵션 가격결정의 AS를 구하는 알고리즘

① 선도이자율의 변동함수를 다음과 같이 가정한다.

   exp




 (18)

② Equations (17)과 (18)을 Equation (11)에 대입하여 

정리하여 무이표채 가격을 구하는 공식을 얻는다. 

③ 행사가격(exercise price) 인 할인된 채권의 만기

가   이고 옵션의 만기 일 때, 콜옵션(call 

option)의 가격 과 풋옵션(put option)의 가격 

를 다음과 같이 정의한다.

  ,    

  E (19)

여기서  

lnE 
,    , 

E∙는 무위험 측도를 대표하는 기댓값 연산자, ∙

는 누적표준정규분포함수, E  , 
VarlnVarln  이다.   

④ 모수의 값 , , , , ,  , , 와 행사가격 

를 정하여 알고리즘을 실행한다.

예를 들어 위의 알고리즘에서 모수의 값을 각각 

  ,  ,   ,   ,   , 

  ,   …으로 가정하고 과 

의 행사가격을 각각 과 라 놓으

면 Figures 1과 2와 같은 결과를 얻는다. 

2) Mathematica는 수학용 컴퓨터 프로그램이다.  

(a) Call Option

(b) Put Option

Fig. 1. Bond Options Price(: tenor,   )

Figure 1은 의 영향에 대한 4가지 종류의 채권 옵션 

가격 곡선이다. 여기서 이자율의 변동성을   라

고 가정하자. Figure 1의 특성은 곡선의 접선의 기울기가 

음으로 옵션가격과 시간(만기)은 역관계가 되어 기간이 

증가하면 옵션가격은 낮아짐을 의미한다. 특히, Figure 

1b의 네 개의 곡선은 만기가 5년일 때 거의 같은 점을 통

과하는데, 이때 풋옵션의 가격은 약 0.196이다. 이 점을 

기점으로 하여 곡선이 하향하는 정도는 에 따라 달라진

다. Figure 2는  일 때, 이 증가함에 따른 4가지 

종류의 채권 옵션 가격 곡선을 보여준다. 

Figure 2a의 특성은   일 때, 콜옵션의 그래프는 

만기가 6년 이후부터 현재가치가 증가하여 험프(hump)

가 생기는 모양이라는 것이다. 또한, Figure 2b의 곡선은 

거의 동일한 두 개의 점을 통과하는데 만기가 2년과 8년

일 때 풋옵션의 가격이 각각 약 0.213과 0.153이 됨을 알 

수 있다. Figures 1과 2로부터, 와 이 증가함에 따라 

그래프의 접선의 기울기가 급하게 변한다면, 와 이
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(a) Call Option

(b) Put Option

Fig. 2. Bond Options Price
( : volatility of interest rate,  )

증가할수록 가격 대비 만기의 민감도가 높아짐을 알 수 

있다.  

이제 MCS의 알고리즘에 대하여 알아보자. MCS은 랜

덤 샘플링을 기초로 한 수치 적분으로 표현할 수 있으므

로, MCS을 이용하여 여러 가지 예정된 전개의 시뮬레이

션으로 채권 옵션의 가격을 결정할 수 있다. 채권 옵션 

가격 결정에 대한 구체적인 시뮬레이션 과정은 다음과 

같다.

[2] 채권 옵션 가격에 대한 MCS

① 구간 을 개로 나눈 각 구간 ∆에 대하여, 

Equation (5)를 이산적으로 다음과 같이 나타낸다.

  









(20)

여기서 선도이자율의 변동함수는 Equation (18)이고, 

(  ⋯)는 표준정규분포를 따르고  ∼N 
로 나타낸다.

② Equation (20)과 개의 선도이자율의 샘플링을 통

하여 무이표채 가격을 다음식으로부터 얻는다.

  
 


 exp




 (21)

여기서 는 에서 번째 시나리오에 대한 선

도이자율의 가치이다. 

③ 채권 옵션 가격을 결정하기 위하여 ∆에 대하여 

콜옵션과 풋옵션 Equation (19)을 다음과 같이 이산적으

로 나타낸다.



 

 


 exp




max 


 

 


 exp




max 
여기서  는 Equation (21)에 의해서 얻은 채

권 가격을 의미하고,    이다. 

④ MCS의 결과가 예리하게 예측되었는지를 확인하기 

위한 평균 가치평가의 예리한 측정의 하나인 평균제곱오

차(mean squared error; MSE)를 다음과 같이 정의한다.

MSE
 또는 MSE 



여기서  

 


 


exp








이고

는 max       또는 

max  이고, 채권 옵션 가

격의 분산 추정치로써 선도이자율의  샘플 경로로부터 

얻는다. 

⑤ 평균의 정밀도(precision; PCS)를 다음과 같이 정

의한다.

PCS  ×MSE× (22)

Equation (22)에서 PCS의 값이 작을수록 MCS의 결

과가 예리하게 평가되었음을 의미한다.

⑥ 시뮬레이션을 번 시행한다. 

예를 들어 시간구간 1년에 대하여  ,  , 

  ,   과  로 하고, 알고리즘 [1]에

서 가정한 모수의 값을 이용하여 MCS을 시행하면 Table 

1과 같은 결과를 얻는다. 
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또 알고리즘 [1]과 [2]를 실행하여 얻은 두 가지 채권 

옵션 가격결정 방법의 결과를 비교하기 위하여, AS의 값

과 MCS의 값의 비율인 다음과 같이 정의되는 상대오차

(Relative Error; RE)를 이용할 수 있다. 

RE AS
AS MCS 

× 

Call Option Put Option

AS  0.188809  0.210507

MCS  0.179294  0.213714

|AS-MCS|  0.00731476  0.00320749

PCS(%) 0.00517877 0.00662881

RE(%)  3.91983  1.5237

Table 1. Bond Options Price using MCS
( ,   )

Table 1로부터 MCS을 통해서 얻는 채권의 콜옵션과 

풋옵션 가격의 PCS의 값이 상당이 작다는 것을 알 수 있

으며, 이는 매우 예리하게 채권 옵션 가격이 결정되었음

을 입증한다. 또 RE가 각각 약 3.9%와 1.5%가 됨을 확

인할 수 있는데, 이것은 AS뿐만 아니라 MCS을 이용해

도 채권 옵션의 가격을 매우 정확하게 예측할 수 있음을 

의미한다.

3. 결론

본 연구에서는 선도이자율과 리보이자율 모형사이의 

관계를 이용하여 채권 옵션의 가격을 추정하였다. 선도이

자율을 이용하여 기간구조를 추정하는 HJM 모형의 추정

은 현물시장과 선물시장간의 관계를 이해하는데 도움이 

될 수 있으며 양 시장의 효율성을 평가하는 잣대로 활용

될 수 있는 이점이 있다. 하지만 선물시장이 활성화되어 

있지 않고 경로 의존적이라는 단점을 가지고 있기 때문

에 채권 옵션의 가격을 성공적으로 추정하는 데에는 많

은 어려움이 있다. 이런 어려움을 해결하기 위하여 RS의 

제한 조건과 HJM과 BGM 모형의 변동함수 관계를 이용

하여 마코비안 속성을 갖게 하여 그 어려움을 해결하여 

무이표채 가격을 결정하였다. 이 결과를 이용하여 채권 

옵션 가격의 AS을 구하는 알고리즘 [1]을 제시하였다. 

이 알고리즘을 이용하여 와 의 영향에 대해 각각 4가

지 종류의 채권 옵션 가격과 만기와의 관계를 곡선으로 

표현하였다. 이 곡선의 기울이가 음이라는 것은 채권 옵

션 가격과 만기는 역관계를 갖는다는 것이고, 곡선의 기

울기가 급하다는 것은 채권 옵션 가격 대비 만기의 민감

도가 크다는 것을 의미한다. 또한, 위너 과정을 따르는 

SDE의 이산 방정식에 대한 MCS을 통하여 채권 옵션 가

격을 알고리즘 [2]를 시뮬레이션하여 구하였다. Table 1

에서 알 수 있듯이 MCS을 이용한 채권의 콜옵션과 풋옵

션 가격의 PCS이 각각 약 0.005%와 0.006%로 상당이 

작다는 것을 알 수 있었고, 이는 매우 예리하게 평가되었

음을 의미한다. 두 가지 가격결정 방법의 실행 결과를 비

교하기 위하여 RE를 이용하였고 채권의 콥옵션과 풋옵

션 가격의 RE가 각각 약 3.9%와 1.5%가 됨을 확인할 수 

있었다. 이 결과로부터 우리가 제시한 AS와 MCS을 이

용한 두 가지 채권 옵션 가격결정의 알고리즘이 채권 옵

션의 가격을 매우 정확하게 예측되었음을 확인하였다.

본 논문에서는 우리나라 이자율 기간구조에 대한 연구

가 부족한 상황에서 이자율 모형의 관계를 이용하여 채

권 옵션 가격결정을 보다 쉽고 정확하게 결정할 수 있는 

새로운 방법을 제시하였다. 앞으로 제시된 조건을 약화하

여 보다 일반적인 경우에 적용할 수 있는 방법으로의 연

구가 더 필요하다. 아울러 채권 옵션 가격결정을 하기 위

한 이와 같은 방법은 가격결정과 비슷한 변동성을 가지

고 있는 고속도로의 교통량을 예측하는 데에도 활용할 

수 있을 것으로 기대된다. 따라서 본 연구에서 다룬 두 

가지 시뮬레이션 기법은 채권 옵션 가격결정 뿐만 아니

라 다양한 분야에 활용될 수 있을 것으로 기대된다.
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