
I. 서  론

인공적인 수중 운동체에서 발생하는 음향 산란현

상은 매우 복잡하기 때문에 수신된 산란 신호만으로

로 산란체의 물리적인 특성을 해석하는 것은 특수한 

경우를 제외하고는 불가능하다. 

그렇기 때문에 대부분의 연구자들은 연구 방법론

적으로 기본적인 입체도형에서의 산란현상에 대한 

이해를 통해 보다 복잡한 산란체에서의 산란현상을 

분석하는 방식을 취한다.[1] 

우리는 기본적인 입체도형 중의 하나인 원통에서

의 음향 산란 현상을 연구했다. 수중에서 활동하는 

생물이나 인공적인 운동체들은 축대칭의 형상을 가

진 것들이 많다.[2-4] 축대칭의 형상은 여러 원통들로 

이루어진 복합체로 생각할 수 있기 때문에, 원통에

서의 산란현상에 대한 이해는 수중에서의 산란현상

을 이해하는데 필수적이라 할 수 있다. 

일반적으로 무한 길이의 원통에 대해서는 모드 해

나 적분방정식으로 표현되는 해석적인 해가 존재한

다.[5-11] 하지만 유한 길이의 원통에 대해서는 해석적

인 해가 존재하지 않는다.[12-14] 1988년 Stanton[2-3]은 
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유한 원통에서의 산란을 동일한 길이에서 ‘단위 길

이 당 점 음원’이 분포해서 발생하는 방사 현상으로 

치환하여 해석하는 방법(Stanton의 원통법)을 제안

했다. 만약에 원통의 길이가 무한대라면, Stanton이 

제안한 해는 무한 원통에 대한 산란해와 동일해져야 

하는데, 이 조건을 이용하여 Stanton은 점 음원의 크

기를 결정했다.

1996년 Ye[14]는 Kirchhoff 가정과 Green 정리를 이

용하여 유한한 길이를 갖는 유체 원통에 대해서 

Stanton의 원통법을 일반화했다. Stanton의 원통법은 

입사파가 원통의 길이 방향에 수직으로 입사하는 경

우를 가정했지만, Ye의 원통법은 비스듬히 입사하

는 음장에 대해서도 적용가능하다.

본 연구에서는 Ye의 원통법을 유한 길이의 탄성 

원통 쉘에 대해 적용했다. 탄성 원통 쉘은 탄성을 가

지고 있는 고체로 일반적인 원통과 다르게, 속이 비

어있거나 내부 유체로 차 있는 것을 말한다. 본 연구

에서 탄성 원통 쉘에서의 산란 음장은 3차원 등방성 

탄성 이론을 이용하여 계산했다. 

본 연구에서 탄성 쉘을 계산할 때 사용한 방법은 기

본적으로 Leon et al.[11]의 1992년 연구와 동일하다. 다

만 Leon et al.은 입사파의 진행방향이 x-z 평면에 놓여

있다고 가정을 하고 탄성 원통 쉘에 대한 해를 구했으

나, 본 연구에서는 입사파의 진행방향에 대한 특별한 

가정을 하지 않았다. 또한 Leon et al.의 해는 전산자원

이 부족했던 90년대의 연구이기 때문에 Bessel 함수

와 변형 Bessel 함수를 구분하여 복잡하게 서술되어 

있으나, 본 연구에서는 단순화하여 새롭게 기술했다. 

따로 논문에 기술하지는 않았지만 본 논문에서 구현

한 탄성 원통 쉘에 대한 알고리즘은 Leon et al.의 논문

에 나온 예제와 동일한 결과를 준다는 것을 확인했다. 

한편 국내에서도 Roh et al.[15]에 의한 탄성 원통 쉘에 

대한 연구가 존재한다. 하지만 이 연구는 Doolittle과 

Überall의 결과[8]를 사용한 것으로 비스듬히 입사하

는 입사파를 고려하지 못했다는 한계가 있다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. II장에서는 무한한 

길이의 탄성 원통 쉘에 대한 산란 해를 구하는 과정을 

기술했으며, III장에서는 Ye의 원통법을 탄성 원통 쉘

에 적용했다. IV는 결론 및 토론이다. 부록에서는 탄

성 원통 쉘에 대한 산란 해의 행렬 방정식을 제공한다.

II. 무한 길이의 탄성 원통 쉘에서의 

음향산란

2.1 좌표계와 입사파

Fig. 1과 같은 좌표계를 생각한다. 입사파의 방향

은 구면 좌표계의 방위각과 고각을 이용하여 

로 설정한다. 여기서 는 ≤  ≤이고, 

≤ ≤로 정의된다. 참고로 입사고각는 xy평

면에서 아랫방향을 +값으로 설정했다. 산란파의 방

향은 구면좌표계에서 로 설정했다. 산란고각 

의 방향은 xy평면에서 위 방향을 +값으로 설정했다. 

원통의 중심은 원점에 놓여있고 원통의 길이 방향은 

z축과 평행하다고 가정한다.

이때 산란체로 입사하는 평면파는 아래와 같이 표

현할 수 있다.

 
∙ 




 coscos cossinsin∙  cos  sin 

 
 sin


  

∞

  coscos 

(1)

여기서 연산자∙는 내적을 나타낸다. 는 평면파의 

방향을 나타내는 방향벡터이며, 그 크기는 탄성 원

통 쉘을 둘러싸고 있는 외부 유체의 파수 와 같다. 

은 공간의 점을 나타내는 위치벡터이다. 각각의 벡

터는 구면좌표계를 이용해 정리를 했다. 한편, 은 n 

Fig. 1. Coordinate system for cylindrical scatterer.
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= 0일 때 2이고, n > 0에서는 1로 정의된다.  제 1종 

Bessel 함수이다.

2.2 외부 유체의 음장

외부의 유체에서의 음향 산란은 Helmholtz 방정식

을 만족한다. 무한 실린더에 의해 형성되는 산란 음

장에 대해서는 변수분리법을 적용할 수 있으므로, 

Helmholtz 방정식을 원통의 반지름 방향, 길이 방향, 

방위각 방향에 대한 2차 상미분 방정식으로 각각 분

리할 수 있다. 이 중에 반지름 방향에 대해서는 거리

가 증가하는 방향으로 전파하는 파만 존재한다고 생

각할 수 있으므로 방정식의 해는 제 1종 Hankel 함수

로 나타난다. 길이 방향에 대해서는 평면 입사파의 

길이 방향 성분과 동일한 방향의 전달 파가 나타나

므로 지수함수로 표현할 수 있다. 방위각 방향에 대

해서는 닫힌 경계조건이 되므로 모드 해가 나타난

다. 그러나   를 중심으로 좌우 대칭의 형태로 산

란음장이 발생할 것이므로 모드 해는 코사인 함수를 

이용하여 전개할 수 있다. 위의 해를 이용하면, 외부 

유체의 산란 음장은 Fig. 1에서 원통좌표계를 이용해 

아래와 같은 모드 해로 표현가능하다.

  
 sin


  

∞

 
coscos 

(2)

여기서 은 미지수이다.

2.3 원통 쉘 내부 유체의 음장

탄성 원통 쉘 내부 유체에서의 음장도 2.1절과 동

일하게 Helmholtz 방정식을 만족한다. 다만 내부 유

체의 반지름 방향에 대해서는 2개의 서로 직교하는 

해가 존재하는데 이중에 2종 Bessel 함수는 원의 중

심에서 무한대가 되는 성질이 있어서 해가 될 수 없

다. 결국 반지름 방향의 해는 1종 Bessel 함수로 표현

될 수 있다. 이를 이용하면 내부의 유체의 음장에 대

한 모드 해는 다음과 같이 표현된다.



 



  

∞

   coscos  (3)

여기서 


  

sin

으로 표현되며 는 

음파의 각주파수이고, 

는 내부 유체의 음속이다. 

 sin로 정의했다. 은 미지수이다.

2.4 탄성 원통 쉘에서 탄성파의 장

등방성의 탄성 쉘에서의 파장(wave field)은 아래

와 같이 텐서를 이용해 표현한 탄성파 방정식에 의

해 설명할 수 있다.

 
 (4)

여기서 와 는 탄성 매질의 Lame 계수이며 는 탄

성 매질의 변위 벡터를 의미한다. 는 탄성 매질의 

밀도이다. 

Helmholtz 분해에 따라 압축 길이 포텐셜 와 전

단 길이 포텐셜 를 이용해 ∇∇×
라고 

놓고, Eq. (4)를 분해를 하면 다음과 같이 표현된다.

∇ 




  , (5)

∇ 


  , (6)

여기서 ∇ 는 라플라시안 연산자이다. 포텐셜 표현

식에서 ∇와 ∇×에서의 ∇은 각각 gradient와 

curl 연산자를 나타낸다. 또한, 

로 p

파의 속도이고, 

로 s파의 속도이다. 

원통 좌표계에서 압축 길이 포텐셜에 대한 식을 

정리하면 다음과 같다.






 
 






 





 




 , (7)

여기서 




이다. 

한편 



라고 할 때, 전단 길이 

포텐셜은 각각 다음과 같이 정리된다. 
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∇  
















  

∇ 
















  

∇ 
  

(8)

여기서 




이다. 원통 좌표계(거리, 방위각, 

깊이)에서 각 방향의 변위를 , , 라 할 때, 각각의 

변위는 포텐셜과 아래와 같은 관계가 있다.

 















 















 









 









(9)

만약에 평면 입사파가 원통의 길이 방향에 수직하

게 입사한다면 생성되는 산란 변위도   를 중심

으로 서로 좌우 대칭이어야 할 것이다. 또한 각각의 

변위는 z축에 대해 독립적이어야 할 것이다. 이 경우

에 3차원 해석은 ‘xy평면의 원 산란체에 평면파가 입

사하는 경우의 2차원 해석’과 동일할 것이다. 그렇기 

때문에 와 의 값은 산란 변위에 영향을 주지 못

한다. 하지만 평면 입사파가 비스듬히 입사하는 경

우에는 위의 두 개의 전단 길이 포텐셜은 사라지지 

않는다. 이 두 개의 전단 길이 포텔셜은 Eq. (8)에서 

보듯이 서로 연성되어 있기 때문에 동일한 구조의 

해를 가진다. 또한 모든 포텐셜들은 해석 대상이 무

한 원통 쉘이기 때문에 원통의 횡 방향으로 두 개의 

기본 해가 존재하며, 원주 방향으로는 대칭 조건을 

만족해야하며, z방향으로는 전달 파의 구조를 가져

야한다. 이 조건들을 모두 고려하여 Eqs. (7)과 (8)의 

모드 해를 정리하면 아래와 같다.















  

∞

    
 cos 















  

∞

    
   

 sin 















  

∞

    
   

 cos 















  

∞

    
 sin  (10)

여기서   


이고,   


이다. 

∼은 미지수이다. 은 제 2종 Bessel 함수이다. 

는 쉘의 밀도를 의미한다.

한편 원통 좌표계에서 응력-변형률 관계식은 다

음과 같이 표현할 수 있다.[16]

 



  











  




  















  











  









(11)

 ∆




 ∆







 
 ∆




  












 
 








   




 

(12)

여기서 ∆  


















으로 

부피 변형률을 나타낸다.

2.5 경계 조건

위의 Eqs. (2), (3), (10)의 8개의 미지수를 구하기 위

해 각 경계에서 Table 1과 같은 경계조건을 적용할 수 

있다. Table 1의 첫 번째 열은 두 개의 매질의 종류를 

나타낸다. 예를 들어 fluid/fluid는 상부 반무한 유체

와 하부 반무한 유체로 구성되는 경계를 의미한다. 

첫 번째 줄은 경계 조건에서 물리량을 나타낸다. 왼

쪽부터 순서대로, 원통 좌표계에서 거리, 방위각, 깊

이 방향의 변위와 세 가지 응력들을 나타낸다.

Table 1에서 ‘=’는 경계면에서 해당하는 물리량이 

연속조건을 만족한다는 의미이며, ‘none’은 연속조

건이 성립하지 않는다는 것이며, ‘0’은 해당 물리량
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의 값이 0이라는 것을 의미한다.

내부 유체가 있는 탄성 쉘은 외부유체/탄성체, 탄

성체/내부유체에서 각각 4개의 조건이 성립되기 때

문에, 8개의 방정식을 만들 수 있다. 이 방정식으로

부터 8개의 미지수의 값을 계산할 수 있다.

한편, 모드 해의 경계조건에서 만들어지는 행렬식

은 항상 안정적인 것은 아니다. 입력 값이 허수일 때 

Bessel 함수는 지수적으로 증가한다는 것은 잘 알려

져 있다. 또한 2종 Bessel 함수는 입력 값이 0에 가깝

거나 n이 무한대일 때 특이 값을 갖는다.

또한 입사파의 입사 각도에 따라서도 행렬식은 불

안정해질 수 있다. 본 연구에서 작성된 코드는 MAT-

LAB환경에서 제작되었다. 탄성 원통 쉘의 외부 반

지름을 라고 할 때,  에서는 안정적인 해를 

산출하는 것을 확인했다. 그 이상에서는 경우에 따

라 행렬의 역행렬을 구하는 것이 불가능한 상황도 

발생했다. 이와 같은 오류를 최소화하기 위해서는

Bessel 함수들의 scaling과 행렬식의 변형이 필요하

나,[17-18] 본 연구에서는 이에 대한 연구는 수행하지 

않았다.

참고로 부록에서는 Table 1의 경계조건에서 얻어진 

행렬식을 수록했다. Leon 등의 표기법을 따라 경계조

건에서 나타나는 Bessel 함수의 도함수들은 Bessel 함

수의 회귀 식을 이용하여 높은 차수의 Bessel 함수로 

치환했다. Leon 등의 식과 다른 점은 Bessel 함수와 변

형 Bessel 함수를 구분하지 않고 단순하게 표현했다

는 것이다.

III. Ye의 원통법의 적용

Ye는 Green 정리를 이용하여 Fig. 2와 같은 벡터 좌

표계에 대해 ‘임의의 형상의 유체 매질의 산란체’에 

대해 아래와 같은 ‘먼 거리 산란 함수’의 식을 유도

했다.[14]




 





∇ ′ 

′



 
′




∙

 


 ′∙ 

′

(13)

여기서 은 산란체 표면에서의 외부방향으로의 정

규벡터이며, ′는 산란체 표면의 미소면적을 나타

낸다.

Eq. (13)에서 이중 적분은 산란체의 표면에 대한 

적분이다. Eq. (13)의 값을 구하기 위해서는 산란체

의 표면에서 산란 음장을 알아야 한다. 

즉 Eq. (13)을 이용하여 ‘유한 길이의 유체 원통’의 

먼 거리 산란함수를 구하기 위해서는 ‘유한 유체 원

통’의 산란 음장을 알아야 한다는 모순적인 상황이 

발생한다. Ye는 ‘무한 길이의 유체 원통’의 해석해에 

Kirchhoff 가정을 도입하여 위의 어려움을 극복했다. 

Kirchhoff 가정을 통해서 유한 길이에 해당하는 부분

의 음장은 ‘무한 길이의 유체 원통의 해석해’와 동일

하다고 가정하고 그 이외의 영역은 0으로 생각했다. 

본 연구에서는 유한 유체 원통에 대한 Ye의 방법과 

동일하게, 탄성 원통 쉘에 Ye의 방법을 도입했다.

길이 L의 탄성 원통 쉘이 길이 방향으로 [-L/2, L/2]

Table 1. Boundary conditions between two media.

     

fluid/fluid = none none = none none

fluid/solid = none none = 0 0

solid/solid = = = = = =

vacuum/solid none none none 0 0 0

fluid/rigid 0 none none none none none

solid/rigid 0 0 0 none none none

Fig. 2. Coordinate system for far-field scattering func-

tion.
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에 놓여 있다고 할 때, 해당 영역에서의 탄성 원통 쉘 

표면에서의 음장은 Eq. (2)와 동일하다고 생각하고, 

그 이외의 음장은 0이라고 생각한다. 이때 원통의 길

이 방향에 대해 Eq. (13)을 적분을 하면 아래와 같이 

정리가 된다. 이때 적분은 구면좌표계에서 수행되

었다.

  



sincsincos

×
  

∞

 cos  
(14)

여기서 sincx  sinxx로 정의되며,

  



cos

′cos sin

sin
cos

′ sin
(15)

한편, Stanton의 원통법은 위의 Eq. (15)에 

를 넣어서 얻을 수 있다. 이때 Wronskian 항등식에 의

해 Eq. (15)는   이 된다. 

한편, 무한 길이 탄성 원통의 산란 특성은 아래의 

무한 길이 탄성 원통에 대한 먼 거리 산란 함수로 주

어진다.

∞ 
 




 

→∞


acos

 
 

∞




(16)

IV. 수치 예제

본 절에서는 ‘유한 길이의 탄성 원통 쉘’의 음향 산

란 특성을 분석하기 위해 세 개의 수치 실험을 수행

했다. 수치 실험에 사용한 탄성 원통 쉘과 유체의 재

질은 Table 2에 정리했다.

첫 번째는 ‘무한 길이의 탄성 원통 쉘’과 ‘무한 길

이의 탄성 원통’의 특성을 비교했다. Fig. 3에서는 입

사파가 수직으로 입사할 때 Rayleigh 값인 의 값에 

따라 무한 길이의 탄성 원통 쉘과 무한 길이의 탄성 

원통의 산란 특성을 비교했다. 

탄성체는 brass를 사용했다. 탄성 원통 쉘은 ‘두께 

및 외부 반지름의 비’가 0.05를 사용했다. 0도인 경우

가 후방 산란이며, 180도가 전방산란에 해당한다. 

Fig. 3에서 보면 동일한 외부 반지름을 가졌어도 

원통 쉘과 원통의 산란 특성 차이가 큰 것을 확인할 

수 있다. 특히 낮은 Rayleigh 값에서 차이가 컸다. 그

리고 낮은 Rayleigh 값에서는 탄성 원통 쉘의 내부 유

체가 공기인 경우는 전방 산란의 값이 상대적으로 

컸으며, 물인 경우는 후방 산란의 값이 상대적으로 

큰 것을 알 수 있다. 높은 Rayleigh 값에서는 내부 유

체의 효과는 작아지는 것을 볼 수 있다.

Fig. 4는 Fig. 3과 외부 지름은 같으나 두께가 두꺼

운 탄성 원통 쉘에 대한 결과를 보여준다. ‘두께 및 외

부 반지름의 비’는 0.15를 사용했다. 쉘의 두께가 두

꺼워짐에 따라 내부 유체의 효과는 얇은 경우보다 

줄어드는 것을 볼 수 있다. 

특히 Fig. 3에서 낮은 Rayleigh 값의 공기로 채워진 

탄성 쉘에서 발생했던 강한 전방산란이 Fig. 4에서는 

감소하는 것을 확인할 수 있다. 후방 산란의 값은 대

부분의 영역에서 내부가 물로 차 있는 경우가 더 크

나, 얇은 쉘보다는 그 차이가 작다. 

두 번째 예제에서는 Eq. (14)를 이용해 ‘유한 길이

의 탄성 원통 쉘’과 ‘유한 길이 탄성 원통’, ‘유한 길이 

강체 원통’의 특성을 분석했다. 이때 원통의 길이는 

0.1m로 모든 예제에서 동일하게 생각했다.

Fig. 5는 입사파가 원통에 수직으로 입사할 때

(  ) 원통 쉘의 산란 고각에 따른 표적 강도를 

도시한 것이다. 표적 강도는 log으로 계산된

다. 탄성 매질은 aluminum이고,  를 사용했다. 

이 그림에서 0~180도의 산란 고각은 후방 산란에 해

당되며, 180~360도의 산란 고각은 전방 산란에 해당

된다. 앞의 예제에서 관찰한 것과 마찬가지로 후방 

산란에서는 물이 찬 탄성 쉘의 표적 강도가 높고, 전

Table 2. Material properties.

Medium    

 




Water 1000 1493 0

Aluminum 2790 6380 3100

Brass 8500 4284 2142

Stainless steel 7570 5675 3141

Air 1.2 330 0
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Fig. 3. Scattering pattern for the elastic cylindrical 

shells with the thickness-radius ratio of 0.05. and the 

elastic cylinder.

Fig. 4. Scattering pattern for the elastic cylindrical 

shells with the thickness-radius ratio of 0.15 and 

the elastic cylinder.
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방 산란에서는 공기가 찬 탄성 쉘의 표적 강도가 높

은 것을 볼 수 있다. 또한, 유한 길이의 원통의 효과가 

반영되었기 때문에 산란 고각에 대해 명확한 간섭패

턴이 나타나는 것을 확인할 수 있다. 각각의 원통의 

재질에 따라 큰 차이가 발생하는 영역은 산란 고각

이 원통의 길이방향에 위치해 있을 때이다(0도, 180

도 및 360도 근처).

참고로 Fig. 5와 같은 간섭패턴은 본 논문의 연구 

대상인 양 끝이 뚫려있는 유한 길이의 원통(또는 원

통 쉘)에서만 나타나는 것을 강조한다. 예를 들어 통

조림통처럼 원통의 양쪽 끝이 막혀 있는 원통의 경

우에는 끝단의 형상이 달라지기 때문에 다른 패턴이 

관찰될 것이다.

Fig. 6에서는 비스듬한 입사각에 따른 ‘유한 길이 

탄성 원통 쉘’의 산란 고각에 따른 표적 강도를 도시

했다. 결과를 명확하게 보이기 위해  로 설정

했다. 입사파의 고각은 각각   (수직 입사), 20°, 

40°로 설정했다. 산란 고각의 부호는 Fig. 5와 동일하

다. Fig. 6에서 보면 입사파의 고각에 따라 정반사가 

발생하는 산란 고각(



)이 달라지는 것을 볼 

수 있다.

Fig. 6에서 재미있는 것은 입사 고각이 0도인 경우

보다, 입사고각이 20도인 경우에 정반사되는 영역에

서의 표적 강도가 커진다는 것이다. 이러한 경향은 

언제나 관찰되는 것이 아니라, 탄성 재질에 따라 달

라진다. 이것은 입사각과 산란각에 따라 산란되는 

에너지가 탄성 재질에 의존하기 때문이다. 고주파 

근사의 관점에서 설명하자면 유체/탄성체의 평면파 

반사계수가 각도에 따라 달라지기 때문으로 설명할 

수 있다. 

참고로 Fig. 7은 Fig. 6과 동일한 조건에서 stainless 

steel에서 실험한 결과이다. 절대적인 표적 강도의 크

기와 산란 패턴이 바뀌는 것을 확인할 수 있다. 

V. 결  론

본 연구에서는 유한한 길이의 탄성 원통 쉘에서의 

산란 현상을 다뤘다. Ye의 원통법을 탄성 원통 쉘에 

T
S
(d
B
)

Fig. 5. Target strength for the scattering elevation 

angle ( ). Here, ‘TS’ stands for the target strength.

T
S
(d
B
)

Fig. 6. Target strength from aluminum shell as a 

function of the scattering elevation angle in case of 

three incident elevation angles ( ). Here, ‘TS’
stands for the target strength.

T
S
(d
B
)

Fig. 7. Target strength from stainless steel shell as a 

function of the scattering elevation angle in case of 

three incident elevation angles ( ). Here, ‘TS’
stands for the target strength.
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적용하여, 내부 유체의 효과, Rayleigh 값에 대한 변

화, 탄성 재질의 변화에 따른 먼 거리 산란 함수의 경

향을 입사각과 산란각의 관점에서 살펴보았다. 

첫 번째로 무한길이의 탄성 원통 쉘의 산란 특성

을 살펴보았다. 후방산란의 경우에는 내부유체가 물

인 경우가 공기일 때보다 후방산란파의 크기가 큰 

경향이 나타났다. 두꺼운 쉘에서는 공기인 경우와 

물의 경우에 후방산란크기의 차이는 줄어들었다. 주

파수가 증가할수록 내부유체의 효과는 줄어들며 탄

성 원통 쉘의 산란 패턴의 모양은 탄성 원통의 산란 

패턴과 비슷해진다.

두 번째는 유한 길이의 탄성 원통 쉘에 대해 수치

실험을 수행했다. 유한 길이에 의한 간섭패턴은 산

란고각이 원통의 길이방향에 가까울수록 분명하게 

나타난다. 후방산란영역이나 전방산란영역에서의 

표적 강도는 탄성 매질의 재질에 따라 달라지는 것

을 확인했다.

향후에는 실험적 연구를 통해 유한 길이의 원통의 

양 끝단에서 나타나는 산란 음장의 효과 및 닫힌 유

한 길이의 원통의 산란 특성을 측정하고 해석할 것

이다.

감사의 글

본 논문은 ‘중주파수 대역의 배열 센서를 이용하

는 장거리 수중음향 원격 탐사 핵심기술 개발(선박

해양플랜트연구소)’의 위탁과제로 수행되었음.

부  록

외부 유체와 내부 유체로 둘러싸인 탄성 쉘에 대

해 경계조건을 적용하면 8×8의 행렬식이 나온다. 이 

행렬식을  라고 표현할 때 각각의 행렬요소들

은 다음과 같다. 

참고로   
로 정의된다. 또

한 아래의 식에서 사용된 는 무차원수로써 일반적

으로  로 정의가 되며, 만   로 표현

된다. 

<Normal displacement at the outer radius r = a>

 




 



   



 











  

 



      

  


  




      ,       

    ,     ,   

<Normal displacement at the inner radius r = b>

  

  

       

      

      ,       

    ,      

 




 



   



<Normal stress at the inner radius r = a>

 


 


  








 


  
     

 


  
     

         

         

   
  




        

  

<Normal stress at the inner radius r = b>

  

  

 


  
     

 


  
     

  
  


 



         

        

  


  



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  


 


<Shear stress for   direction at the outer radius r = a>

  

  

      , 

      

         

         

   
  

  




   
       

  

<Shear stress for   direction at the inner radius r = b>

  

  

      , 

      

         

         

   
       

   
       

  

<Shear stress for z direction at the outer radius r = a>

  

  

       , 

  



  




  
 

   


 


  
 

       

    ,     ,   

<Shear stress for z direction at the inner radius r = b>

  

  

       , 

       

  
 

   


 


  
 

       

    ,     ,   
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