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CAS를 활용한 평가 문항에 대한 고찰1)

손홍찬2)

본 연구에서는 수학교수학습에서 CAS를 활용이 갖는 의미와 CAS의 도입으로 야기된 수학 교수·학

습 상의 변화를 살펴보고, 이에 따라 변화하게 되는 평가의 방향을 논하였다. 특히, CAS를 도입했을

때 평가 문항의 몇 가지 분류에 대해 고찰하고 대안적 평가 방향을 제시한 후 그것이 갖는 의미를 논

하였다.

주요용어 : 수학 평가, CAS, 분류

Ⅰ. 서론

오늘날 많은 나라들은 수학 교수·학습에서 공학 기술의 활용을 권장하고 있다. 미국의 NCTM은 컴

퓨터와 계산기가 수학교육에 긍정적 영향을 미칠 잠재력을 가지고 있으므로 이를 수학 교수·학습에

허용해야 하였고(NCTM, 1989), 또 학교 수학의 여섯 가지 원리 중의 하나로 공학의 원리를 들면서

수학을 가르치고 배우는데 기술 공학이 필요함을 언급하고 공학이 수학을 가르치는데 영향을 미치고

학생들의 학습을 향상시킨다고 하였다(NCTM, 2000). 미국뿐만 아니라 세계의 여러 나라들은 수학 교

수·학습에서 기술 공학 도구와 컴퓨터의 활용을 중요시하고 적극적으로 활용할 것을 권고하고 있다

(교육인적자원부 & 경남교육청, 2010).

우리나라도 1992년에 공포한 제6차 수학과 교육과정에서부터 시작하여 최근 교육과정에 이르기까지

공학의 활용을 권장하고 있으며 시일이 지나면서 보다 적극적으로 활용하기를 권장하는 추세이다. 6

차 수학과 교육과정에서는 수학 교수·학습 과정에서 복잡한 계산이나 문제 해결력 향상 등을 위해 계

산기나 컴퓨터를 활용하되 복잡한 계산의 보조수단으로의 활용이 언급되었다면, 7차 교육과정에서는

수학적 개념·원리·법칙의 이해 측면에서 적극적으로 활용할 것을 권장하였다(교육부, 1997). 2007 개정

수학과 교육과정에서는 계산기와 컴퓨터 이외에 교육용 소프트웨어에 대한 언급과 함께 ‘수학 교수·학

습 방법’ 영역 외에 ‘평가’ 영역에서의 공학적 도구의 활용을 최초로 명시하고 있다. 즉 “수학 학습의

평가에서 평가하는 학습 내용에 따라 학생에게 계산기, 컴퓨터와 같은 공학적 도구와 다양한 교구를

이용할 수 있는 기회를 제공할 수 있다.”와 같이 기술함으로써 교수·학습뿐만 아니라 평가에서도 공학
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적 도구의 활용을 권장하고 있다(교육인적자원부, 2007).

이와 같이 수학과 교육과정에서 점차적으로 공학의 활용을 권장함에 따라 수학 교과서에서도 공학

의 활용이 활발해지게 되었다. 6차 교육과정에서부터 2007 개정 교육과정에 이르기까지 수학과 교과

서에는 공학 도구 활용 장면이 늘어났고, 공학 활용 영역도 초기에 대수 및 해석 영역이 대부분을 차

지한 것에 비해 점차적으로 다양한 영역으로 활용 영역이 넓어졌음을 알 수 있다. 그리고 활용된 공

학적 도구의 종류도 다양해져 갔으며, 초기에 단순한 공학 도구의 설명이나 문제해결의 보조적 수단

으로 활용되던 것이 점차 탐구적 도구로 활용되는 양상을 보인 것을 알 수 있다(김미화, 손홍찬;

2013). 그러나 수학 교과서에서 공학 활용 장면이 제시된다고 하여 실제 수업시간에 다루어지지는 않

는다. 많은 사범대학 수학교육과의 교육과정에 공학 관련 강좌에 설치되어 있지만, 현직 교사의 연수

에서 공학 관련 연수 시간이 부족하며 다루는 공학 도구의 종류가 제한적임을 알 수 있고, 특히 경력

교사의 경우에 있어서는 공학 관련 지식이 적고, 많은 수의 교사들이 수업 중에 공학적 도구를 활용

하고 있지 않음을 알 수 있다(Son, 2015). 과거에 비하면 점차적으로 물리적 환경이나 사범대학에서의

교육과정 개정에 따라 공학 관련 지식을 습득하기가 용이해졌다고 하더라도 공학적 도구의 활용이 활

발하지 못한 데는 대학입학시험 준비와 같은 현실적인 문제가 많이 작용하고 있다고 생각된다.

한편 수학 교사들은 수학 교수·학습에서의 공학 활용에 대해서보다 공학을 활용한 평가에 대해 어

려움을 느끼고 있다. 공학 도구를 활용한 평가에 대해 교사들을 대상으로 한 고상숙 외(2013)의 조사

연구를 보면, 교사들의 44.3%가 공학 도구를 활용한 평가가 어렵다고 응답한 반면, 25%만이 어렵지

않다고 응답한 바 있고, 공학 도구를 활용한 평가에 어려움을 느끼는 이유로 81.6%가 교구 또는 공학

도구를 활용한 평가 관련 자료의 부족을 들었다. 공학을 활용한 평가가 비교적 최근의 교육과정에 반

영되기 시작한 영향일 수도 있지만, 우리나라에서 공학을 활용한 평가에 관한 연구는 그리 많지 않다.

따라서 공학을 활용한 평가에 관한 연구들이 필요하다고 생각된다.

이 연구에서는 수학 교수학습에서 활용될 수 있는 공학 중 CAS를 활용한 평가에 대해 알아보고자

한다. Ⅱ장에서는 수학 교수·학습에서 CAS 활용이 갖는 의의와 수학 교수·학습의 이론에 미친 영향을

알아보고, Ⅲ, Ⅳ장에서는 CAS를 활용할 수 있는 문항의 유형에 대해 살펴보고, Ⅱ장에서 논의한 바

를 바탕으로 새로운 대안적인 문항을 제시하고 그 의미를 논하고자 한다.

Ⅱ. CAS가 수학 교수학습에 미친 영향

1. CAS 활용의 특징과 실험 환경 구성

CAS(Computer Algebra System)를 사용하면 대수의 핵심인 수, 그래프, 기호, 함수, 벡터 그리고

행렬 등을 조작할 수 있고 방정식, 부등식과 미분방정식 등의 풀이가 가능하다. 이와 같이 다양한 기

능을 가진 CAS가 출현하면서 학교 수학 교육과정과 학습 방법은 변할 수 있는데 학교수학의 영역에

서 CAS의 영향을 가장 크게 받는 분야는 대수 영역이다. 이는 CAS가 대수의 기계적인 연산의 대부

분을 쉽고 빨리 수행할 수 있기 때문이다.

중등 대수에서 중요하게 다루어지는 사항은 형식(form)과 그 변환, 패턴 찾기와 수치적 관계를 지

배하는 규칙 찾기, 문제 해결하기, 물리적 현상 모델링하기, 변수와 함수의 개념, 대수적 구조 등으로

볼 수 있다(Goldenberg, 2003; Kieran & Lee, 1996; Heid, 2003).
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CAS를 활용하면 대수적 형식 변환이 용이한데 이 경우 자동 계산으로 결과를 빨리 구할 수 있어

서 학생으로 하여금 찾아야 하는 패턴을 시사하는 다양한 자료를 쉽게 생성할 수 있다. 예를 들어 이

차방정식의 풀이에서 다양한 자료를 쉽게 구성할 수 있다는 점은 방정식의 근과 계수와의 관계를 형

식화해나가는데 도움을 주며 이차방정식의 근을 찾아가는 활동, 즉 정보를 찾기 위해 형식을 변환시

키는 활동을 가능하게 만든다. 또 CAS가 가지는 빠른 계산 능력을 이용하여 다양한 문제의 해를 구

할 수 있도록 하고 해가 가지는 패턴을 찾게 한 다음 그러한 패턴이 생기는 이유를 탐구할 수 있으며

궁극적으로 해의 공식을 유도하는 의미 있는 활동을 할 수도 있다.

또 CAS를 활용하면 수치적 관계를 지배하는 패턴을 일반화할 수 있는 기회를 가질 수 있는데, 이

는 지필환경에서는 갖기 어려운데 그 이유는 패턴을 추측하기 위해서 보다 많은 자료를 생성하는 것

이 중요하지만 지필환경에서 이것을 생성하는 것은 시간이 많이 소모되기 때문이다. 또 CAS의 활용

이 다양한 계산을 쉽게 해주기 때문에 직접적인 피드백을 이용하여 기호적 결과도 일반화할 수 있는

기회를 제공한다.

CAS가 갖는 중요한 기능 중의 하나는 대상, 사실 또는 과정을 그래프, 수치 또는 대수적인 결과로

보여주는 시각화이다. 학생들은 그래프와 표현을 곧바로 연관시킬 수가 있고 교사는 나타난 결과에

대해서 즉각적으로 토론할 수 있다. 손으로 그래프를 그리는 것이 시간이 소요되고 부정확하기 때문

에 신속하고 정확하게 대수와 그래픽 표현 사이의 대응을 이해시킬 수 있다는 점은 CAS를 활용한 시

각화가 가지는 장점이다. 한편 Kutzler(2003)는 CAS가 가지는 자동화와 보완적 측면에서의 성격을

각각 물리적인 이동 수단과 지적인 수학에 비유하여 적절하게 CAS를 활용할 경우 교수·학습 상의 이

점이 있음을 지적한 바 있다. 자동화와 보완의 기능은 수학교수·학습에서 CAS가 도구로서 제공할 수

있는 두 가지의 가장 기본적인 기능으로 보고, 수학적으로 나은 학생을 위해서는 자동화의 기능이, 수

학에 부진한 학생에게는 보완의 기능이 더 우세하게 사용될 수 있다고 보았다. 교사는 특히 수학에

부진한 학생들에게는 CAS를 보완 도구로 사용한다면 도움을 줄 수 있고, 한편 CAS는 복잡한 계산을

쉽게 해주는 특징이 있으므로 복잡한 계산이 필요한 현실적인 문제들을 다룰 때에 자동화의 기능을

특히 유용하게 사용하도록 할 수 있다.

지금까지 알아본 CAS를 활용한 패턴 찾기나 규칙의 일반화 가능성, 시각화나 자동화 기능을 이용

한 복잡한 문제 해결에서의 도움 등으로 수학 교수·학습 환경은 실험의 장으로 바뀔 수 있다.

Buchberger(Heugl, Klinger & Lechner, 1996 재인용)는 수학의 발달 단계를 알려진 알고리즘을 적용

하여, 예들을 만들고 예들을 관찰하여 귀납적으로 추측을 하는 실험단계, 추측을 증명하여 정리로 만

들고, 알고리즘 측면에서 유용한 지식을 이용하여 새로운 알고리즘을 만드는 엄밀화 단계, 알고리즘을

실제 또는 가상의 문제에 응용하는 응용단계로 나눈 바 있으며, 오늘날 학교 수학에서 수학의 실험적

측면이 간과되고 있음을 지적하고 수학의 실험적 측면을 강조한 바 있다.

수학은 원래 실험과 응용의 측면에서 시작된 실험적 학문이었지만 그리스인들이 연역적 방법을 수

학에 적용하여 엄밀화한 이래로, 또 수학자 그룹인 Bourbaki가 수학을 정의-이론-증명-보조정리의 체

계를 사용하여 재구성한 이래로 수학은 연역적 학문으로 인식되었다. 엄밀성과 연역적 측면을 강조한

Bourbaki 체계는 곧 현대 수학의 특징처럼 되어 버렸고, 수학 교수와 학습에도 영향을 주어 수학지식

을 연역적으로 제시하고 학생에게 이를 배우고 적용하도록 요구하는데 많은 영향을 미쳤다. 그러나

Freudenthal(1979)이 “우리는 학생이 스스로 발견할 수 있는 것을 가르쳐서는 안된다”고 한 것처럼 학

생에게 실험 기회를 제공하여 학생 스스로 수학적 사실이나 성질을 추측하도록 할 필요가 있다. 그렇

게 한다면 수학의 연역적 전개에서 학생들이 느끼는 어려움을 줄일 수 있을 것이다. 이러한 점에서

수학 교수·학습에서 실험의 측면을 강조할 필요가 있고, CAS를 활용하여 실험적 환경을 구성할 수

있다면 이는 아주 중요하고 의미 있는 변화라고 할 수 있다.
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2. CAS를 활용한 절차의 단축과 개념의 심화

수학교육에서 공학을 도입한지 꽤 시일이 흐르면서 컴퓨터나 계산기의 성능이 놀랍게 향상되었고

수학 교수학습에서 CAS와 같은 도구의 사용과 관련된 이론들이 발전되고 정교화 되어왔는데(Heid,

2003), 여기에는 CAS의 활용이 절차를 단축하고 개념을 심화한다는 사실이 주된 근거로 자리 잡고

있다. CAS의 도입으로 변하게 된 이론은 개념적 지식과 절차적 지식, 확대자와 재조직자, 하위절차와

상위절차, APOS이론 등과 관련된 것들이 있다.

CAS는 우선 기본적으로 교육과정의 목표와 순서는 그대로 둔 채, CAS 없이 학습해온 수학 내용에

대한 학습을 용이하게 하는 데 사용될 수 있다. Pea(1985, 1987)는 확대자를 현재의 교육과정을 확장

시키는 데 사용되는 기술공학으로 정의한 바 있다. 교사는 수업에서 학생들이 지필로 푼 계산 결과를

확인하는데 CAS를 사용하도록 하거나 또는 새로운 절차적 규칙을 추론해낼 수 있는 자료를 만드는데

CAS를 사용하도록 할 수 있다. 이와 같이 사용하는 것은 CAS를 확대자로 사용하는 것이다. 즉 이

경우 현재의 교육과정은 내용상의 변화는 없지만, 학생들이 현재 목표를 더 빨리 성취하고 더 깊이

성취하도록 도와주므로 교육과정을 확대한다고 하는 것이다. CAS는 또한 교육과정의 기본적인 성격

과 배열을 변화시킬 수 있는 재조직자의 역할을 할 수 있다. Kilpatrick & Davis(1993, p.204)는 공학

이 단순히 교육과정의 확장자가 아니라, 수학교육과정을 개선할 때 수학이 무엇이고 미래사회에 수학

의 어떤 지식이 필요한 지를 결정하는데 영향을 끼친다고 하였다.

많은 수학 교육자들은 학생들이 수학의 개념적 지식을 다룰 수 있기 전에 먼저 수학의 절차에 숙달

해야 한다고 가정해왔다. 그러나 개념을 획득하기에 앞서 절차적으로 능숙해야 한다는 것은 사실이

아니라 하나의 이론이고 그렇기에 검증될 필요가 있는데, 이는 실제로 CAS를 사용한 조사연구에서는

여기에 반대하는 이론이 더 널리 지지되고 있고, 대부분이 연구를 통해 검증되어 왔다(Heid, 2003).

CAS는 수학 교육과정에서 개념과 절차에 부여된 균형, 순서, 우선 순위의 조정을 용이하게 하는

재조직자의 역할을 할 수 있기 때문에, 수학교육에서 기능발달이 개념발달에 선행해야 한다는 이론을

검사하는 데 자주 사용되어 왔다(Heid, 2003). 재조직자로서의 CAS에 초점을 둔 몇몇 연구에서, 미적

분 수업에 참여한 학생들(Heid, 1988; Palmiter, 1991)과 기초대수 수업에 참여한 학생들(Heid, 1992;

Heid et al. 1988; Matras, 1988; Oosterum, 1990; Sheets, 1993)은 CAS를 활용하여 기호 조작, 그래프

와 표 생성, 적합곡선 찾기를 하였는데, 이런 연구에서 학생들은 전통적으로 기계적인 기호 조작 과정

을 수행하는데 소비했던 시간을 기호적 결과를 해석하고 대수와 미적분 개념을 인식하고 적용하기 위

해 사용하는 것으로 드러났다. 예를 들어, 대수 수업에서, 학생들은 손으로 유리식을 인수분해하고 간

단히 하는 데 시간을 보내는 대신 여러 가지 함수의 성질과 응용을 학습하는 것이 관찰되었다. 즉 기

다란 계산 절차 과정이 약화되고 개념과 응용이 수학적 활동의 중심이 되는 것이 관찰되었던 것이다.

이러한 일련의 실험 연구로부터 기능의 숙달을 손으로 하는 대신 CAS를 사용하는 것은 전통적인 '

개념 전 절차' 라는 통념을 깨고 CAS가 학생들의 개념적 이해를 촉진하게 한다고 결론 내릴 수 있게

되었다.

한편, 수학은 체계적이어서 현재 학습하고 있는 내용이 이전에 학습된 내용의 숙달을 필요로 하는 경

우가 많다. 또는 상대적으로 상위 절차(superprocedures) 또는 높은 수준의 활동을 하는데 하위 절차

(subprocedures) 또는 낮은 수준의 활동이 필요한 경우가 흔하다. 학생이 CAS를 활용하게 되면 상위 절

차를 수행할 때 하위 절차를 CAS가 대신함으로써 상위절차에 집중할 수 있다. 예를 들어, 식을 단순화

하고 간단한 일차방정식을 푸는 것은 이미 배운 것으로 가정할 수 있는 하위 절차에 해당하는데, 학생이

CAS를 사용하면 낮은 수준의 계산에서의 실수를 피하고 높은 차원의 활동에 보다 집중할 수가 있다.



CAS를 활용한 평가 문항에 대한 고찰

85

현실에서 학생은 낮은 수준의 기능을 충분히 익히지 못한 채 그 기능을 필요로 하는 상위 주제로

넘어갈 수밖에 없는 경우가 많다. 또 단순하고 지루하지만 기다란 계산 과정을 수행해야만 하는 문제

에 부딪힐 때가 많다. 이때 CAS는 낮은 수준의 기능과 관련된 학생 개개인의 약점을 보완하여 학생

이 상위 주제로 나아갈 수 있도록 도와줄 수 있으며, 단지 사소한 실수 때문에 문제 해결 전체 과정

이 지장을 받는 것을 막고 각 단계별 경로를 밟아 나갈 수 있도록 도와준다.

또한 CAS의 활용이 단순하고 지루한 계산을 대신할 수 있기 때문에 학생들은 복잡하고 어려운 문

제 해결 과정 중에 전체적인 윤곽을 파악하는 데 더욱 집중할 수 있게 된다. Dubinsky와 동료들

(Asiala et al. 1991)은 행동에서 과정, 과정에서 대상수준으로의 이해의 진행과정을 기술하기 위해

APOS(Action-Process-Object-Schema)이론을 개발해왔다. 이 이론에 따르면 행동수준에서 학생들은

절차를 한 단계씩 수행하지만 행동을 수반하지 않고서는 절차를 설명할 수 없다. 과정수준에서 학생

들은 각 절차를 수행하지 않고 절차의 단계를 설명할 수 있다. 대상수준에서 학습하는 학생은 과정을

조작할 수 있다. 예를 들어, 학생이 함수 이해의 대상수준에 있다면, 두 함수를 합성할 수 있고, 그 결

과가 조작할 수 있는 또 다른 함수임을 이해할 수 있다.

특정한 수학 개념의 과정 이해와 대상 이해 사이의 차이와 상호작용을 다루는 이 이론은 수학적 사

고를 설명하는 데 있어서 중심적인 이론으로, 과정-대상 논쟁은 수학적 이해의 측면에서 매우 중요하

게 다루어져왔다. 수학 교육 연구자들은 대상과 과정을 분리될 수 있는 것으로 보지 않고 이런 이해

들 사이의 관계의 성질을 특징짓는 데 초점을 맞춰왔는데(Sfard 1991; Gray and Tall 1994), 연구자들

의 다양한 결과는 개념과 절차가 서로에게 영향을 미친다고 보는 것이 합리적임을 보여준다. 따라서

성공적인 학생이란 수학 문제를 연구할 때 과정 이해와 대상 이해 사이를 오가는 학생이라고 주장할

수 있다. 그런데 CAS는 일련의 절차를 압축함으로써 과정 이해와 대상 이해의 중간 단계를 놓는다고

볼 수 있다(Heid, 2003).

III. CAS를 활용한 문항의 유형

이 장에서는 학교 현장에서 흔히 볼 수 있는 문항들을 예시로 CAS가 도입되었을 때 이들의 문항

을 CAS의 활용과 관련하여 어떻게 분류할 수 있는지를 살펴보고, 기존의 평가 문항과 다른 유형의

문항 유형을 제시하고자 한다.

먼저 문항의 해결에 있어서 CAS의 활용이 필요한 것인지 그리고 어느 정도의 기능을 사용해야 하

는지에 따른 Kutzler의분류와 Kokol-Voljc의 분류를 알아보고, 대안적인 새로운 평가 문항 유형을 제

시하고자 한다.

1. Kutzler의 분류
CAS의 사용과 관련해서는 평가 문항을 해결하기 위해 CAS의 기능을 어느 정도 사용하게 되는지

에 관한 분류들로 많이 인용되는 Kutzler의 분류가 있다. Kutzler(2003)는 CAS의 보통기능 사용과

고급기능 사용, 그리고 CAS의 활용이 일차적인 것인지(PR), 부차적인 것인지(SR) 또 필요 없는 것인

지(NC)에 대한 분류를 제시한 바 있다. 즉 CAS 기능의 활용 범위와 CAS의 필요성을 두 요인으로

하는 이차원적 분류이다. 그에 따르면 다음과 같은 문항 분류 체계가 만들어 진다.
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첫째, PR(Primary and Routine CAS-Use)은 CAS 사용에 대한 표면적 지식만으로 충분하지만

CAS 사용이 주요 활동인 문제이다. 둘째, PA(Primary and Advanced CAS-Use)는 CAS 사용이 주요

활동이면서 CAS 활용에 대한 심층 지식이 필요한 문제이다. 셋째, SR(Secondary and Routine

CAS-Use)은 CAS 사용이 문제를 해결하는 데 사소한 역할을 하고 CAS에 대한 표면적 지식만 필요

한 문제이다. 넷째, SA(Secondary and Advanced CAS-Use)는 CAS 사용이 사소한 역할을 하지만

CAS에 대한 심층적인 지식이 필요한 문제이다. 다섯 째, NC(No CAS-Use)는 CAS 사용이 도움이

되지 않는 문제이다.

Kokol-Voljc(2000)에 의하면 그와 Kutzler와의 개인 통신에서 Kutzler는 다음과 같은 이차원적 분류

를 제시한 바 있다고 하였다. 그 예로 다음과 같은 문항들을 들 수 있다.

참고를 위하여 Kutzler가 든 문항의 예시를 제시하면 다음과 같다.

[PR1] 정수 ∈    에 대하여 함수족   ln 의 그래프를 그려라. 변수 에 의해

결정되는 변환은 어떤 변환인가?

[PR2] 함수  
  


의 그래프를 그리고 이 함수의 그래프와 축 그리고 구간

로 둘러싸인 부분의 넓이를 구하여라.

[PA1] 타원 







 에서 타원의 중심을 지나며 두 축을 이등분하는 현의 길이를

구하고 이 현의 방정식을 구하여라.

[PA2] 두 함수    ,   에 대하여 다음 물음에 답하여라.

1) 두 함수가 축과 만나는 점, 극값, 그리고 변곡점을 구하고 두 함수의 그래프를

그려라.

2) 두 함수의 그래프의 교점을 구하여라.

3) 두 함수의 교점과 두 함수 중 어느 하나가 축과 만나는 점이 동일 직선상에

있음을 보이고, 이 직선의 방정식을 구하여라.

4) 두 함수의 그래프에 의해 둘러싸인 부분의 넓이를 구하여라.

Routine CAS-Use Advanced CAS-Use

Primary CAS-Use PR1, PR2 PA1, PA2

Secondary CAS-Use SR1, SR2 SA1, SA2

No CAS-Use NC1, NC2

<표 Ⅲ-1> Kutzler의 문항 분류의 예
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[SR1] 부피 를 갖는 금속 캔을 만들고자 할 때 필요한 최소의 금속판의 넓이는? 부피가

가 되게 하는 최소 금속판의 넓이는?

[SR2] 함수    가 원점  에서 접선을 갖지 않음을 설명하여라. 그리고 점 

에서 왜 접선을 갖지 않는지 설명하여라.

[SA1] 태양 주위를 도는 어떤 혜성의 궤도는 이심률 을 갖는 타원이다. 이 혜성이 태양

과 가장 가까울 때의 거리는 ×이다. 이 혜성이 태양에서 가장 멀 때의 거리를

구하여라.

[SA2] 트럭이  의 속도로 달릴 때 제동거리는 



로 주어지고, 반응시간 후 제동에

필요한 공주거리는 


로 주어진다. 트럭들이 열 지어 이동할 때, 이 안전거리를 유

지하면서 주어진 시간 안에 가장 많은 트럭이 이동할 수 있는 속도는?

[NC1] 반경 이 주어졌을 때 함수 는 반경 인 원에 대해 함숫값 를 대응시킨다. 이

때, 방정식으로부터 이 둘 사이의 종속성을 설명하여라.

[NC2] 정수 을 소인수분해하면 ⋅ ⋅ ⋅이다. 이때, 왜 7은 한 번, 5는 두 번, 3은 네

번, 2는 8번 나오는 지 설명하여라.

2. Kokol-Voljc의 분류

Kokol-Voljc(2000)는 CAS에 의해 변하게 되는 문항이나 가치가 절하되는 문항, 그리고 CAS의 사

용 여부와 관계없이 중요하면서도 창의성을 측정하고 계발할 수 있는 문항 등에 대해 논한 바 있다.

좀 더 자세히 살피면 Kokol-Voljc는 CAS의 활용과 관련하여 문항을 분류하면서 CAS에 민감하지 않

은 문항(CAS-insensitive question), 공학에 의해 변하는 문항(Questions changing with technology),

CAS에 의해 가치 절하되는 문항(Questions devalued with CAS), 기본능력과 기술을 묻는 문항

(Questions testing basic ablilities and skills), “재발견된” 문항(“rediscovered question”)으로 나누었

다.

CAS에 민감하지 않은 문항(CAS-insensitive question)이란 해를 구하는 데 있어 계산이 별로 필요

없고 수학적 이해가 주로 필요한 것을 의미하는 것이다. 따라서 CAS의 활용이 별로 기여할 수 없는

문항을 의미한다. 예를 들어 [NC2]나 [NC1]과 같은 문항은 계산이 필요하다기보다는 수학적 개념의

충실한 이해를 요한다.

공학에 의해 변하는 문항(Questions changing with technology)은 주로 미분과 적분이 수반되는 문

항과 같이 여러 단계에 걸쳐 다량의 계산이 필요한 문항으로, CAS가 도입될 때 이와 같은 계산이 자

동적으로 해결됨으로 문항의 평가 목표가 개념의 이해나 계산 기능의 확인으로부터 보다 수학적 개념

의 이해나 응용 쪽으로 목표가 이동할 필요가 있는 문항을 말한다. 예를 들면 [PR2]와 같은 문항은

CAS를 활용하면 단순한 문제가 되므로, 평가 목표가 보다 전형적이고 기계적인 계산으로부터 수학적

개념의 깊은 이해 또는 응용으로 이동할 필요가 있다.
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CAS에 의해 가치 절하되는 문항(Questions devalued with CAS)은 문제의 해를 구하기 위해 단순

한 기능과 계산만을 요하는 것이 아닌 특정한 기능을 사용하여 문제의 해를 구할 수 있는 것으로

[PR2]와 같은 문항이다. 그러나 이러한 문항도 CAS를 사용하면 바로 해결되기 때문에, 본래 학생이

특정한 풀이의 절차를 알고 있는지를 평가하고자 하는 시도를 무산시키게 된다. 이와 같이 학생에게

어떤 특정한 또는 독특한 풀이 절차를 아는 지를 평가하고자 하는 문항은 CAS를 활용하게 되면 단순

한 계산 절차를 묻는 문항과 같이 바로 해가 나오기 때문에 본래 학생의 특정 연산 수행 기능을 측정

하고자 하는 의도와는 배치되는 셈이다. 그리고 Kokol-Voljc(2000)는 이와 같은 문항이 수학의 본질을

가리고 격리하는 문항으로 많은 수학교육 연구자에게서 지필환경에서조차 가장 좋지 않은 유형의 문

항으로 꼽힌다고 지적하고 있다.

기본능력과 기술을 묻는 문항(Questions testing basic ablilities and skills)은

“ 




  



 ÷ 




 



을 간단히 하여라”와 같은 문항으로 대수 식의 기본적인 계산

과 식의 변형을 할 수 있는 지를 묻는 문제이다. 이와 같은 문제는 지필환경이나 CAS가 주어진 환경

에서 모두 다 평가할 필요가 있는 문항이다.

“재발견된” 문항(“rediscovered question”) (RD)은 기존의 한 개의 해만을 요구하는 대수적 조작을

주로 하는 문제에서 융통성, 유창성과 같은 창의성을 신장할 수 있는 문항으로 다음과 같은 예를 들

었다.

[RD1] 시간과 거리로 주어지는 두 개의 함수     과  이 있다. 두 함수가

같은 위치에 있게 되는 점을 구하는 데 사용할 수 있는 방법들을 제시하고, 그 점을

구하여라.

[RD2] “방정식    을 풀어라”와 같은 문제가 나올 수 있는 상황을 제시하여라.

또 마찬가지로 앞서 제시한 [SR1], [SA2], [NC2]와 같은 문제의 유형도 이에 해당한다고 할 수 있

다.

3. 대안적 평가 문항

앞서 논한 Kutzler와 Kokol-Voljc의 분류와 달리 보다 단순한 분류도 있다. Jones & McCrae(1996)

는 문항을 간단히 CNI, CIU, CIO와 같이 나누었다. CNI는 CAS의 활용이 본래 문항에 영향을 미치지

못하는 문항의 유형, CIU는 CAS가 영향을 미칠 수는 있지만 문항은 변하지 않고 그대로 유지될 수

있는 문항의 유형, CIO는 CAS의 활용이 문하에 심대한 영향을 주어서 변화를 주어야만 하는 문항의

유형을 나타낸다.

한편, MacAogain(2000)는 문항의 유형을 CT(CAS trivial), CE(CAS easy), CD(CAS difficult),

CP(CAS proof)로 나누었다. CT는 CAS를 활용할 경우 답이 바로 나오기 때문에 CAS를 활용하기에

는 적절치 못한 문항, CE는 CAS를 활용하면 많이 간단해지지만 답을 하기 위해서는 여전히 수학적

지식이 더 필요한 문항, CD는 CAS를 활용하더라도 문항의 난이도가 감소되지 않는 문항, CP는 CAS

의 활용이 매우 제한적이거나 사용되지 않는 문항을 나타낸다.
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앞서 살펴본 Kutzler와 위 두 연구자의 분류는 CAS의 활용이 얼마나 문항의 성격을 바꿀 수 있게

되는 지에 관한 기존 문항의 외형적인 분류로 볼 수 있다. 그런데 이러한 종류의 분류와 달리 다른

측면에서 평가 문항을 고안할 필요가 있다. 앞 장에서 논한 CAS의 활용이 수학 교수·학습에 미치는

영향, 특히 CAS의 활용이 수학 교수·학습을 실험환경으로 바꿀 수 있다는 점과, 절차의 간소화로 인

한 대상 및 과정 관점의 이동의 용이성을 증진시킬 수 있다는 점에 착안하여 문항을 구성 제시하고자

한다. 이러한 문항은 어떤 측면에서 Kokol-Voljc가 제시한 재개발된 문항과 같은 성격을 지닌다고 볼

수 있다.

다음과 같은 문항을 생각해보자.

[문제] 다음에 답하여라.

1) 다음 다항식들을 인수분해하여라.


   


   


    


     

2) 
의 공통인수를 찾고, 

의 값을 구한 후 그들의 관련성을 설명하여라.

3) 다항식 에 대하여   이면 는 로 나누어떨어지는가?

4) 다항식   (은 상수)에서 는 무엇이고 그것은 무엇을 의미하는가?

위와 같은 문제는 현행 교과서가 다항식 를

  (은 상수)

와 같이 제시한 후 가 나머지 임을 밝히고(나머지정리), 나아가   일 때 가

로 나누어떨어짐(인수정리)을 언급하는 것과 순서가 반대이다. 교과서에서 제시하는 방법은 다

항식 를 왜

  (은 상수)

와 같이 나타내는지에 대한 설명이 없어서, 이것으로부터 나머지정리와 인수정리를 언급한 후에나

이와 같이 나타낸 이유를 알게 된다. 교과서 제시 방식은 다항식 를    (

은 상수)와 같이 나타낼 수 있다는 것을 쉽게 이해하는 학생에게는 효율적일지 몰라도 그렇지 않은

학생들에게는 다항식이 왜 그러한 모양으로 나타나는지에 대해 궁금증을 자아내개 만들 뿐이다. 따라

서 다양한 예를 통해서 다항식이 그와 같이 나타날 수 있음을 이해시키고, 인수 와 값의

관련성에 대해 자연스럽게 이해할 수 있도록 하는 것이 바람직하다. 이와 같이 다양한 예를 주어서

관찰하게 하고 그 공통성을 바탕으로 추론하도록 하는 것에서 CAS의 인수분해 기능을 이용하게 되

며, 이러한 기능을 사용하는 데는 어려움이 따르지 않는다. 이와 같은 접근 방식은 수학 교수·학습을

실험 환경으로 만들며, 학생들이 수학적 원리나 개념 또는 법칙을 자연스럽게 추론하고 이해하도록

돕는다.
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또 다른 문항으로 다음과 같은 문항을 생각해보자.

[문제] 다음에 답하여라.

1) 원기둥 모양의 캔이 를 담을 수 있을 때, 이런 캔을 제작하기 위한 금속의 비용을

최소화할 수 있는 캔의 규격을 찾아라.

2) 원뿔 모양의 종이 잔에 의 물을 담을 수 있을 때, 종이가 최소가 되도록 규격을

정하여라.

3) 점 로부터 가장 가까운 포물선    위의 점을 찾아라.

4) 위 세 문제를 해결하기 위해 공통으로 나타나는 문제 풀이 단계에 대해 설명하여라.

위 [문제]를 해결하는 데는 함수의 미분과 방정식의 풀이가 수반되고, 이러한 풀이과정이 일반적으

로 길기 때문에 부분적으로 CAS를 활용할 수 있다. 이러한 문제를 해결하기 위해 보다 더 중요한 것

은 문제 해결 단계를 생각하고 수행해나가야 한다는 점이다. 앞 세 문제는 모양은 달라도 최적화 과

정을 요구하는 것으로, 이와 같은 최적화 문제는 통상 주어진 문제에서 필요한 함수 를 정의하고, 이

를 미분한 다음 도함수  ′가 이 되는 값 를 구하고, 마지막으로 정의한 함수에 를 대입하는 과

정이 따르게 된다. 위 문제에서 4)를 물어보는 것은 각각의 문제를 해결하기 위해 기다란 풀이과정을

수행하는 것도 중요하지만 이러한 문제를 해결하는 데 있어서 위와 같은 네 가지 단계의 과정이 수반

됨을 이해하고 기억하게 하는 것이 중요하기 때문이다. CAS를 활용하게 되면 학생은 손으로 각각의

절차를 수행하지 않고 CAS를 활용하여 조작하게 되므로 각각의 절차를 수행하는 데서 올 수 있는 혼

란이나 실수를 피할 수 있으며, 중간의 기나긴 대수적 조작을 간편하게 하여 전체적인 과정을 보다

잘 인식하게 된다. 즉, 절차적인 계산의 수행에 집중함으로써 전체적인 과정을 채 보지도 못하는, 이

를테면 “나무는 보고 숲을 보지 못하는” 우를 범하지 않게 되는 것이다. 따라서 최적화라는 과정을 과

정 이해에서 대상 이해로 보다 쉽게 내면화할 수 있게 되며 Schema를 보다 쉽게 확립하도록 돕는다.

Ⅳ. 논의 및 제언

지금까지 CAS가 수학 교수학습에 미친 영향, 그리고 CAS를 활용하여 문항을 어떻게 분류할 수 있

는지 알아보고 몇 가지 대안적 문항을 제시하였다. CAS를 활용한 평가 문항을 고찰하는 데 있어 문

항의 분류는 완벽할 수 없다. 비교적 많이 인용되는 Kutzler의 문항 분류도 CAS의 기능을 어느 정도

까지 사용해야 고급기능을 사용하는 것이라고 볼 수 있는지도 연구자에 따라 다를 수 있고, CAS의

종류에 따라 달라질 수 있다. 특히 CAS의 환경이 스프레드시트와 그래픽 기능을 포함하여 발전하고

있는 시점에서 보면 시대에 따라 달라질 수 있다. 그러나 어느 소프트웨어나 간단히 사용할 수 있는

기능이 있는 반면 좀 더 지식을 요하는 기능이 있다는 점에서 원론적 측면에서 분류의 기준이 될 수

있다고 생각된다.

CAS를 활용한 평가 문항의 분류는 몇 가지 다른 관점에서도 논의될 수 있을 것이다. 예를 들면 현

행 교과서에 나타난 대수 관련 또는 통계 관련 영역에서 문항은 CAS의 활용을 가정했을 때 어떻게
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분류될 수 있으며, 향후 CAS를 도입했을 때 바람직한 변화 방향이 무엇인지도 좀 더 심도 있게 논의

될 수 있을 것이다. 한편 CAS 이외의 다른 공학적 도구가 함께 수학 교실에 들어왔을 때 CAS의 활

용 방안의 변화는 어떻게 되는지도 탐구 대상이 될 수 있다.

앞서 제시한 두 유형의 문제는 현행 수학 교수학습을 보다 학생 중심의 탐구 활동을 활발히 하고,

수학의 발견적 측면을 중요시할 수 있다는 점에서, 그리고 수학을 응용할 때 파생되는 복잡한 계산과

정을 단축하고 일관되게 흐르는 전체의 맥락을 파악할 수 있게 한다는 점에서 의미가 있다고 할 수

있다.

현재의 수학 교수·학습이 기존의 완성된 수학을 이해하고 복습하는 것에 초점을 주로 맞추고 있다

고 한다면, CAS를 활용한 적절한 평가 문항의 구성은 학생이 수학적 법칙과 원리를 발견할 수 있도

록 도울 수 있다. 이와 같이 구성된 실험 환경에서 학생은 수학자와 유사한 활동을 통하여 수학을 발

견해나가는 흥미를 느낄 수 있는 기회를 가질 수 있다. 그리고 CAS의 활용은 절차적 계산 때문에 문

제 해결에 실패함으로써 누적되는 수학 학습에서의 부정적 경험을 막고, 전체적인 문제 해결 방향을

모색하고 이를 기억하는데 도움을 줌으로써 수학의 응용 능력을 신장시킬 수 있고, 나아가 수학의 유

용성을 느낄 수 있도록 도울 수 있다.
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A Study on Mathematics Assessment using CAS

Abstract

Son, Hong Chan3)

The purpose of this study is to investigate the meaning of CAS(Computer Algebra

System) using in mathematics teaching and learning, and the change of the theory of

mathematics teaching and learning caused by introduction of CAS. Especially, when CAS

was introduced, some categories of assessment items were examined, and alternative

assessment directions were presented and the implications of them were discussed.
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