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서  론1. 

기계 항공 조선 자동차 등의 구조물에서 조인, , , 

트 는 결합부가 시스템 체의 동  거동에 매

우 심각한 향을 미치고 있다 구조물의 동 인 . 

응답의 정확한 측은 이러한 결합부를 어떻게 설

계하느냐에 따라서 달라지게 된다[1,2].

부분 결합부의 동 인 메카니즘 이해의 부족

으로 설계 기에 과도한 강성을 부여한 결과 심

각한 설계 오차를 야기시키고 있다 부재들 간의 . 

결합부를 단순히 강체 결합으로 간주하 고 동  

하 에 따른  결합부의 유연성이나 비선형 인 거

동이 결여되어 있는 상태이다[3,4].

조인트 모델의 신뢰도를 향상시킬 수 있는 방

법 의 하나는 결합부 형상을 자세한 차원으로 3

만드는 것일 수 있으나 비용과 시간이 많이 든다. 

더욱이 결합부를 표 할 수 있는 수치 모델도 명

확하지 않으며 만일 그 모델이 성공 임에도 불구

하고 규모의 구조물을 다룰 때는 실제 이지 못
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하다 특히 형  복합 구조물의 경우 모델이 . 

형화되면 그 어려움은 더욱 커지게 된다 이를 . 

극복하기 하여 여러 형태의 결합부를 강체 결합 

는 단순한 모델로 치환하는 경우가 부분이다. 

결합부의 동  거동에 크게 향을 주는 인자는 

국부 인 유연성 과 에 지 소멸(local flexibility)

이나 기계 구조물의 경우 자(energy dissipation)

가 후자보다 모우드 라메타에 향이 크다고 알

려져 있다[5].

본 논문에서는 결합부의 모멘트와 단력을 

표하도록 비틀림  선형 스 링을 사용하 다. 

정량 으로 산정하기 하여 마주보는 개의 동일2

한 외팔보의 끝단에 스 링을 설정하 다[6] 모달 . 

라메타 민감도의 거동을 분석하고 이로부터 결

합강성을 측하는 기법을 소개하고 역산정법으로 

유한요소의 강성행렬로부터 결합부 치에서 강성

을 정확히 산정할 수 있음을 검증하 다. 

이론  해석2. 

결합부의 동역학적 정식화2.1 

본 연구에서 그림 과 같이 각각 좌우단이 고1

정되어 보의 간에 결합부를 표 으로 나타내

는 선형 스 링 과 비틀림 스 링(linera spring)

으로 표시하 다 보의 치 (torsional spring) . 에

서 시간 일 때 좌우 보에서 횡방향의 변 를 

     라고 가정한다 여기서 . 

아래 첨자 는 번째 모드, 은 좌측 보를, 은 

우측 보를 표시하며 윗 첨자 는 치(transpose)

를 나타낸다. 개의 정규 모드 에서 번째 모

드 에 하여 확장이론 을 (expansion theorem)

용하면 횡변 는 식 로 표 된다(1.a,b) .

   
  



                  (1.a)

   
  



                  (1.b)

보의 질량이 인 운동에 지 는 식 (2)

로 계산된다.

  

 




 


 


      (2)

여기서 ∙은 시간 에 한 미분을 나타낸다. 

식 를 식 에 입하여 정리하면 운동에(1.a,b) (2)

지는 식 과 로 표 된다(3) (4) .

  



  







                         (3)

  





 






    (4) 

정규 모드 는 식 의 일반화된 질량 (3) 에 

하여 다음의 직교 성질이 식 와 (orthogonality) (5)

같이 만족한다.






 






  ≠ 또는          (5)

      

상기와 비슷한 유도 방식을 따르면 보의 탄성에

지 는 식 으로 표 된다(6) .

Fig. 1 A generic model for the lumped joint 
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″ 

″        (6)

여기서 ∙′은  보의 치 에 한 미분을 나

타내고 는 탄성계수,  는 보의 단면 차 모멘 2

트이다 식 를 식 에 입하면 일반화된 . (1.a,b) (6)

강성 가 정의되고 탄성에 지는 식 과 로 (7) (8)

표 된다.

  



  




                           (7)

  





″  






″    (8) 

한 일반화된 힘 는 외력 에 의한 

가상 변 (virtual displacement) 로 표 된 일 

로부터  식 과 으로 구해진다(7) (8) .

  
  



                       (9)

  




  
   

           (10) 

그림 에서 결합부에 표시된 단력 1 와 모멘트 

에 의한 일 로부터 일반화된 조인트의 힘 

는 식 과 로 표 된다(11) (12) .

  
  



                       (11)

    
′      

′  
×      

     (12)

운동에 지 와 탄성에 지 를 라그랑지 방

정식 에 용하여 다음의 (Lagrange’s equation) 개 

운동 방정식을 식 으로 유도할 수 있다(13) .


 

      ⋯ (13)

식 에서 정규 모드들은 모달 질량 (1.a,b) 가  1

이 되도록 정규화 되었으며 고유 진동수 


  로 산정되었다 식 에서 보의 단. (10)

 길이 당 외력 가 없다면 운동방정식은 

식 로 축약되어 표 된다(14) . 

  
      ⋯       (14)

만일 조인트 부 가 선형 으로 거동하면 모달 

강성은 
으로 정식화되고 비선형이 있다면 세 

번째 항 가 이러한 역할을 담당하게 된다 결. 

합부에서의 단력 와 모멘트 은 모드 형상 

 선형 스 링 강성 , 와 비틀림 스 링 강

성 로 식 로 표 될 수 있다(15.a,b) .

  ″′  ±                 (15.a)

  ″ ±
′                (15.b)

여기서 복호에서 양의 부호는 좌측의 보를 음의 

부호는 우측 보에 작용하는 결합력을 보여주고 있

다. 

결합부의 강성 검증 알고리듬2.2 

자유도의 개수가 인 구조물에 하여 질량행

렬이  강성행렬이 , 일 때 고유치 문제는 다음

의 식 과 같이 표 된다(16) .

                               (16)

여기서 모달 해석시 정규직교 모우드가   

    이고 그에 해당하는 고유치가 , 

    으로 주어져 있다고 가정한다. 

이 때 양의 실수 ≤  를 선택하고 식 

와 같이 변형된 고유벡터 (17.a,b) 를 정의한 후

에 변형된 모달 행렬 는 질량행렬 과 함께 

식 과 같이 정의한다(18) .
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                    (17.a,b)

                                (18)

일반 으로 칭이고 양 으로 정의된(positive 

강성행렬 definite) 는 식 과 같이 표 되고 (19)

식 와 을 식 에 입하여 계산하면 (17.a,b) (18) (19)

식 와 같다(20) .  

                                (19)

  
   

         (20)

따라서 주어진 정규직교 모드와 고유치 질량행  , 

렬이 주어지면 미지의 강성을 식 로부터 추출(19)

할 수 있음을 알 수 있다.

수치해석2.3 

그림 에서 개의 보 간에 결합부가 존재하1 2

지 않는 경우 길이가 , 이고 양단이 고정인 보에

서 홀수 번째 모드에서 앙부는 단력이 무하

고 최 의 모멘트가 작용하게 된다 반 로 짝수 . 

번째의 모드에서는 앙부에서 모멘트는 무하고 

최 의 단력이 작용한다.   

길이가 인 보에서 한쪽 단이 고정이고 다른 

한쪽 단은 선형  비틀림 스 링으로 상기의 식 

를 용하여  경계조건을 설정할 수 있다(15.a,b) . 

무차원 선형 스 링 강성 와 무차원 비틀림 스

링 강성 를 식 으로 설정하 다(21.a,b) .

 




   


                (21.a,b)

그림 와 은 고유 진동수의 민감도를 보여주고 2 3

있는데 결합부가 없는 경우 강성     ∞로 

간주한 고정 고정보를 기 으로 -

    
  ∼ 일 때의 고유진동수를 비

교하 다.     
  ∼ 에서 유연한 결합

성질을 나타냄을 찰할 수 있다 민감도 는 . 0%

차이가 없이 완 히 일치함을 의미한다.

Fig. 2 Natural frequency sensitivities as a function 

of dimensionless linear stiffness K

Fig. 3 Natural frequency sensitivities as a function 

of dimensionless torsional stiffness G   

그림 와 는 결합부가 없는 경우 강성4 5

    ∞로 간주한 고정 고정보의 모드 형상 -

를 기 으로 비교하 다 비교의 상이 되. 

는 모드 가  와 얼마나 유사한지를 

나타내는 척도로서 (Modal Assurance 

를 사용Criterion) 한다 이러한 유사도의 정량 인 척도. 

는 식 (22)로 표 이 된다. 


 

 


  







  








  









    (22)

고유 진동수의 민감도에서 찰한 바와 같이 매우 

유사하게     
  ∼ 에서 유연한 결합

성질을 나타냄을 찰할 수 있다 비틀린 강성  . 

보다 선형 강성 가 조인트의 강건성에 미치

는 향이 훨씬 큼을 알 수 있다.
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Fig. 4 Modal assurance criterion sensitivities as a 

function of dimensionless linear stiffness

Fig. 5 Modal assurance criterion sensitivities as a 

function of dimensionless torsional stiffness

Fig. 6 An example of finite element model for one 

cantilever beam 

그림 은 외팔보의 끝단에 설정된 선형  비6

틀림 스 링 강성을 조인트로 표하고 개의 유7

한요소로 나 어 동  거동을 측하고자 한다. 

보의 체 길이    유한요소 길이 , 

   직사각형의 단면 가로 , ×세로

   ×  재료의 도 , 

  , 는 단면 차모멘트 재료의 탄성2 , 

계수   ×이다 그림 에서 유한요소 . 6

격자 분할에 따른 번째와 번째 요소의 강

성행렬 요소를 고려하면 요소 번째  자유도는  

      이다. 는 횡방향 변 이고 

는 기울기이다 따라서 고정단으로부터 .  번

째 요소에 스 링이 부착되어 있어 선형 강성행렬

의 요소 과 비틀림 강성행렬의 요소

는 식 와 같다(23.a,b) .

  




 










              (23.a)

  




 




 








                 (23.b)

Table 1 Natural frequency sensitivity for 2 

cantilever beams with tip joints

Spring Mode
Observed natural 

frequency
[Hz]

Rigid model
natural frequency

[Hz]

Linear

1 49.66 62.08

2 113.86 201.31

3 257.94 420.96

Torsional

1 20.51 22.52

2 109.04 121.72

3 274.29 300.97

Table 2 Computations of dimensionless linear and 

dimensionless torsional stiffnesses 

Spring Mode Sensitivity
[%]

Dimensionless
stiffness

Average
Dimensionless

stiffness

Linear

1 20.0 39.8107

38.32772 41.4 37.1535

3 38.7 38.0189

Torsional

1 8.9 3.5481

3.63142 10.4  3.6308

3 8.9  3.7154

Table 3 Comparisons of theoretical and predictive 

linear and torsional stiffnesses 

Stiffness 
element

Theory 
stiffness

Predicted 
stiffness

Error
[%]

Verified 
Equation 

Error 
[%]


 × 

3.1253 3.1304 0.2 0.0




× 

3.3813 3.4322 1.6 0.0
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(a) The first mode

(b) The second mode

(c) The third mode

Fig. 8 Mode shapes due to flexible joint by change 

in linear spring stiffness 

(a) The first mode

(b) The second mode

(c) The third mode

Fig. 9 Mode shapes due to flexible joint by change 

in linear spring stiffness 

좌우가 칭인 개의 외팔보 간에 미지의 강2

성을 가진 선형  비틀림 스 링을 설치하 고 

고유진동수를 상용 로그램을 사용하여 측정하

다[7]. 표 에 각각 차부터 차 모드까지의 측정 1 1 3

고유진동수를 정리하 고 해당 모드를 그림 과 8 9

에 나타냈다. 

산정 민감도는 그림 와 의 세로축에 해당하2 3

며 이에 상응하는 무차원 강성은 가로축에서 추출

한 것을 표 에 나타냈다 평균치의 무차원 강성2 . 

을 식 에서 실제의 추출 강성을 표 에 정(23.a,b) 3

리하 고 오차는 이내임을 찰할 수 있으며 

식 를 사용하여 검증하 다(19) . 

결 론3. 

본 연구에서는 부재간 유연결합 강성을 추출하  

고자 서로 마주보는 외팔보의 끝단에 선형과 비트

림 스 링을 설치하여 정식화하여 다음과 같은 결

론을 얻었다.

무차원 강성의 함수로 고유진동수의 민감도를 1. 

추출하 고 약  ∼에서 유연함을 알 수 

있다.

모드 형상을 강체결합과 비교하여 모드일치도2. 

를 찰한 결과 무차원 강성이 (MAC)

 ∼에서 유연함을 알 수 있다.

자유도를 가진 외팔보의 유한요소 모델에서 3. 14

추출한 결합 강성의 오차는 거의 없음을 알 수 

있다.

고유치의 매개변수가 실험 으로 확보되면 결4. 

합부 강성을 직  추출할 수 있는 기반이 마련

되었다.  

후 기

이 “ 연구는 오공과 학교 학술연구비로 지원되

었음(2016-104-043)”
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