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90/150 HCA를 이용한 MWCA 판정법 
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요 약

유한체 상에서 자기상반다항식은 역방향읽기 성질을 갖는 가역 부호를 설계하는 데 유용하다. 본 논문은 자기상반다항식 

중 하나인 최대무게 다항식을 특성다항식으로 갖는 90/150 CA에 관한 연구이다. 전이규칙이 ⋯인 -셀 90/150 

CA를 이용하여 차 최대무게 다항식에 대응하는 90/150 MWCA가 존재하는지에 대한 판정법을 제안한다. 제안하는 방법

은 실험을 통하여 검증한다. 

ABSTRACT

Self-reciprocal polynomials over finite fields are useful in several applications, including reversible codes with 

read-backward properties. This paper is a study on 90/150 CA with characteristic polynomials of maximal weight 

polynomials, which is one of the self-reciprocal polynomials. In this paper, we propose a decision method for 

determining the existence of 90/150 MWCA corresponding to the maximum weight polynomial of degree   using 

-cell 90/150 CA with transition rule ⋯ . The proposed method is verified through experiments.
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Ⅰ. 서 론

셀룰라 오토마타(Cellular Automata, 이하 CA)는 

물리적, 생물학적 및 계산 시스템을 위해 단순한 결정

론적 수학 모델을 제공한다. CA는 간단한 구조임에도 

불구하고 복잡한 행동을 할 수 있고, 복잡하고 무작위

적인 패턴을 생성할 수 있다. CA는 셀이라는 기본 단

위 메모리가 일정한 배열로 이루어지며, 그 상태가 이

산시간에서 전이규칙에 따라 상태가 전이되는 동적인 

시스템이다. 1차원 3-이웃 CA는 CA중 가장 간단한 

구조로, 셀이 선형으로 배열되어 있으며 각 셀의 다음 

상태는 자기 자신과 왼쪽과 오른쪽의 인접한 두 셀의 

상태에 의해 정해진 규칙에 따라 갱신된다. 이러한 

CA는 간단하고, 규칙적이며, 작은 단위로 확장 연결

할 수 있는 구조이기 때문에 VLSI 하드웨어 구현에 

알맞다. CA에 대한 연구가 시작된 이래로 암호화를 
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위해 CA를 이용하려는 끊임없는 시도가 이루어지고 

있다. CA는 Wolfram에 의해 처음 암호시스템에서 응

용되었고, 이미지 암호를 위한 기저영상 생성기, 대칭

키 암호시스템에서 키수열 생성기 등에 응용되었다

[1-5]. 

Wang 등은 카오스와 가역 CA를 사용하여 보안 

수준이 높은 이미지 암호 알고리즘을 제안하였다[6]. 

또한 Bakhshandeh등은 이미지 변조를 검출할 수 있

는 이미지 암호시스템을 카오스 함수와 CA를 사용하

여 설계하였다[7]. Ping 등은 가역 CA와 비가역 CA

를 모두 이용하여 암호 시스템을 설계하였는데 가역 

CA는 혼돈과 확산과정을 위해 사용되었고, 비가역 

CA는 의사난수열 생성을 위해 사용되었다. 또한 이들

은 보안성을 높이기 위해 비아핀 및 균형규칙을 CA

에 적용하였다[8]. Nandi 등은 탄력적이고 안전한 생

체인식 시스템을 구축하기 위하여 CA를 기반으로 하

는 ECG 해시코드를 설계하였다[9]. 

선형 CA는 상태전이 함수를 행렬을 이용하여 나타

낼 수 있으므로, 주어진 CA의 상태전이 행동에 관하

여 수학적으로 분석이 용이하다. 그러나 역으로 원하

는 성질을 가지는 CA를 설계하는 것은 매우 어려운 

문제이다. 

CA기반의 여러 가지 응용에 관한 연구와 함께 응

용분야에 적합한 CA를 모델링하는 연구도 계속적으

로 이루어지고 있다. 이는 주어진 특성다항식에 대응

하는 CA를 합성하는 것이 LFSR(Linear Feedback 

Shift Register)에 비해 어렵기 때문이다. 그동안 여러 

연구자들에 의해 CA 합성에 관한 연구들이 진행되었

다[10-16]. Cho 등은 최대 길이 90/150 CA를 갖는 

90/150 CA를 합성하는 효율적인 방법을 제안하였다

[12]. 이들이 제안한 방법은 Cattell 등에 의해 제안된 

합성 방법의 시간복잡도 을 로 감소시켰

다[12, 13].  

Sabater 와 Cho 등은 효과적인 키수열을 생성하기 

위하여 비선형적인 방법으로 키수열을 생성하는 수축

수열 생성기를 CA를 이용하여 모델링하였다[14, 15]. 

두 개의 LFSR을 이용하여 비선형적인 방법으로 키수

열을 생성하는 수축수열 생성기에 의해 생성되는 수

열의 특성다항식이 


이라는 성질을 이용하여 

이들은 가약다항식  


≥   (여기서 는 

2차 이상의 기약다항식)에 대응하는 90/150 CA의 합

성 방법을 제안하였다. 

Choi 등은 최대무게 다항식 의 CA 다항식 

여부를 결정하는 방법에 대하여 연구하였고 에 

대응하는 90/150 CA의 개수를 결정하는 방법을 제안

하였다[16]. 또한 90 UCA(uniform CA)와 전이규칙이 

⋯  인 90/150 CA의 특성다항식의 점화관계를 

분석하여 삼항다항식에 대응하는 CA 합성법을 제안하였

다[17, 18]. 그리고 삼항다항식 



  ≥ 

에 대응하는 90/150 HCA를 이용하여 차 최대무게 

다항식에 대응하는 90/150 CA를 합성하는 알고리즘

을 제안하였다[19]. 

본 논문은 양방향으로 읽기가 가능한 부호를 설계하

는데 적용되는 자기상반다항식 중 하나인 최대무게 다항

식을 특성다항식으로 갖는 90/150 CA에 관한 연구이다. 

전이규칙이 <100…0>인 -셀 90/150 HCA(Hybrid 

CA)를 이용하여 차 최대무게 다항식에 대응하는 

90/150 MWCA가 존재하는지에 대한 판정법을 제안한다.  

제안한 알고리즘을 이용하여 최대무게 다항식에 대응하

는 90/150 MWCA의 존재에 대해 판정을 내리고 실제 

존재하는 경우에 대하여 90/150 MWCA를 합성한다. 

Ⅱ. CA Preliminaries

CA의 다음 상태는 각 셀에 적용되는 전이 함수에 의

해 결정된다. CA 중 가장 간단한 구조를 갖는 1차원 

3-이웃 CA의 각 셀의 상태전이 함수는 식 1과 같다.

           
   

  
 
               (1)

여기서 
는 시간 에서 번째 셀의 상태를 나타낸다.  

 
  

 
 를 부울함수로 표현했을 때, XOR논

리로만 표현되는 규칙을 선형규칙이라고 하며 선형규

칙으로만 이루어진 CA를 선형 CA라고 한다. 본 논문

에서 사용되는 90/150 CA는 모든 셀에 적용되는 전

이규칙이 90 또는 150인 CA를 말한다. 표 1은 전이 

규칙 90과 150에 대한 부울식을 나타낸다. 
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그림 1. 전이규칙 <0001>인 90/150 CA의 구조
Fig. 1 Structure of 90/150 CA with transition 

rule <0001> 

rule 90 
 

 ⊕


rule 150 
 

 ⊕
 ⊕



표 1. 전이규칙 90과 150의 부울식 
Table 1. Boolean equation for transition rule 90 

and 150

-셀 90/150 CA의 상태전이 함수는 선형 CA이므

로 다음 상태를 구하는 함수를 행렬로 표현할 수 있

다. 이러한 행렬을 상태전이행렬이라고 하며 식 2와 

같이 삼중대각행렬이 된다. 여기서 CA의 번째 셀에 

적용되는 전이규칙이 90이면   , 150이면   

이다.  

            









   ⋯  

   ⋯  

   ⋯  
⋮⋮⋮⋱ ⋮ ⋮
   ⋯  

   ⋯  

        (2)

식 2는   ⋯  로 간단히 나타낸다. 

-셀 90/150 CA의   상의 특성다항식(charac- 

teristic polynomial) 은   ⊕ 이다. 여

기서 은 ×  단위행렬이다. 상태전이행렬이 인 

임의의 셀 90/150 CA에 대하여 의 최소다항식

(minimal polynomial)은 의 특성다항식과 같다. 

은 삼중대각행렬이므로 의 특성다항식 은 

식 3과 같은 점화관계가 성립한다[20].

                       (3)

여기서     이다.

그림 1은    인 90/150 CA의 구조이다. 

그림 1의 4셀 90/150 CA의 특성다항식은 

   이다. 

Ⅲ. 90/150 HCA를 이용한 MWCA 판정법 

차 최대무게 다항식은 차 다항식의 모든 계수가 

1인 다항식으로   
  ⋯이다. 

는   
 를 만족하는 자기상반다항식

이다. 여기서 
  

 이다. 그리고 

를 특성다항식으로 갖는 90/150 CA를 90/150 

MWCA(Maximum Weight CA)라 한다. 

예를 들어 에 대하여 4-셀 90/150 MWCA는 

   이다. 그리고 에 대하여 6-셀 

90/150 MWCA는 존재하지 않는다. 

 표 2는 부터 까지 대응하는 90/150 

MWCA의 존재여부에 대한 결과이다. 표 2에 의하면 

1차에서 200차까지 90/150 MWCA가 존재하지 않는 

차수는 모두 59개이다. 

-셀 90/150 MWCA는 -셀 90/150 

MWCA로부터 합성할 수 있다[16]. 예를 들어 

에 대응하는 90/150 MWCA는 이므로 이를 이용하

여 에 대응하는 90/150 MWCA를 합성할 수 있

고 그 결과는 
이다. 여기서 

는 의 

대칭전이규칙   을 역순으로 나타낸 것이다. 

반면에 -셀 90/150 MWCA가 존재하지 않으면 

-셀 90/150 MWCA 역시 존재하지 않는다. 

표 2에서 6-셀 90/150 MWCA가 존재하지 않으므로, 

크기가 13, 27, 55, 111,⋯인 90/150 MWCA가 존재하

지 않는다. 따라서  인 짝수차  에 대하

여 90/150 MWCA가 존재하는 지에 대한 판정기준이 

필요하다. 다음 보조정리는 식 3으로부터 유도할 수 

있다[19]. 
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<보조정리 1> 전이규칙이 ⋯ 인 ≥ -

셀 90/150 HCA의 특성다항식을 라 하면 식 4를 

만족한다. 

                     (4)

여기서   이고   이다. 

정리 2는 -셀 90/150 HCA로부터 -셀 90/150 

MWCA를 판단하는 기준을 제시하는 근거이다. 

<정리 2> 전이규칙이  ⋯ 인 90/150 CA의 

특성다항식 에 대하여 식 5가 성립한다. 

                       (5)

Range of degree
The degree in which MWCA 
does not exist

 ∼ 
6, 13, 20, 22, 27, 30, 34, 41, 
45, 46, 48

 ∼ 
55, 61, 62, 68, 69, 70, 72, 76, 
78, 83,  88, 90, 91, 92, 93, 97

 ∼ 
102, 104, 111, 114, 118, 123, 
125, 126, 132, 137, 139, 140, 
141, 145, 146, 150

 ∼ 
153, 154, 157, 160, 166, 167, 
174, 177, 181, 183, 185, 187, 
188, 190, 195, 198

표 2. 부터 까지 90/150 MWCA가 

존재하지 않는 차수
Table 2. The degree of the polynomials for which there 

is no 90/150 MWCA from   to 

(증명) 수학적 귀납법으로 증명할 수 있다.  

이므로   
   

  이다. 그러므로  일 때 성립한다. 

 일 때, 보조정리 1에 의해   
 이

고, 

     
 

    
 

  

이므로 식 5를 만족한다. 

≤ 일 때,   라고 가정하면, 

   

 



  




 


 
 

 

 

이므로  일 때도 성립한다.               

다음은 -셀 90/150 HCA기반의 -셀 90/150 

MWCA의 존재 여부에 대한 판정기준을 제안한다. 

-셀 90/150 HCA  ⋯ 의 특성다항식을 

이라 할 때, 에 대응하는 -셀 90/150 

MWCA의 존재여부에 대한 판정기준은 다음과 같다. 

(ⅰ) 가 기약이고 의 계수가 이면 는 

기약다항식이다. 따라서 는 CA 다항식이다.

(ⅱ) 가 기약이고 의 계수가 이면 는 

가약다항식이며 CA 다항식이 아니다.

(ⅲ) 가 가약일 때, 기약인수가 모두 짝수 차이

면 는 CA 다항식이다.

(ⅳ) 가 가약일 때, 의 계수가 인 홀수차 기

약 인수가 존재하면 는 CA다항식이 아니다.

(ⅴ) 가 가약일 때, 홀수차 기약 인수의 항의 

계수가 모두 1이면  는 CA 다항식이다.  

표 3은 제안한 판정기준을 이용하여 90/150 MWCA

의 존재 여부를 결정하는 알고리즘이다. 
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 Factorization  Output (  is...) case

54 (18,…,4,1,0)(18,…,2,1,0)(18,…3,1,0) a CA-polynomial  ⅲ

57 (2,1,0)(11,…,3,2,0)(44,…,6,5,0) not a CA-polynomial ⅳ

60 (5,4,2,1,0)(55,…,2,1,0) a CA-polynomial  ⅴ

65 65,…,33,1,0 a CA-polynomial ⅰ

83 83,…,3,2,0 not a CA-polynomial ⅱ

108 (3,2,0)(5,2,0)(5,3,0)(5,4,3,2,0)(15,⋯ ,54,0)(15,⋯ ,6,3,0)(15,⋯ ,4,2,0)(15,⋯ ,9,3,0) not a CA-polynomial ⅳ

표 4. 90/150 MWCA 판정 알고리즘을 이용한 의 인수분해와 의 판정 결과 

Table 4. Results of   and factorization of   using 90/150 MWCA decision algorithm

(15,⋯ ,5,4,0)(15,⋯ ,6,2,0)

110 (4,1,0)(4,3,2,1,0)(6,5,4,1,0)(24,⋯ ,3,2,0)(24,⋯ ,8,7,0)(24,⋯ ,4,2,0)(24,Input : Degree  of 

Output :   is a CA-polynomial or not a 

CA-polynomial 

Step1 : If  ( is odd)  ⌊⌋
        else 

Step2 : Compute   using eq. (4)

          

(  ⋯  )

Step3 : If (  is irreducible)

   {     

     If (coefficient of   term = 1 ) 

       is a CA-polynomial  STOP

     else   is not a CA-polynomial STOP

   }

Step4 : Factor 

Step5 : If (the degree of all irreducible factors is 

      all even)   is a CA-poly.  STOP

       else if (the coefficient of x term of all 

          odd-degree irreducible factor is 1)  

            is a CA-polynomial  STOP 

      else   is not a CA-polynomial   

STOP 

표 3. 90/150 MWCA 판정 알고리즘
Table 3. 90/150 MWCA decision algorithm

표 4는 제안한 90/150 MWCA 판정 알고리즘을 이용 

하여 에 대응하는 90/150 MWCA의 존재 판정

의 결과이다. 표 4에서 의 인수분해의 개수 목

록은 기약인수의 각 항에 대하여 계수가 1인 의 차수

를 의미한다. 예를 들어 (2,1,0)은  을 나타낸

다. 또한 편의상 항의 수가 6이상인 기약인수에 대하여

는 내림차순으로 정리하여 최고차항의 차수와 하위 3

개항의 의 차수만 나타낸다.   

본 연구에서는  까지 을 구하여 

Maple 13을 이용하여 의 인수분해를 하였다. 또

한 제안된 알고리즘에 의해 CA-다항식인 경우 셀 

90/150 MWCA를 합성하였다. 이때 90/150 MWCA 합

성은 [12]에서 제안된 90/150 CA합성알고리즘을 이용

하였다.  

Ⅳ. 결론 
 

본 논문에서는 양방향으로 읽기가 가능한 부호어를 

생성하는 자기상반다항식 중 최대무게 다항식에 대응

하는 90/150 MWCA의 존재 여부에 대한 판정법을 

제안하였다. 전이규칙이 <100…0>인 -셀 90/150 

HCA의 특성다항식을 구한 후 인수분해 한 결과를 5

가지 부류로 나누어 가 CA 다항식인지 아닌

지 판단하였다. 이러한 방법은 전이규칙이 일정한 작

은 크기의 90/150 CA의 특성다항식을 이용하여 큰 

크기 셀의 90/150 MWCA의 존재에 대한 판정이 가

능하므로 제안한 판정법은 셀의 크기가 커졌을 때, 매

우 효율적일 것으로 사료된다. 
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