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랜덤형 2차원 할당문제의 최소 거리-최대 물동량 배정 

알고리즘

The Min-Distance Max-Quantity Assignment Algorithm for Random 
Type Quadratic Assignment Problem

이상운*

Sang-Un, Lee*

요  약  2차원 할당 문제는 다항시간 알고리즘이 알려지지 않은 NP-완전 문제이다. 본 논문은 위치간 거리가 일정하지 않은 

랜덤형 2차원 할당 문제의 최적 해를    수행 복잡도로 찾을 수 있는 알고리즘을 제안하였다. 제안된 알고리즘은 단순히 

거리 합을 오름차순으로, 물동량 합을 내림차순으로 정렬하여 1:1 매치시킨 최소 거리 위치에 최대 물동량 시설을 배정하는 

전략을 수행하고, 위치별 거리와 시설별 물동량 상관관계를 최적으로 반영하기 위해 시설들을 교환하는 전략을 적용하였다. 

실험 데이터에 적용한 결과, 제안 알고리즘은  의 다항시간 알고리즘임에도 불구하고 메타휴리스틱 방법의 일종인 유전

자 알고리즘의 해를 개선할 수 있었다.

Abstract  There is no known polynomial time algorithm for random-type quadratic assignment problem(RQAP) that is 
a NP-complete problem. Therefore the heuristic or meta-heuristic approach are solve the approximated solution for the
RQAP within polynomial time. This paper suggests polynomial time algorithm for random type quadratic assignment 
problem (QAP) with time complexity of  . The proposed algorithm applies one-to-one matching strategy between 
ascending order of sum of distance for each location and descending order of sum of quantity for each facility. Then,
swap the facilities for reflect the correlation of distances of locations and quantities of facilities. For the experimental
data, this algorithm, in spite of   polynomial time algorithm, can be improve the solution than genetic algorithm
a kind of metaheuristic method.
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Ⅰ. 서  론 

2차원 할당문제(quadratic assignment problem, QAP)

는 개 위치(locations,  ⋯)에 개 시설

(facilities,  ⋯)을 배치하는 문제로, 위치 간 

×  거리 행렬 과 시설 간 ×  물동량 행렬 에 대

해 운송비용을 최소화하도록 를 에 1:1로 배정하는 

문제이다
[1]. 
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QAP는 1957년에 Koopmans와 Beckman이 건물 배정 

문제(facility location problem)를 모형화하기 위해 처음 

제기한 이래[2], 근사 해를 얻는 구성 알고리즘, 제한된 나

열 방법, 분기한정 법, 유전자 알고리즘 등이 제안되고 있

으며, 대부분은 메타 휴리스틱 방법의 일종인 유전자 알

고리즘을 적용하고 있는 실정이다
[3-4].

일반적인 할당문제(assignment problem, AP)는 1차

원 할당 문제로 행과 열의 1차원의 양측-최적화만을 

수행해야 하지만, QAP는 2개의 행렬에 대해 4차원의 4

측-최적화를 수행해야 하는 극도로 어려운 문제로 현재

까지 다항시간으로 풀 수 있는 알고리즘이 알려져 있지 

않아 NP-완전(NP-complete) 문제로 분류되고 있다[1]. 

일반적으로, QAP는 개의 가능한 할당 경우수가 존재

한다.

AP의 해를 다항시간으로 풀 수 있는 방법으로 Lee[5-6]는 

역-삭제와 이중경로 경쟁방식 알고리즘을 제안하였다.

QAP의 대표적인 사례로 병원 시설 배정문제(hospital 

layout problem)와 전자회로 배선문제(steinberg wiring 

problem)가 있다[7-8]. 병원 시설 배정문제는 시설(진료실)

간 거리가 일정하지 않은 랜덤형(random type)인 경우이

고, 전자회로 배선문제는 위치간 거리가 일정한 그물형

이나 사각형(mesh or rectangular type)이다. QAP를 다

항시간으로 풀 수 있는 가능성을 보인 연구로는 Lee[9]의 

그리드형 QAP(GQAP)와 Lee[10]의 RQAP에 대한 최대흐

름-최소거리 방법이 있다. 이 방법들은 거리행렬을 오름

차순으로, 흐름 행렬을 내림차순으로 하여 각각에 대한 

역-점수화 하여 매칭시키는 방법이다.

본 논문은 랜덤형 QAP(RQAP)에 한정된 알고리즘을 

제안한다. 2장에서는 QAP의 형태를 고찰하고, Lee[10]의 

RQAP에 대한 최대흐름-최소거리 정렬 역-점수화 매칭

방법을 고찰한다. 3장에서는 Lee[10]의 역-점수화 매칭 알

고리즘(reverse- score matching algorithm, RSMA)과는 

다른 교환-최적화 기법으로 RQAP의 해를  의 다

항시간으로 찾을 수 있는 알고리즘을 제안한다. 4장에서

는 제안된 알고리즘을 RQAP 사례들에 적용하여 해를 

찾는지 평가해 본다.

Ⅱ. QAP 개념과 관련연구

할당 문제(AP)는 그림 1과 같이 1차원과 2차원으로 

분류된다. 1차원 할당 문제는 의 완전 이분 그래프로 

형태로 작업이 기계에서 소요되는 단방향 시간에 대해 

작업과 기계 측면의 양측-최적화를 수행하는 형태로 볼 

수 있다. 반면에, 2차원 할당 문제(QAP)는 2개의   완

전 그래프 형태를 취하는 복잡한 문제이다.

QAP는 시설   ⋯, 위치   ⋯에 대

해   시설이 위치에 위치할 때   , 에서 로의 물

동량을 , 위치간의 거리를 라 할 때, 식 (1)을 만족하

도록 시설을 위치에 배정하는 문제이다
[1].

(a) One-dimensional        (b) Quadratic 

그림 1. 할당문제 분류

Fig. 1. Class of assignment problems
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QAP의 최적 해를 찾는 다항시간 알고리즘이 알려져 

있지는 않다. 다만, 휴리스틱 방법으로 최적 해라고 알려

진 다양한 사례들이 QAPLIB[11]로 제시되어 있다.

QAP의 위치별 거리는 블록간 거리가 1로 일정한 맨

허튼 거리(manhattan distance)인 그물형과 일정하지 않

은 유클리드 거리(euclidean distance)의 랜덤형이 있다. 

그림 2는 그물형과 랜덤형의 사례를 보여주고 있다.

(a) Random type
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(b) Mesh type

그림 2. QAP 위치의 거리 형태

Fig. 2. Distance type of locations for QAP

Tsutsui와 Fujimoto[12]는 그림 2의 (a)인  , 랜덤형 

시설 배정 문제 FL-QAP(1)에 대해 유전자 알고리즘

(genetic algorithm, GA)을 적용하여 그림 3과 같이 

       으로, 위치 순서대로 2-1-4-3

의 시설을 할당하였으며,   를 제시하였다.

그림 3. FL-QAP(1)의 해

Fig. 3. Solution of FL-QAP(1)

QAP는 별개인 위치간 거리와 시설간 물동량의 2개 

행렬에 대해 위치와 시설을 1:1로 최적화되도록 매칭시

켜야 하는 어려운 문제로 다항시간 알고리즘이 알려지지 

않고 있다[1]. 따라서 메타휴리스틱 방법의 일종인 유전자 

알고리즘을 적용하고 있는 실정이다.

Lee[10]의 RSMA는 주어진 QAP의 거리행렬을 거리 

오름차순으로, 흐름량 행렬의 용량을 내림차순으로 정렬

한다. 두 번째로, 거리행렬의 와 흐름량 행렬의 

가 일치하면   로 배정한다. 만약, 다르

면 최적의 위치로 배정한다. 이는 정렬된 순서에 대한 역

수의 값으로 순위 점수를 매긴 합을 이용하여 최대-최대 

점수 쌍(시설-위치)으로 결정할 수도 있다.

FL-QAP(1)에 대해 Lee[11]의 RSMA를 적용하면 그

림 4와 같이        로 4개 시설을 4

개의 위치에 배정하여 비용  1,002를 얻는다. 

      

      

      

      

그림 4. FL-QAP(1)에 대한 역-순위 매칭

Fig. 4 Reverse-score matching for FL-QAP(1)

거리행렬을 거리 오름차순 정렬하면  

   이며, 흐름행렬을 용량 

내림차순 정렬하면    

  이다. 정렬된 순서에 대해 이

분그래프의 시설-위치 쌍이 최적이 되도록 1:1 매칭 결과 

           로 4개 시설을 각각의 위치에 

설치할 수 있다.

그러나 Lee
[10]의 RSMA는 최대흐름-최소거리 배정을 

1:1로 정확히 매칭시키는 방법이 어려운 경우가 발생하

기도 하여 특정 데이터에 대해서는 약간의 예외 규칙을 

적용해야만 하는 경우도 발생한다. 따라서 3장에서는 항

상 단일화된 규칙을 갖는 매칭 알고리즘을 제안한다.

Ⅲ. 최소 거리-최대 물동량 할당 

알고리즘

위치간 거리가 일정하지 않은 RQAP의 주어진 위치 

행렬 의   거리 정보와 시설 행렬 의   물동량 정

보로는 어느 시설을 어느 위치에 배정되는 것이 최적인

지에 대한 사전정보가 전무한 상태이다. 이와 같이, 사전 
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정보가 전혀 없는 상황에서 수송비용(=거리×물동량)이 

최소가 되도록 개 시설을 개 위치에 1:1로 최적으로 

배정해야만 한다. 

단지, 우리는 주어진 위치 행렬 의 각 위치별 타 위

치들과의 거리 합과 시설 행렬 의 각 시설별 타 시설들

과의 물동량 합은 알 수 있다. 따라서 본 장에서는 이러

한 거리 합과 물동량 합의 사전 정보를 활용하는 전략을 

제안한다.

제안 알고리즘은 위치 행렬 의 각 위치의 거리 합을 

오름차순으로 정렬하고, 시설 행렬 의 각 시설별 물동

량 합을 내림차순으로 정렬하여 1:1로 매치시켜 초기 해

를 구한다. 이와 같이 개 값에 대한 정렬은  

의 복잡도가 요구된다. 이와 같은 방법으로 수행하면 중

심에 위치한 장소에 최대 물동량 시설을, 가장 변두리 장

소에 최소 물동량 시설을 배정시키는 집중화를 달성할 

수 있다.

그러나 최소 위치-최대 물동량 배정 전략은 전체 시설

을 배정한 경우의 시설들 간과 위치들 간의 복잡한 상관

관계를 반영하지 못해 최적 해를 얻지 못할 수 도 있다. 

이러한 문제점을 해결하고자,   ⋯  사이클

의 시설 위치를  교환하는 최적화 전략을 수행하여 최적 

해를 얻는다.

제안된 알고리즘을 최소위치-최대 물동량 배정으로 

초기 집중화를 수행하고 교환 최적화 기법으로 미세 조

정하는 집중화 알고리즘(concentration algorithm, CA)이

라 하며, 그림 5와 같이 수행된다.

CA가 Lee[10]의 RSMA와의 차이점은 Step 2로, 

RSMA는 거리와 흐름의 정렬된 순서 각각에 대해 역-점

수화하여 1:1로 매칭시킴에 있어 유일한 규칙을 갖고 있

지 않은데 반해, CA는 정렬된 순서를 1:1 매칭시킨 초기 

해에 대해 Step 2의 교환 최적화를 수행하는 유일한 규칙

을 가진 방식이다.

그림 2의 FL-QAP(1)에 대해 CA를 적용하면 거리행

렬은 4-2-1-3, 흐름 행렬은 4-1-2-3 순서가 된다. 여기

서 거리행렬의 2-1을 1-2로 교환하면 그림 6과 같이 

        로  1,002가 된다. 결국, 

FL-QAP(1)에 대해 GA는 최적 해를 얻는데 실패하였지

만 CA는 RSMA와 동일한 최적 해를 얻었음을 알 수 있

다.

Step 1. 초기 해 /* 수행 복잡도 :     */
(1) 거리 정보 위치 행렬 의 각    ⋯ 의 

거리 합 




를 구하여 오름차순으로 정렬.

(2) 물동량 정보 시설 행렬 의 각    ⋯

의 물동량 합 




를 구하여 내림차순으로 정렬.

(3) 와 를 1:1로   쌍을 형성.

Step 2. 교환 최적화 /* 수행 복잡도 :   */

를 더 이상 감소시킬 수 없을 때까지 반복 수행.

(1)  와 ′′ 에 대해  ′↔ 교환으로 가 감

소되면 ′↔의 2-opt 사이클 교환 수행

(2)  ,′′ ,″ ″ 에 대해 →′ ′→″
″→ 교환시 를 감소시키면 →′′→″
″→의 3-opt 사이클 교환 수행

그림 5. 집중화 알고리즘(CA)

Fig. 5. Concentration algorithm(CA)

     Sum       Sum

  5 10 2 17   21 11 44 76
 5 　 6 3 14  21 　 12 30 63
 10 6 　 4 20  11 12 　 9 32
 2 3 4 　 9  44 30 9 　 83
Ascending order :     Descending order : 

             

         

그림 6. CA를 이용한 FL-QAP(1) 최적 해

Fig. 6. The optimal solution of FL-QAP(1) using CA

그림 7의    FL-QAP(2)는 Jensen과 Bard
[13]
에서 

인용되었다. Jensen과 Bard[13]은 엑셀을 이용해 

       로  6,520을 얻었다.

 FL-QAP(2)에 대해 CA를 적용하면 그림 8과 같이 

 6,520으로 Jensen과 Bard[13]과 동일한 결과를 얻었다.

그림 7.   FL-QAP(2)

Fig. 7.   FL-QAP(2)
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     Sum       Sum

 80 150 170 400  5 2 7 14
 80 130 100 310  5 3 8 16
 150 130 120 400  2 3 3  8
 170 100 120 390  7 8 3 18
Ascending order :     Descending order : 

         

      

그림 8. CA를 이용한 FL-QAP(2) 최적 해

Fig. 8. The optimal solution of FL-QAP(2) using CA

Ⅳ. 알고리즘 적용성 평가

본 장에서는 그림 9의    FL-QAP(3) 시설 배정 

문제와    FL-QAP(4) 병원 배정 문제에 대해 제안

된 CA의 적용성을 평가해 본다. 두 문제 모두 물동량 행

렬이 완전 그래프가 아닌 희소행렬 그래프로 특정 시설

들 간에만 물동량이 존재하는 특징이 있다.

(a) FL-QAP(3) of    facility layout problem

(b) FL-QAP(4) of    Hospital layout problem

그림 9. 실험 데이터

Fig. 9. Experimental data

FL-QAP(3)과 FL-QAP(4)에 CA를 적용한 결과는 그

림 10에 제시되어 있다. 

(a) The optimal solution of FL-QAP(3)

(b) The optimal solution of FL-QAP(4)

그림 10. 실험 데이터에 대한 CA

Fig. 10. CA for experimental data

FL-QAP(3)은 4-8-5-3-6 -9-7-2-1의 시설 배정으로 

 4,774를 얻었다. 이 결과는 유전자 알고리즘으로 얻은 

해  4,818을 개선하였음을 알 수 있다.

FL-QAP(4)에 대해 CA는 기존에 알려진 해 9-10- 

7-18-14-19-13-17-6-11-4-5-12-8-15-16-1-2-3의  

17,212,548과 동일한 결과를 얻었다.

본 논문에서 거론된 4개 데이터에 대해 기존에 알려진 

최적해와 CA를 비교한 결과는 표 1에 제시되어 있다. 제

안된 CA는 단지 2와 3-opt만을 수행하는  의 수행 

복잡도를 갖는 다항시간 알고리즘임에도 불구하고, 4개

의 실험 데이터 모두에서 메타휴리스틱 방법의 일종인 

유전자 알고리즘에 비해 최적 해를 찾았음을 알 수 있다. 

표 1. 알고리즘 성능 비교

Table 1. Compare of algorithm performance

문제 
알려진

최적 해

RSMA

[10]

CA

 최적화

FL-QAP(1)  4      1,524   1,002      1,002 2-opt ( 1회)

FL-QAP(2)  4      6,520   6,520      6,520 -

FL-QAP(3)  9      4,818    4,774      4,774
2-opt ( 4회)

3-opt ( 1회)

FL-QAP(4) 19 17,212,548 17,212,548 17,212,548
2-opt (13회)

3-opt ( 1회)
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Ⅴ. 결 론

본 논문은 지금까지 다항시간으로 해를 구하는 알고

리즘이 알려져 있지 않은 RQAP에 대해  의 다항시

간 알고리즘을 제안하였다.

RQMA에 대해  의 다항시간으로 해를 구하는 

Lee[10]의 RSMA는 거리와 물동량을 1:1로 매칭시키는 

유일한 규칙을 갖고 있지 않아 최적의 매칭을 시키지 못

할 수도 있는 단점을 갖고 있었다. 이러한 문제점을 해결

하기 위해 본 논문에서는 RSMA와 동일하게 최소 거리

(거리 오름차순 정렬)-최대 물동량(물동량 내림차순 정

렬) 순서에 대해 초기 실현 가능 해로 1:1로 매칭시키는 

과정을 동일하게 수행하였다. 본 논문에서 제안된 알고

리즘과 RSMA의 차별성은 본 논문에서는 초기 실현 가

능 해에 대해 비용을 감소시킬 수 있는 시설을 상호 교환

하는 규칙을 적용하여 항상 동일한 최적 해의 결과를 얻

을 수 있는 방법을 제안하였다는 점이다.

제안된 알고리즘은 수행 복잡도가  인 다항시간 

알고리즘임에도 불구하고, FL-QAP(1)과 FL- QAP(3)에 

대해서는 메타휴리스틱 방법의 일종인 유전자 알고리즘

의 해를 개선하는 효과를 얻었다. 또한  RSMA와 동일한 

결과를 얻었지만 RSMA의 최적의 매칭 어려움을 해결할 

수 있는 단일화된 규칙을 제시하였다.

결국, 본 논문은 NP-완전인 RQAP에 대해 RSMA에 

비해 보다 다항시간 알고리즘 존재 가능성을 높일 수 있

는 알고리즘이 존재함을 보였다.
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