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Concept Map을 통한 수학 문제의 구조 분석 연구

서 보 억 (충남대학교)1)

수학교육에서 Concept Map(개념그림)을 활용하기 시작한 초기에는 Concept Map이라는 그림 안에 수학적 아이디어

를 어떻게 표상할 수 있느냐에 초점이 맞추어져 있었다. 하지만, 최근 연구에 따르면 Concept Map이 문제해결력과

밀접한 관련이 있다. 구체적으로 Concept Map은 학생들 사이의 협력적 문제해결의 도구, 문제를 탐구하기 위한 도

구, 문제의 구조를 소개하기 위한 도구, 지식의 체계를 개발하고 체계화하는 도구 등으로 사용될 수 있다. 이에 본

연구에서는 Concept Map에 대한 선행연구 분석을 기반으로 Concept Map을 활용한 수학 문제의 구조 분석에 집중

하였다. 그 결과 수학 문제 구조 분석을 위한 Concept Map의 활용 방법을 개발하였고, 개발된 자료를 적용하여 실

제 수학 문제 분석에 적용함으로써 그 실현 가능성을 확인하였다. 본 연구 결과를 통해 수학 문제 구조의 파악, 수학

과 교육과정 및 교과서와 일관성 있는 문제의 개발, 수학 문제의 난이도 분석 등에 효과적으로 활용될 것으로 기대

된다.

Ⅰ. 서론

현재 수학과 교육과정을 근거로 살펴 볼 때, 학교 수학교육의 목적은 개인의 전인격적인 재능 개발 및 개인

의 필요에 부응하는 교육 실현에 중요한 가치를 두고 있다(교육부, 2015a). 이러한 시대적 요구에 따라 2015 개

정 수학과 교육과정은 수학 교과 역량을 기반으로 개발되어졌다. 실제 교육부(2015b)는 수학과 교육과정에서 문

제해결, 추론, 창의․융합, 의사소통, 정보 처리, 태도 및 실천 역량을 수학 교과 역량으로 제시하였다. 이러한 수

학 교과 역량 중 과거 교육과정에서부터 가장 오랫동안 지속적으로 강조하고 있는 역량은 문제해결 역량이다.

황혜정 외(2016)는 수학교육의 궁극적인 목표를 ‘문제해결 능력의 신장’이라고 제시하였는데, 이러한 문제해결 신

장에서 절대적이고 필수적인 요소는 교사와 학생들 앞에 놓여진 ‘수학 문제’일 것이다.

수학 문제에 대해 Zeitz(1999)는 ‘어려움을 느끼고, 해결의 절차가 알려져 있지 않은 다양한 사고가 요구되는

것’이라고 정의하였다. 수학 문제는 즉각적으로 그 해답을 얻을 수 없으면서 해결 과정에서 여러 종류의 개념과

기능을 필요로 한다. 이러한 수학 문제의 속성으로 인해 수학 문제를 체계적으로 다루기 위해 문제의 구조에 대

한 분석은 몇 가지 중요한 가치를 지닌다. 첫째, 수학은 계통적이고 구조적 교과이다. 이러한 수학적 지식의 속

성이 수학 문제에도 고스란히 담겨져 있어야 한다. 따라서 문제의 구조에 대한 분석은 수학 문제가 수학의 구조

를 정확하게 담고 있는지 판단할 수 있는 중요한 수단이 될 수 있다. 둘째, 최근의 수학교육은 ‘수학과 교육과

정’, ‘수학 교과서’, ‘수학 평가 문제’라는 삼원관계 속에서 상호 일관성을 강조하고 있다(교육부, 2015b). 특히 수

학 문제와 수학 교과서 사이의 일관성을 강조하고 있는데, 이들 사이의 일관성의 수준을 평가하기 위해 수학 문

제의 구조에 대한 분석은 효과적으로 활용될 수 있다. 셋째, 최근 과정 중심 평가 및 수업시간에 이루어지는 형

성평가에 관심이 높다. 이러한 평가 문제를 효과적으로 제작하기 위해서는 수학 문제의 구조에 대한 이해가 충
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분히 이루어질 필요가 있다. 넷째, 우리나라의 경우, 현장 학교에서의 평가 문제나 국가에서 주도하는 평가 문제

는 대부분 고부담 평가이다. 이러한 고부담 평가에서 수학 문제의 난이도 조절은 중요한 과제가 아닐 수 없다.

또한 고부담 평가에서 오류가 없는 문제를 개발하는 것은 중요한 문제이다.

이러한 목적을 달성하기 위한 수단으로 수학 문제의 구조에 대한 분석은 유용하게 활용될 수 있다. 하지만

현재 우리의 현실은 구체적 문제의 수준을 결정하는 기준이나 문제를 분석하는 구체화된 도구가 없는 실정이다.

게다가 우리나라에서 해마다 실시하고 있는 대학수학능력시험, 국가수준 학업성취도 평가 등에서 출제되는 다양

한 문제들에 대한 분석이 이루어지고 있지만 이러한 분석에 대한 도구가 구체적이지 않다는 한계가 있다.

문제의 구조에 대한 체계적 분석의 필요성은 매우 현실적인 필요성이 아닐 수 없다. 이러한 체계적 분석을

위해 Ausubel, Novak과 같은 유의미학습론자들의 연구에 주목할 필요가 있다. 이들은 학습자가 향후 학습과 창

의적 문제해결을 용이하게 만들기 위해 개념의 의미를 어떻게 획득하는지에 대한 연구를 실시하였다(Ausubel,

2000). 이들은 Kuhn(1962)의 ‘과학혁명의 구조(structure of scientific revolutions)’를 통해 획기적 전환점을 맞이

하였는데, 학습자의 노력에 의한 지식의 창조에 큰 관심을 보였다. 여기서 지식의 창조란 방법론과 패러다임, 유

용하고 진화하는 패러다임과 아이디어로 이어지는 일련의 아이디어와 방법론을 포함하는 인간의 노력으로 보았

다. 이러한 상황에서 유의미론자는 학습을 촉진하기 위해 새로운 방법으로 교육을 설계하려고 노력하였고

(Novak, 1977), 특히 Novak의 공동 연구자들은 이미 밝혀진 ‘개념과 명제’를 계층적으로 정렬된 그림으로 변형

시키는 새로운 아이디어를 제안하였는데, 이것이 Concept Map(개념그림)이다. Novak(1998, 2002)은 수업을 진행

하면서 특정 개념과 지식이 학습자의 사고에 통합되는데, 이러한 통합의 과정과 구조를 설명하는 도구로

Concept Map을 제시하였다. Concept Map에 대해 Novak과 Musonda(1991)는 ‘강력한 지식 표상의 도구이면서

동시에 평가의 도구’라고 하였고, Novak과 Cañas(2009)는 ‘어떤 교과에서도 유익하고 유용한 도구로써 유의미한

학습의 본질과 지식의 본질을 이해하기 위해 학생들을 도울 수 있는 초인지적 도구’라고 평가하였으며,

Novak(1998)는 ‘전문 지식을 수집하고 보존하며, 문제해결을 위한 훌륭한 도구’로 사용할 수 있다고 제안하였다.

Novak(1990)을 비롯한 여러 학자들은 Concept Map의 유용성에 대해 첫째, 학습의 도구로 학생들이 가진 지식

과 개념의 구조에 대한 이해를 설명할 수 있고, 둘째, 발판화의 도구로 문제의 해석과 수학적 주제의 개념적 해

석을 위한 도구로 사용할 수 있으며, 셋째, 교육적 도구로서 학습 및 학습 활동을 구성하고 순서를 정하기 위해

사용할 수 있다고 밝히고 있다.

Novak과 그의 동료들이 제안한 Concept Map의 유용성 중 본 연구에서는 ‘문제의 해석과 수학적 주제의 개

념적 해석을 위한 도구’에 초점을 맞추었다. 신성균, 강문봉, 황혜정(1993)은 문제해결을 위해 요구되는 지식으로

수학지식(mathematical knowledge), 전략지식(strategic knowledge), 조절전략(control strategies)을 제시하였다.

수학지식은 수학 문제와 관련된 개념, 용어, 원리, 법칙, 정의, 정리, 절차 등이고, 전략지식은 구하고자 하는 것

에 도달하기 위해 도움을 주는 일반적인 암시이며, 조절전략은 수학지식과 전략적식을 선택하고 실행하는 등의

통제와 조절이다. 또한 Tao(2006)는 문제를 해결하기 위한 자신의 경험을 소개하면서 주어진 문제보다 더 단순

한 문제를 풀어보면 원래 문제의 풀이 방법이 떠오른다고 하였고, Polya(1945)는 문제를 해결할 수 없는 상황에

서 사용할 수 있는 전략으로 ‘보다 접근하기 위한 쉬운 관련된 문제’를 해결할 것을 권고하였으며 Zeitz(1999)는

문제해결을 등산에 비유하며 어렵지 않은 다양한 봉우리 인근에 대한 여러 차례의 작은 산행을 가지는 것을 권

장하고 있는데, 여기서 작은 산행이란 주어진 문제에 내재된 더 간단하면서 단순한 하위 문제를 의미한다. 문제

해결에서 Tao와 Polya, Zeitz의 공통적인 관심은 문항이 주어지면 해당 문항을 더 세분화되어진 하위 문항 혹은

기본 문항으로 쪼갤 수 있음에 주목한 것이다. 이것은 곧 주어진 수학 문항에 대한 조직화 및 세분화가 가능함

을 역설한 것인데, Schmitau(2004)는 이러한 조직화와 세분화를 위한 도구로 Concept Map을 제안하고 있다.

이러한 선행연구에 근거하여, 본 연구에서는 Concept Map을 기반으로 문제의 구조를 파악할 수 있는 방법의

탐색을 연구 목적으로 설정하였다. 이러한 목적에 따라 본 연구에서는 Concept Map 및 Math Concept Map(이
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하, 수학개념그림)에 대한 의미를 분석하고, 이를 바탕으로 수학의 문항 구조의 분석을 위한 도구인 Item

Concept Map(이하, 문항개념그림)을 개발하며, 최종적으로 개발된 문항개념그림을 구체적인 문제 상황에 적용하

는 것을 연구 내용으로 설정하였다. 이를 통해 우리가 접하는 다양한 수학 문항에 대한 구조를 파악할 수 있는

계기가 될 것으로 기대한다.

Ⅱ. 이론적 배경

1. Concept Map의 개념

유의미설명학습의 우수성에 대해 연구한 Ausubel(2000)에 따르면, 유의미학습의 본질은 인지구조 내에 학생들

이 이미 알고 있는 지식과 새로운 지식 사이의 연결 고리를 만드는 것인데, 인지 구조는 일반적 개념과 덜 일반

적이고 구체적 개념 사이의 계층화된 조직적 구성으로 이루어져 있다. Ausubel(2000)에 따르면 새로운 개념을

기존 인지 구조와 연결시키는 것은 첫째, 점진적인 분화(progressive differentiation)를 통한 보다 일반적인 아이

디어로 기존 지식의 재구성, 둘째, 통합적 조정(integrative reconciliation)을 통한 명백한 서로 다른 아이디어가

조정되었을 때 많은 아이디어를 하나 또는 두 개로 합성하는 것을 통해 이루어질 수 있는데, Concept Map의 작

성을 통해 주제 및 문제에 대한 해석과 이해를 공개적으로 설명할 수 있다(Novak & Gowin, 1984).

이처럼 Concept Map은 Ausubel의 유의미학습이론에 그 근거를 두고 있다(Novak & Gowin, 1984).

Ausubel(2000)에 따르면 유의미한 학습은 구체적 하위개념과 상위개념이 서로 통합하거나 하위개념이 상위개념

에 포섭됨으로 인해 효과적으로 일어날 수 있는데, 이러한 상위개념과 하위개념 사이의 상호관계를 여러 가지

개념과 그 개념들 사이의 연결어를 통해 상위에서부터 하위로 이어지는 일련의 명제가 형성될 수 있도록 시각

적으로 표현한 것이 바로 ‘Concept Map’이다(Karoline, 2009). 즉, Concept Map은 특정 개념에 대한 조직화 및

세분화를 통해 개념들 사이의 관계를 설명하는 명제를 다이어그램을 통해 시각적으로 표현한 것이다.

Concept Map에서 가장 중요한 것은 일련의 명제를 형성하도록 개념과 개념 사이에 연결어를 진술하는 것이

다. [그림Ⅱ-1]에서 세 가지 서로 다른 대상을 볼 수 있다. 첫째, 사각형( ) 모양, 둘째, 화살표 혹은 선분,

셋째, 화살표나 선분에 있는 ‘설명’이다. 사각형은 개념을 의미하고, 사각형과 사각형 사이의 화살표 혹은 선분은

두 개념 사이의 관련성이 있음을 보여주고 있으며, 화살표나 선분에 있는 설명은 두 개념 사이의 관련성을 설명

하거나 보충하는 역할을 한다. 구체적으로 살펴보면, 첫째, [그림Ⅱ-1]에서 가장 상위의 사각형에는 가장 일반적

이고 상위의 ‘개념’이 있고, 그 아래에 순차적으로 ‘graph, boxes, line segments, math object, linking words’가

있는데, 이들이 모두 개념에 해당한다. 둘째, 사각형과 사각형 사이에 연결고리인 화살표 혹은 선분이 있다. 셋

째, 연결고리 위에 설명하는 진술이다. 예를 들어, ‘Concept Map’ 과 ‘graph’ 사이에 ‘is a’ 라는 동사(술어)가 있

고, ‘graph’와 ‘boxes’ 사이에는 ‘with’라는 전치사가 있으며, ‘boxes’와 ‘math object’ 사이에는 ‘represent’라는 동

사가 있다. 이들이 관련이 있는 개념과 개념사이의 관련성을 설명하거나 보충하는 역할을 한다. 그런데 여기서

중요한 것은 사각형 안에 있는 개념(명사)와 이들 사이의 관련성을 설명하는 술어를 연결하면, 특정한 명제를

얻을 수 있다는 점이다. [그림Ⅱ-1]에서 사각형을 ‘Concept map’, ‘graph’, ‘boxes’, ‘math object’를 선택하여 이들

사이에 있는 설명에 해당하는 단어인 ‘is a’, ‘with’, ‘represent’을 연속적으로 연결하면 명제 ‘Concept map is a

graph with boxes represent math object.’를 얻을 수 있다. 이러한 일련의 명제를 얻는 것이 Concept Map의 가

장 중요한 특성이다. 물론 [그림Ⅱ-1]에서 다른 사각형들을 연속적으로 선택하면 또 다른 명제인 ‘Concept map

is a graph with line segment have linking word.’를 얻을 수 있다.
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with with

relate
pairs of

explain the relationship
pairs of

is a

Concept map

graph

boxes

math object.

line segments

linking words.

represent have

[그림Ⅱ-1] Concept Map의 뜻에 대한 Concept Map

(서보억, 2012)

2. Concept Map의 교육적 활용

Concept Map은 인간 지능 내에 존재하는 지식의 내적인 과정에 대한 지식의 구조를 표현하거나 이러한 과정

을 유도하기 위해 유용하게 사용될 수 있다. 또한, Concept Map은 의미연결조직(semantic nets)이라고 표현하기

도 하는데(Albert & Steiner, 2005), 이는 존재하는 지식의 구조의 틀 내에서 지식을 표현하거나 조직하기 위한

가치 있는 도구이기 때문이다. 이러한 Concept Map의 특성을 정리하면 다음 다섯 가지로 요약할 수 있다. 첫째,

Concept Map은 둘 이상의 개념들을 연결어를 통해 명제 형식으로 나타낼 수 있다. 둘째, 개념과 개념이 의미가

있도록 연결어로 이어져 있다. 셋째, 구체적인 하위 개념들이 일반적이고 추상적인 상위 개념에 통합되거나 포섭

되는 관계를 가지고 있다. 넷째, 개념을 짧게 세분화하여 구분하므로 시각적인 효과성을 지니고 있다. 다섯째, 비

대칭적 속성을 지니고 있다.

이러한 특성을 가지고 있는 Concept Map을 작성하는 방법은 크게 네 단계를 거친다. 1단계는 최상위 개념을

결정한다. 이 개념은 학습 내용에서 가장 중요한 개념이나 생각들을 규정하는 것으로 가장 일반적이고 추상적이

고 보편적인 것으로 결정한다. 2단계는 개념들을 가장 일반적인 것에서부터 가장 특별하고 구체적인 것으로 등

급을 결정하며, 그것을 순차적으로 배열을 한다. 3단계는 순차적으로 배열된 개념들 사이의 관계성을 명확하게

규정한다. 관련된 개념들 사이에 선을 긋고, 그 선 위에 구체적인 관련성을 기록한다. 이때, 개념들 사이의 관계

가 상위에서 하위로 내려가면서 일련의 명제가 만들어질 수 있도록 관계성을 기록하여야 한다.

앞에서 살펴보았듯이, 문제해결에서 Tao와 Polya, Zeitz의 공통적인 관심은 문항을 세분화되어진 하위 문항

혹은 기본 문항으로 쪼갤 수 있다는 점이다. 이것은 곧 문항에 대한 조직화 및 세분화가 필요함을 역설한 것으

로 이러한 조직화와 세분화를 위한 도구로 Schmitau(2004)는 Concept Map을 제안하였다. Primo &

Shavelson(1996)에 따르면, 과학 및 수학에서 Concept Map은 어떤 사물이나 생각 따위의 중심 형태 또는 내용

을 그림으로 나타낸 것을 의미한다. Hao와 Kwok(2007)는 인간 지능 내에 존재하는 지식의 내적인 과정에 대한

지식의 구조를 표현하거나 이러한 과정을 유도하기 위한 도구로 Concept Map을 설명하였다. 지금까지의 논의를

종합하여 볼 때, 수학개념그림(Math Concept Map)은 다음과 같이 정의할 수 있다.

명제(개념, 지식, 원리, 사실) 등을 의미하는 유한개의 대상들의 집합    …가 네모 박스 모
양으로 나타내지고, 집합 의 원소들 사이의 관계를 의미하는 공집합이 아닌 집합 가 선(혹은 직선)모양
으로 나타낸 것이다.
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수학개념그림은 존재하는 지식의 구조의 틀 내에서 지식을 표현하거나 조직하기 위해 가치 있는 도구로, 두

가지 이상의 개념들의 결합 혹은 그들 사이의 관계성을 관련지을 수 있다(Moon, Hoffman & Novak, 2009). 이

러한 의미에서 수학에서의 Concept Map은 내포되어져 있는 수학적인 명제(개념, 지식, 사실, 원리)들의 순차적

인 나열로 볼 수 있고, Ruiz-Primo(2000)에 따르면, Concept Map은 수학적 개념의 조직적 이해를 위한 도구로

활용될 있으며, Schmitau(2004)는 Concept Map을 활용하면 주어진 개념의 개념적 기초를 찾을 수 있을 뿐 아

니라, 개념의 바탕이 되는 내용을 정확하게 파악할 수 있다는 점을 강조하고 있다.

수학개념그림의 활용에 대한 초기 연구에서는 수학적 아이디어를 그림 안에 어떻게 표상할 수 있느냐에 초점

을 맞추었다. 실제로 Cardemone(1975)는 대학교에서의 수학 교육과정에 대한 핵심 아이디어를 Concept Map으

로 나타내었는데, 그는 Concept Map을 통해 수학 내용들을 위계적으로 계열화하여 교사에게는 수업설계를 도와

주고 학생에게는 주제들 사이의 관련성을 파악할 수 있도록 도와준다고 평가하였고, Minemier(1983)는 학생들이

자신의 Concept Map을 만들어 봄으로 인해, 문제해결력의 향상과 더불어 수학을 행하는 자신의 자신감도 높아

진다고 평가하였으며, Fuata’i(1998, 2009)는 Concept Map을 사용한 학생과 그렇지 않은 학생을 비교한 연구에서

Concept Map을 사용한 학생들이 자기 주도적 학습능력이 더 뛰어난 것으로 확인하였다. 또한 Novak과

Cañas(2009)는 수학에서 Concept Map의 활용 방안에 대해 다음 여섯 가지로 제안하였다. 첫째, 전문가 골격 개

념그림(Expert Skeleton Concept Map)의 활용이다. 처음부터 빈 종이에 Concept Map을 그리는 것은 어려움이

있다. 따라서 몇 몇 핵심 골격을 갖추어진 Concept Map을 제공하여 학생들이 쉽게 Concept Map을 활용할 수

있도록 한다. 둘째, CmapToos의 활용한 개념의 추가이다. 컴퓨터 도구는 쉽게 새로운 개념을 추가할 수 있어

활용에 용이하다(Cañas et al, 2004). 셋째, 학생들 사이의 협동이다. 인지적 구조를 형성하기 위해서 사회적 상

호작용의 중요성이 점점 더 강조되고 있다. 따라서 Concept Map을 활용하여 여러 학생이 함께 공동의 작업을

격려할 수 있다(Hong, 2008). 넷째, 실세계 문제를 탐구하는 도구로 사용할 수 있다. 실세계문제의 구조를 소개

하기 위한 새로운 아이디어를 Concept Map을 이용하여 접근할 수 있는데, 이를 통해 실세계 현상을 설명하는

정확한 답을 찾기 위한 활동이 집중할 수 있다. 다섯째, 지식의 체계를 개발하고 구조화하는 글로 쓰고 말로 표

현하고 시각적으로 보여주는 도구로 사용될 수 있다. 여섯째, 지식모형(knowledge models)에 대한 평가와 공유

에 활용될 수 있다(Kenneth, 2008).

Ⅲ. 연구방법 및 절차

본 연구에서는 Concept Map과 여러 다이어그램(Diagram)의 유용성에 대한 연구를 기반으로 하여, 수학 문제

의 구조 분석 및 수학교육적 활용에 대한 가능성을 탐구하고자 한다. 구체적으로 본 연구에서는 첫째, Concept

Map의 의미에 대한 문헌 분석을 기초로 수학에서의 Concept Map에 대한 의미를 분석하였다. 둘째, 수학에서의

Concept Map에 대한 개념적 분석을 기초로 수학 문제 분석을 위한 문항개념그림(Item Concept Map)을 개발한

다. 셋째, 문항개념그림을 실제적 활용 가능성을 확인하기 위해 다양한 문제 상황에서 문항개념그림을 적용한다.

이러한 연구 문제를 해결하기 위해 본 연구는 다음과 같은 방법 및 절차로 수행되었다.

1. 연구 방법

본 연구의 수행 방법은 Concept Map에 대한 이론적 배경 탐색을 위한 ‘문헌 분석 연구’, 수학 문제 분석을

위한 문항개념그림에 대한 ‘도구 개발 연구’, 수학 문제에 대한 분석 및 적용을 위한 ‘활용 가능성 적용 연구’ 세

가지로 나눌 수 있다.
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첫째, 문헌 분석 연구를 진행하였다. Concept Map에 대한 의미를 분석하기 위한 이론적 탐색이 이루어진다.

이를 위한 연구 대상은 Novak과 그의 동료들이 연구한 Concept Map에 대한 학술논문과 저서, Ausubel을 비롯

한 유의미학습론자들의 연구 결과 등이다. 또한 수학교육적 관점에서 수학개념그림(Math Concept Map)의 의미

를 분석하기 위한 이론적 탐색이 이루어졌다. 연구 대상은 Fuata’i의 Concept Map을 통한 문제해결 학습,

Karoline과 Moon, Hoffman & Novak의 수학에서 Concept Map의 활용, Minemier의 대학 수학에서 Concept

Map의 교육적 활용, Novak & Cañas의 수학교육을 위한 새로운 도구로서 Concept Map, Ruiz-Primo와 Primo

& Shavelson의 수학 평가를 위한 Concept Map의 활용에 대한 연구 등이다.

둘째, 도구 개발 연구를 진행하였다. Concept Map 및 수학개념그림에 대한 문헌탐색을 기초로 수학 문제의

구조를 분석하고 탐색하기 위한 ‘문항개념그림’이라는 도구를 개발한다.

셋째, 활용 가능성 적용 연구를 진행하였다. 개발한 문항개념그림을 실제 수학 문제의 구조 분석을 위해 적용

한다. 적용 연구를 위한 대상은 대학수학능력시험 문항 중 미적분과 관련된 한 문제, 교과서 내용을 기반으로 하

는 작도와 관련된 한 문제, 대수와 관련된 한 문제이다.

2. 연구 절차

본 연구는 크게 3단계로 진행되었다. 1단계에서는 Concept Map에 대한 문헌 수집 및 분석을 실시하였다. 2단

계에서는 문헌 분석을 근거로 문항개념그림에 대한 의미를 정립하였다. 문항개념그림에 대한 의미는 구조적으로

복잡하고 확장된 Concept Map으로써 다이어그램을 효과적으로 구성하는 방법을 중심으로 연구하였다. 이러한

문항개념그림은 다양한 문제에 대한 적용을 통해 수정되었다. 3단계에서는 포괄적이고 계층적인 문항개념그림을

개발하기 위해 다양한 수학 문제 상황에 적용하였다. 이러한 적용의 과정을 통해 더 다양한 다이어그램을 최종

적으로 산출하고, 폭넓은 다이어그램 작성 경험을 축적하였다.

Ⅳ. 연구결과

1. 문항개념그림(Item Concept Map)

문헌 분석 결과를 통해 볼 때, 특정 개념에 대한 조직화와 세분화를 위한 유용한 도구 중의 하나가 Concept

Map이다. Concept Map은 인간 지능 내에 존재하는 지식의 내적인 과정에 대한 지식의 구조를 표현하거나 이러

한 과정을 유도하기 위해 유용하게 사용될 수 있고, 여러 복합적 개념들 사이의 유의미한 의미연결조직

(semantic nets)을 표현할 수 있는 도구이다. 따라서 Concept Map은 존재하는 지식의 구조의 틀 내에서 지식을

표현하거나 조직하기 위한 가치 있는 수단이 된다. 그런데 우리가 해결해야 하는 수학 문제를 보면, 다양한 개념

들이 복합적으로 연결되어진 개념들의 유의미한 결합으로 이루어져 있다. 주어진 문제를 해결하기 위해서는 문

제에 담긴 조건, 지식, 개념, 기능, 원리 등의 상호관련성을 파악하고, 그 상호관련성을 기반으로 문제를 해결하

기 위한 방법이 도출될 수 있다. 문제의 이러한 속성은 곧 Concept Map의 속성과 일맥상통한다고 볼 수 있고,

이러한 유사성으로 인해 Concept Map은 수학 문제에 대한 구조를 분석할 수 있는 유의미한 도구로 사용될 수

있음을 암시하고 있다.

따라서 분 연구에서는 수학 문제의 구조 분석을 위한 도구로 Concept Map을 사용하였다. 특별히 수학 문제

의 구조를 파악하기 위해 기존의 Concept Map을 새롭게 재구성하게 되는데 본 연구에서는 이것을 ‘문항개념그

림’라고 정의하였다. 앞에서 수학개념그림(Math Concept Map)을 ‘명제(개념, 지식, 원리, 사실) 등을 의미하는 유
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한개의 대상들의 집합을 네모 박스에 나타내고, 집합의 원소들 사이의 관계를 곡선(혹은 직선)모양으로 나타낸

것’로 정의하였다. 이러한 수학개념그림의 정의에서 개념은 수학적 사실, 개념, 원리, 법칙, 명제, 기능, 공식 등

다양한 대상을 포함한다. 그런데 이러한 대상들은 수학 문제의 구성 요소들이다. 일반적으로 수학 문제는 한 가

지 수학적 사실이나 개념으로 구성되지는 않는다. 따라서 문제를 구성하고 있는 수학적 지식의 구조화와 조직화,

세분화는 문제를 해결하기 위해 유용할 뿐 아니라, 문제해결 과정에서 드러나는 다양한 문제점을 진단하고 해결

할 수 있다. 게다가 본 연구에서 수행하고자 하는 문제의 구조를 분석하고 탐색하며, 문제에 포함된 다양한 수학

학습(내용)요소가 무엇인지를 분명하게 규명하는데 유용한 도구이다.

본 연구의 수행에서 문제에 대한 분석을 통해 문항의 Concept Map을 그리는 것을 ‘문항개념그림’이라고 불렀

는데, 문항개념그림은 ‘문제를 효율적으로 분석하고 문제의 구조를 파악하기 위해 시각적으로 고안된 교육적 산

출물의 한 유형으로, 문제를 조직화, 체계화하는 과정이며 문항에 내재된 정보, 수학적 지식, 개념 등을 분석하여

여러 개의 하위 문항(혹은 개념)으로 문항을 세분화할 수 있도록 도식화한 것’으로 정의할 수 있다.

가. 문항개념그림의 개발 방향

‘Concept Map’과 ‘문항개념그림’은 차이가 있다. 그 차이점을 Concept Map의 다섯 가지 특성을 기초로 살펴

보고, 이를 바탕으로 문항개념그림의 개발 방향을 다음과 같이 네 가지로 도출하였다.

첫째, ‘Concept Map은 둘 이상의 개념들을 연결어를 통해 명제 형식’으로 나타내어진다([그림 Ⅱ-1] 참조). 하

지만 문항개념그림은 명제 형식으로 나타낼 수 없다. 명제 형식으로 나타낼 수 없는 두 가지 이유가 있는데, 하

나는 Concept Map의 명제 형식은 영어식 표현으로 구현되는 것이지, 우리나라 말로 표현되는 것은 아니라는 점

이다. 영어는 ‘명사(주어)’와 ‘동사(술어)’ 다음에 ‘명사(목적어)’의 배치가 이루어지는데, 명사(주어)와 명사(목적

어)는 개념에 해당하고, 동사(술어)는 이를 사이의 관계를 설명해주는 역할을 수행하기 때문에 자연스러운 문장

(명제) 구성이 가능하다. 하지만, 한글의 어순은 술어가 맨 마지막에 위치하기에 문항개념그림에서는 명제 형식

의 표현을 사용하지 않는다. 다른 하나는 Concept Map은 개념의 위계를 단순하게 설명하는 것이지만, 문항개념

그림은 수학 문제의 풀이 과정을 찾아가는 발견적 절차에 초점을 맞추어져 있기 때문에 명제 형식의 표현은 어

울리지 않는다. 이러한 이유로 문항개념그림은 ‘연역적 명제’를 제시하는 것이 아니라, 제시된 문제의 구조를 통

해 ‘풀이 절차’를 순차적으로 발견할 수 있도록 개발되어진다.

둘째, ‘Concept Map은 개념과 개념 사이의 관계를 설명하는 술어적 표현’이 화살표와 함께 구현되어져 있다.

하지만 문항개념그림은 술어적 표현을 사용하지 않는다. Concept Map의 술어적 표현은 명제 형식을 구현하기

위한 수단이었기 때문이다. 문항개념그림은 명제적 진술을 구현하기 위한 연역적 술어 표현이 아니라, 풀이 과정

의 발견을 위한 분석적 방법을 구현하여야 하므로, 술어 대신에 Polya(1945)가 제시한 것과 같은 발문 형식의

일련의 대화법적 질문 형식의 표현을 사용한다. 따라서 문항개념그림에서 개념과 개념 사이의 연결어는 발견술

적 발문 형식으로 개발되어진다.

셋째 ‘Concept Map은 하위 개념들이 상위 개념에 통합되거나 포섭되는 관계’를 가지고 있다. 문항개념그림

역시 하위 개념이 상위 개념에 통합, 포섭되도록 구성하는 것이 바람직하다. 다만, 문항개념그림에서는 모든 개

념이 나열되는 것이 아니라, 문제해결에 필요한 개념과 개념 사이의 관계만으로 한정된다. 더불어 문항개념그림

은 문제 풀이의 절차, 문제해결에 필요한 다양한 배경지식, 유사한 풀이 방법을 지니는 다른 문제 등을 모두 포

함하여 개념들 사이의 통합과 포섭 관계가 명확히 드러나도록 개발되어진다.

넷째, ‘Concept Map은 개념을 짧게 세분화하여 시각적 효과성 및 비대칭적 속성’을 지니고 있다. 시각적 효과

성 및 비대칭성 측면에서는 문항개념그림은 Concept Map과 차이가 없다. 따라서 문항개념그림은 ‘개념을 짧게

세분화하여 시각적 효과성이 드러나고 비대칭적 속성’을 지니도록 개발한다.
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구성요소 내용

핵심개념
추상적이고 일반적인 수학 지식, 문항이 요구하는 최종적인 개념으로 문제를 통해 구해야 할

것이 무엇인지에 대한 규정

내용지식
수학적 지식, 개념, 원리, 법칙, 기능, 공식 등으로 문제에 주어져 있는 문제해결에 필요한 지

식, 정보에 대한 것

배경지식
방법적 지식 혹은 내용적 지식 등으로 문제에 직접적으로 주어져 있지는 않지만 문제해결에

꼭 필요한 지식에 대한 것

<표 Ⅳ-1> 문항개념그림의 구성 요소

나. 문항개념그림의 구성 요소

러시아의 수학교육자 깔야긴은 문항의 구성 요소를 ‘주어진 것’, ‘배경지식’, ‘절차’, ‘구할 것’ 네 가지로 세분화

하였고(한인기, 1998), Krutetskii(1976)는 문제해결 과정에 대한 연구에서 정보수집, 정보처리, 정보기억 세 단계

를 제안하였다. Polya(1945)는 문제해결을 문제 이해, 계획 수립, 실행, 반성 네 단계로 제시하고 있다. 이러한 문

제에 대한 연구들은 문제의 구조를 분석하기 위해 필요한 구성 요소에 대한 정보를 제공하고 있다.

첫째, 문제에는 구해야 할 것이 무엇인지 존재한다. 깔야긴의 ‘구할 것’, Krutetskii의 ‘정보수집’, Polya의 ‘문제

이해’가 이와 관련이 있다. 따라서 본 연구에서는 문항개념그림의 구성 요소 한 가지를 이와 관련하여 추출하였

다. 이것은 ‘구할 것’에 대한 것으로 문제에서 구해야 하는 궁극적인 대상이 무엇인지 선택하고, 이것을 문항개념

그림의 최상위 네모 박스에 위치시킨다. 이것은 문항개념그림에서 최상위에 위치하는 개념이므로 본 연구에서는

‘핵심개념’이라고 부른다.

둘째, 문제에는 문제를 해결할 수 있도록 문제에 표면적으로 드러나는 주어져 있는 수학 지식과 함께 표면적

으로 드러나지 않지만, 문제해결에 필요한 배경지식이 존재한다. 깔야긴의 ‘배경지식’과 ‘주어진 것’, Krutetskii의

‘정보수집단계’와 ‘정보처리단계’, Polya의 ‘문제 이해’와 ‘계획 수립’이 이와 관련이 있다. 본 연구에서는 문항개념

그림의 구성 요소 두 가지를 이와 관련하여 추출하였다. 하나는 ‘주어진 것’에 대한 것으로 문제에 제공되어져

있는 수학적 지식 및 정보인데, 문항개념그림의 네모 박스 안에 들어갈 수학적 개념들이다. 다른 하나는 ‘배경지

식’에 대한 것으로 문제에 표면적으로는 드러나지 않지만 문제해결에 필수적인 수학 내용인데, 문항개념그림 네

모 박스 안에 들어갈 개념 혹은 하위 문항개념그림의 생성에 사용된다. 이들은 문항개념그림의 네모 박스에 들

어갈 개념이므로 본 연구에서는 ‘내용지식’과 ‘배경지식’이라고 부른다.

셋째, 문제를 해결하기 위해서는 주어진 것으로부터 구할 것을 찾아가는 일련의 과정이 있는데, 이러한 과정

을 발견하도록 하는 전략과 전술이 존재한다. 깔야긴의 ‘배경지식’, Krutetskii의 ‘정보처리단계’, Polya의 ‘계획 수

립’과 관련이 있다. 본 연구에서는 문항개념그림의 구성 요소 한 가지를 이와 관련하여 추출하였다. 이것은 ‘풀이

절차 발견’에 대한 것으로 문항개념그림에 있는 네모 박스 사이의 관계를 설명하는 화살표에 있는 질문과 발문

을 통해 드러난다. 이것은 문항개념그림에서 개념들 사이의 관련성을 설명하고 있으므로, 본 연구에서는 ‘발견전

략’이라고 부르도록 한다.

넷째, 문제의 답을 순차적으로 서술할 수 있는 일련의 순차적인 절차가 존재한다. 깔야긴의 ‘절차’, Krutetskii

의 ‘정보처리단계’, ‘정보기억단계’, Polya의 ‘실행’과 관련이 있다. 본 연구에서는 문항개념그림의 구성 요소 한

가지를 이와 관련하여 추출하였다. 이것은 ‘알고리즘적 절차’에 대한 것으로 문제를 해결하는 구체적인 과정을

실행하는 것인데, 문항개념그림에 있는 네모 박스와 이들 사이의 발문적 질문을 순차적으로 재진술하면 얻을 수

있다. 이것은 문항개념그림에 제시된 네모 박스와 화살표를 재구성하는 기계적 과정이므로, 본 연구에서는 ‘해결

절차’라고 부르도록 한다.

이상을 정리하면 문항개념그림의 구성 요소와 이에 대한 설명은 <표 Ⅳ-1>과 같다.
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발견전략
개념과 개념 사이의 상호관련성에 대한 서술적 표현으로 발문적 질문 형식으로 이루어진 것,

풀이 방법을 발견하도록 하는 분석법적 방법에 대한 것

해결절차 개념들의 위계적 순서의 배치에 대한 것으로 문제를 해결하는 순차적 전개에 대한 것

2. 문항개념그림 작성 방법

Concept Map을 작성하는 절차 및 방법을 도식화하면 [그림 Ⅳ-1]과 같다. Concept Map의 구성 요소는 최상

위 개념, 개념, 개념과 개념의 관계성, 일련의 명제의 생성으로 이루어져 있음을 알 수 있다.

최상위 개념 선택1단계
개념의 선택과 배열2단계

개념 사이의 관계성 서술3단계
일련의 명제 생성4단계

[그림 Ⅳ-1] Concept Map 작성 절차

Concept Map과 달리, 문항개념그림은 그 구성 요소가 서로 상이하다. <표 Ⅳ-1>에 제시된 것과 같이 문항개

념그림의 구성 요소는 ‘핵심개념’, ‘내용지식’, ‘배경지식’, ‘발견전략’, ‘해결절차’이다. 이 다섯 가지 구성 요소에 따

른 문항개념그림과 이를 활용한 문항 분석 도구의 개발 절차가 필요하다. 앞에서도 제시하였지만, 문항개념그림

을 활용하는 궁극적 목표는 문제를 해결하는 절차를 발견하는 것이다. 따라서 [그림 Ⅳ-1]을 기반으로 하여 문

항개념그림을 활용한 문항 분석 도구의 개발 절차는 [그림 Ⅳ-2]와 같이 도식화할 수 있다.

내용지식의 선택과 배열2단계
배경지식의 추출 및 하위 문항개념그림 작성3단계

개념 사이의 관계성 파악을 위한 발견 전략 서술4단계

일련의 해결 절차 생성5단계

핵심개념의 선택1단계

[그림 Ⅳ-2] 문항개념그림을 활용한 문항 분석 도구 개발 절차

3. 문항개념그림을 통한 문항의 구조 분석

지금까지의 논의를 바탕으로 문항개념그림을 활용하는 구체적인 적용 사례를 제시한다. 문항개념그림을 활용

한 문항 분석 도구는 대학수학능력 시험 문제, 기하 문제, 대수 문제에 각각 1문제씩 적용하여 제시한다.

가. 대학수학능력 시험 문제에 적용: 2017학년도 수학 영역(나형) 28번 문제
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<문제제시>

(문제1) 자연수 에 대하여 직선   이 곡선   와 만나는 점을 P이라 하자. 선분

PP의 길이를 이라 할 때, lim
→∞


 



의 값을 구하시오.

◦ 1단계: 핵심개념을 선택한다. (문제1)의 핵심개념은 ‘극한값 구하기’로 구체적으로는 lim
→∞


 



을 구하는

것이다. 여기서 ‘극한값 구하기’는 최상위 개념으로 문항개념그림의 맨 위 사각형 박스에 위치시킨다.

◦ 2단계: 내용지식의 선택과 배열이다. (문제1)에 제시되어져 있는 내용지식으로 ‘직선   ’, ‘무리함수

  ’, ‘선분PP의 길이  ’ 등을 선택할 수 있다.

◦ 3단계: 배경지식의 추출 및 하위 문항개념그림 작성이다. (문제1)을 해결하기 위한 배경지식으로 ‘두 점 사

이의 거리’, ‘무리함수 위의 두 점’, ‘정의역의 원소    ,     
’, ‘∞

∞
꼴의 극한’, ‘등비수열의 극한을

이용한 극한값’ 등을 추출할 수 있다.

2단계와 3단계에서 얻은 내용지식과 배경지식은 [그림 Ⅳ-1]과 같이 네모 박스 안에 위치시킬 수 있

다. 그런데. 이러한 배치는 유일하거나 고정된 것은 아니다.

◦ 4단계: 개념 사이의 관계성 파악을 위한 질문/발문에 대한 서술 즉, 발견 전략 서술이다. [그림 Ⅳ-1]과 같

이 사각형 박스에 들어있는 내용지식 및 배경지식들 사이의 관계를 파악하기 위한 질문이나 발문을 제시할 수

있다. 이러한 질문과 발문을 상위 개념에서 하위 개념으로 순차적으로 진행하면, 아래 분석법적 방법으로 ‘풀이

절차의 발견’이 이루어진다.

두 점 사이의 거리=

lim
→∞

× 

×  

 

무리함수 위의 두 점

극한값 구하기

어떤 점인가?

   ,   

어떤 무리함수인가?

∞

∞
꼴의 극한 등비수열의 극한을 이용한 극한값

어떤 형태의 극한값 구하기인가?무엇과 관련된 것인가?

주어진 값은?

구체적인 식은 무엇인가?

 
   , 

 

두 점의 좌표는 무엇인가?

lim
→∞


 



은 어떻게
구하는가?

대입하여 얻는 식은?

[그림 Ⅳ-1] (문제1)에 대한 문항개념그림
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극한값을 구하는 문제이다. 무엇과 관련된 극한값이냐 하면 두 점 사이의 거리를 이용하는 극한값을

구하는 것이고, 그 형태는 ∞

∞
형태의 극한으로 등비수열의 극한을 이용한 극한값을 구하는 문제이다. 두

점 사이의 거리를 구하는 점은 무리함수 위의 두 점이다. 무리함수   위의 두 점의 의 값이

  
로 주어져 있고, 이를 통해 극한값의 식 lim

→∞

×

×
을 도출할 수 있다.

◦ 5단계: 일련의 해결 절차를 생성한다. [그림 Ⅳ-1]에서 보는 것처럼, 구체적인 하위 개념에서 추상적인 상

위 개념으로 혹은 연관된 개념들을 순차적으로 연결하여 진행해 보자. 그러면 아래와 같은 해결을 위한 풀이 절

차를 전개할 수 있다.

(알고리즘적 절차)

두 점 P  
 , P  

이므로,  
PP은 두 점 사이의 거리 공식을 이용

하여 구할 수 있다.  
이므로,  

× 이고,

 
×이다.

따라서 lim
→∞


 



 lim
→∞

×

×
이다.

나. 기하 문제에 적용: 정오각형 작도 문제에 대한 문항 구조에 대한 분석

기하 문제에 적용하는 사례는 문제의 제시, 문제해결에 도움을 주는 유사한 문제의 제시와 풀이, 문제해결에

필요한 배경 지식에 대한 제시가 먼저 이루어지고, 이를 기초로 문항개념그림을 통한 문항 분석 도구를 제시한

다.

<문제제시>

(문제2) 반지름이 인 원에 내접하는 정오각형을 작도하시오.

<유사한 풀이 방법을 가지는 문제 제시> 
(문제) 반지름이 인 원에 내접하는 정삼각형을 작도하시오.

[풀이]

첫째, 원에 내접하는 정삼각형을 작도하였다고 가정하자.

둘째, 정삼각형을 작도하기 위해 필요한 것은 ∠AOC  °인 현 AC이다.

셋째, 현 AC를 작도하기 위해 필요한 것은 ∠AOD  °인 현 AD이다. 그런데, 현 AD는 반지름
OD를 한 변으로 하는 정삼각형인데, 이것은 원의 중심을 한 꼭짓점으로 하는 정삼각형이므로 작도 가능하

다.

넷째, 이제 위의 과정을 거꾸로 하면 작도를 수행할 수 있다. 즉, 단위원 O에서 반지름 OD를 긋고, OD

를 한 변으로 하는 정삼각형 ODA와 정삼각형 ODC를 작도한다. 그러면, CA가 정삼각형의 한 변이 된다.

⇒ ⇒
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<배경지식 제시>

(어떤 성질을 가지는가?) 한 각이 °인 이등변삼각형의 밑변은

 
이다.

[증명]

옆변의 길이가 이고, 꼭지각의 크기가 °인 이등변삼각형이 주어져 있다. 밑변의 길이를 라 하자.

∠A의 이등분선이 변 OB와의 교점을 C라고 하면, AB AC OC 이고, BC  이다.

⇒

그런데, ∆OAB∼∆ABC이므로,       이다. 따라서 밑변의 길이 는 이차방정식

 의 양수 해이므로, 밑변의 길이 는


이다.

◦ 1단계: 핵심개념을 선택한다. (문제2)의 핵심개념은 ‘작도’로 구체적으로는 ‘단위원에 내접하는 정오각형을

작도’하는 것이다. 여기서 ‘작도’는 최상위 개념으로 문항개념그림의 맨 위 사각형 박스에 위치한다.

◦ 2단계: 내용지식의 선택과 배열이다. (문제2)에 제시되어져 있는 내용지식으로 ‘반지름이 인 원’, ‘원에 내

접하는 다각형’, ‘정오각형 작도’ 등을 선택할 수 있다.

◦ 3단계: 배경지식의 추출 및 하위 문항개념그림 작성이다. (문제2)을 해결하기 위한 배경지식으로 ‘자와 컴

퍼스’, ‘원에 내접하는 정삼각형 작도’, ‘중심각이 °인 부채꼴의 작도’, ‘꼭지각이 °인 이등변삼각형 작도’,

‘세 변이  , 


,


인 직각삼각형 작도’ 등을 추출할 수 있고, 하위 문항개념그림은 [그림 Ⅳ-3]과 같다.

2단계와 3단계에서 얻은 내용지식과 배경지식은 [그림 Ⅳ-2]와 같이 네모 박스 안에 위치시킬 수 있

다.

◦ 4단계: 개념 사이의 관계성 파악을 위한 질문/발문에 대한 서술이다. [그림 Ⅳ-2]와 [그림 Ⅳ-3]과 같이 사

각형 박스에 들어있는 내용지식 및 배경지식들 사이의 관계를 파악하기 위한 질문이나 발문을 제시할 수 있다.

이러한 질문과 발문을 상위 개념에서 하위 개념으로 순차적으로 진행하면, 아래 분석법적 방법으로 풀이 과정에

대한 ‘발견적 절차’를 얻을 수 있다.
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단위원에 내접하는 정오각형 작도에 대한 문제이다. 유사한 풀이 방법을 가지는 문제로 정삼각형의 작

도 문제가 있다. 단위원에 내접하는 정삼각형의 작도 문제는 중심각의 크기가 ° 혹은 °인 부채꼴

을 작도하는 문제로 귀결될 수 있다. 이를 통해 정삼각형의 한 변의 길이를 얻으면 해결된다. 따라서 정

오각형의 작도는 중심각이 ° 혹은 °인 부채꼴을 작도하는 문제로 귀결된다. 꼭지각이 °인 이등

변삼각형의 밑변의 길이가 알려져 있으므로,

  
을 작도하면 문제가 해결된다.

  
의 작도

는 세 변이  , 


,


인 직각삼각형을 통해 얻을 수 있으므로, 직각삼각형의 작도문제로 이 문제를

해결할 수 있다.

◦ 5단계: 일련의 풀이 절차에 대한 생성이다. [그림 Ⅳ-2]에서 보는 것처럼, 구체적인 하위 개념에서 추상적

인 상위 개념으로 혹은 연관된 개념들을 순차적으로 연결하여 진행해 보자. 그러면 아래와 같은 풀이 절차를 전

개할 수 있다.

(알고리즘적 절차)

첫째, 단위원 O를 작도하고, 원의 중심 O에서 서로 직교하는 두 현 AA′ ,
PP′을 긋는다. 둘째, 반지름 OP의 중점 M을 작도하고, 점 M을 중심으로 하

고 반지름의 길이가 


인 원을 작도한다. 셋째, 선분 AM을 긋고, 원 M과의

교점을 N이라고 한다. 넷째, 점A를 중심으로 하고, 반지름이 AN인 원과 원 O

와의 교점 B , B ′을 잡아 선분 BB′을 긋는다. 다섯째, 선분 점 B를 중심으로

하고, 반지름이BB′인 원과 원O와의 교점 C를 잡아, 선분 CB를 긋는다. 여섯째, 같은 방법으로 계속

하여 순서대로 선분CA′ ,A′D ,DB′ 작도하면, 원에 내접하는 정오각형을 얻는다.
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어떻게 현을 그리는가?

중심각을 반으로
하면?

무엇이 필요한가?

원에 내접하는 정오각형

한 현의 작도

중심각이 °인 호

내접 다각형

중심각이 °인 호

기초 개념은?

어떻게 현을 그리는가?

꼭지각이 °인 이등변삼각형 작도

부채꼴 중심각

어떻게 얻는가?

어떤 성질을 가지는가?

원에 내접하는 정삼각형
<그림 Ⅳ-3>

유사한 풀이 방법
을 가지는 문제?

작도

무엇을 작도하기를 요구하는가?
필요한 도구?

자, 컴퍼스

밑변의 길이는

  
이다.






작도




작도

어떻게 작도하여야 하는가?

무엇을 작도하여야 하는가?

기초 개념은?

세 변이  , 

,


인 직각삼각형의 작도

무엇이 필요한가?

[그림 Ⅳ-2] (문제2)에 대한 문항개념그림

어떻게 현을 그리는가?

중심각을 반으로
하면?

무엇이 필요한가?

원에 내접하는 정삼각형

한 현의 작도

중심각이 °인 호

내접 다각형

중심각이 °인 호

기초 개념은?

어떻게 현을 그리는가?

반지름이 한 변인 정삼각형 작도

정삼각형 부채꼴 중심각

기초 개념은?
어떻게 얻는가?

기초 개념은?기초 개념은?

[그림 Ⅳ-3] (문항2)의 유사한 풀이를 가지는 문제에 대한 문항개념그림
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다. 대수 문제에 적용: 포물선 위의 한 점을 지나는 직선과 관련 있는 문항 구조에 대한 분석

<문제제시>

(문제3)  에 접하고 점 을 지나는 직선이 점 를 지날 때, 실수 의 값을 구하시오.
◦ 1단계: 핵심개념을 선택한다. (문제3)의 핵심개념은 ‘점의 좌표 구하기’로 구체적으로는   일 때 함수

값 를 구하는 것이다. 여기서 ‘점의 좌표 구하기’는 문항개념그림의 맨 위 사각형 박스에 위치한다.

◦ 2단계: 내용지식의 선택과 배열이다. (문제3)에 제시되어져 있는 내용지식으로 ‘포물선    ’, ‘한 정

점  ’, ‘직선 위의 점 ’ 등을 선택할 수 있다.

◦ 3단계: 배경지식의 추출 및 하위 문항개념그림 작성이다. (문제3)을 해결하기 위한 배경지식으로 ‘한 정점

을 지나는 직선의 방정식’, ‘포물선에 접하는 직선의 방정식’ 등을 추출할 수 있다.

2단계와 3단계에서 얻은 내용지식과 배경지식은 [그림 Ⅳ-4]와 같이 네모 박스 안에 위치시킬 수 있다.

◦ 4단계: 개념 사이의 관계성 파악을 위한 질문/발문에 대한 서술이다. [그림 Ⅳ-4]와 같이 사각형 박스에 들

어있는 내용지식 및 배경지식들 사이의 관계를 파악하기 위한 질문이나 발문을 제시할 수 있다. 이러한 질문과

발문을 상위 개념에서 하위 개념으로 순차적으로 진행하면, 아래 분석법적 방법으로 풀이 과정에 대한 ‘발견적

절차’를 얻을 수 있다.

직선 위의 점의 좌표

포물선에 접하는 직선

 을 지나는 직선

정점을 지나는 직선

  에 접하는 직선

점의 좌표 구하기

어떤 좌표를 구하는가?

어떤 직선인가? 어떤 직선인가?

를 지나는 직선

어떤 점을 지나는가? 어떤 포물선인가?
서로 같은가?

[그림 Ⅳ-4] (문제3)에 대한 문항개념그림

(풀이 절차의 발견)

점의 좌표를 구하는 문제이다. 이 좌표는 직선 위의 점의 좌표인데, 이 직선은 주어져 있는 한 정점을

지나는 직선 위에 있고, 동시에 주어진 포물선에 접하는 직선 위에 있는 점이다. 주어진 한 정점

 을 지나는 직선의 방정식, 주어진 또 다른 정점 을 지나는 직선의 방정식,   에

접하는 직선의 방정식이 서로 일치하므로, 이를 통해 점의 좌표 에서 의 값을 도출할 수 있다.

◦ 5단계: 일련의 풀이 절차에 대한 생성이다. [그림 Ⅳ-4]에서 보는 것처럼, 구체적인 하위 개념에서 추상적
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인 상위 개념으로 혹은 연관된 개념들을 순차적으로 연결하여 진행해 보자. 그러면 아래와 같은 풀이 절차를 전

개할 수 있다.

(알고리즘적 절차)

기울기가 이고 점 를 지나는 직선의 방정식은  이다. 따라서 기울기가 이

고 점 을 지나는 직선의 방정식은   즉,  (⋯㉠)이고, 기울기가
이고 점 을 지나는 직선의 방정식은   즉,  (⋯㉡)이다.
또한 포물선  에서 기울기가 인 접선의 방정식은  


이다. 따라서 기울기가 

이고  (  )에 접하는 접선의 방정식은  


(⋯㉢)이다. 그런데, ㉠, ㉡, ㉢이 모두

동일한 직선이므로, 


(⋯㉣)이고 (⋯㉤)이다.

㉣에서  이므로   이고, ㉤에서  이므로 이다.

Ⅴ. 결론 및 제언

1. 결론

본 연구에서는 문제가 주어지면 해당 문제를 더 세분화하여 간단해진 하위 문제 혹은 기본 문제로 쪼갤 수

있음에 주목하고, 주어진 문제에 대한 조직화 및 세분화를 위한 도구인 Concept Map에 대한 연구를 수행하였

다. Concept Map과 수학에서의 Concept Map에 대한 선행연구를 바탕으로 수학개념그림에 대한 의미를 분석하

고, 이를 바탕으로 수학 문제에 대한 구조 분석을 위한 문항개념그림을 개발하였으며, 최종적으로 개발된 문항개

념그림에 대한 실제적 적용 결과를 제시하여 그 활용 가능성을 확인하였다. 본 연구 수행의 결과를 바탕으로 다

음과 같은 연구결과 및 시사점을 제시할 수 있다.

첫째, Concept Map은 상위개념과 하위개념 사이의 상호관계를 여러 가지 개념과 그 개념들 사이의 연결어를

통해 상위에서부터 하위로 이어지는 일련의 명제가 형성될 수 있도록 시각적으로 표현한 것을 의미한다. 이러한

Concept Map의 가장 중요한 특성은 ‘둘 이상의 개념들을 연결어를 통해 명제 형식으로 표현’할 수 있다. 이러한

Cocept Map의 속성으로 인해 계통성이 강한 수학 교과에서 수학지식의 상호관련성을 설명하는 도구로 Concept

Map을 사용할 수 있을 것이다.

둘째, 수학개념그림은 명제(개념, 지식, 원리, 사실) 등을 의미하는 유한개의 대상들의 집합

   …가 네모 박스 모양으로 나타내지고, 집합 의 원소들 사이의 관계를 의미하는 공집합이 아

닌 집합 가 곡선(혹은 직선)모양으로 나타낸 것으로 정의할 수 있다. 즉 수학개념그림은 수학 지식을 표현하거

나 조직하기 위해 가치 있는 도구로 두 가지 이상의 개념들의 결합 혹은 그들 사이의 관련성을 만들 수 있다.

이러한 관련성은 수학교과의 핵심목표 중의 하나인 개념, 원리, 법칙을 구조화하는 도구가 될 수 있다.

셋째, Concept Map과 수학개념그림을 바탕으로 문항개념그림(Item Concept Map)를 탐구하였다. 문항개념그

림은 본 연구의 수행에서 문제에 대한 구조를 분석하는 도구로써, 문제를 효율적으로 분석하기 위해 시각적으로

고안된 교육적 산출물의 한 유형으로 문항을 조직화, 구조화하는 과정이며, 문항에 내재된 정보, 수학적 지식, 개

념 등을 분석하여 여러 개의 하위 문제들로 문제를 세분화할 수 있도록 도식화한 것이다. 이러한 도식화를 통해

수학교육의 궁극적인 목적인 수학문제해결력 신장을 위한 수학 문제에 대한 이해의 도구로 사용할 수 있다.
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넷째, 문항개념그림의 개발 방향을 설정하였다. 개발된 문항개념그림은 주어진 문제의 풀이 절차를 발견할 수

있는 수단으로 활용할 수 있다. 왜냐하면, 문항개념그림이 개념과 개념 사이의 술어적 표현이 아니라, 풀이 과정

을 발견할 수 있는 발문 형식의 일련의 대화법적 질문 형식으로 개발되었기 때문이다.

다섯째, 문항개념그림의 구성 요소를 핵심개념, 내용지식, 배경지식, 발견전략, 해결절차로 추출하였다. 이러한

요소들의 추출을 통해 문항개념그림(Item Concept Map)을 효과적으로 그릴 수 있는 토대를 마련하였다. 특히

구체화된 5단계 문항개념그림을 그리는 절차를 통해 현장 교사가 직접 활용할 수 있을 것으로 기대한다.

여섯째, 문항개념그림은 핵심개념의 선택, 내용지식의 선택과 배열, 배경지식의 추출 및 하위 문항개념그림

작성, 개념 사이의 관계성 파악을 위한 질문/발문에 대한 서술을 기반으로 최종적으로는 주어진 문제에 대한 일

련의 풀이 절차에 대한 생성할 수 있다. 이를 통해 문제해결력의 신장 및 문제해결 전략 선택을 위한 방향 설정

등 다양한 교육적 활용이 가능할 것으로 기대한다.

2. 제언

2015 개정 수학과 교육과정에서는 평가 문항에 높은 관심을 보이고 있다. 예를 들어, 각 내용 영역에 대한 성

취기준을 제시할 때, ‘평가 방법 및 유의 사항’을 함께 제시하였고, ‘교수․학습 및 평가의 방향’에서 ‘교육과정에

제시된 목표, 내용, 평가와 일관성’을 강조하는 것이 그 대표적이다. 전자의 경우, 교육과정에서의 내용의 삭감이

나 감축이 실제 학교 현장의 평가 상황에서는 잘 고려되지 않고 있다는 반성에 따른 조치였고, 후자는 평가문항

이 교과서와 일관성 있게 개발되어야 함을 강조하고 있다.

이러한 평가 문항에 대한 제안이 교육현장에서 바르게 정착되었는지 확인하기 위해서는 이에 대한 분석 도구

가 필수적인데, 본 연구에서 개발한 문항개념그림이 유용하게 활용될 개연성이 있다. 앞에서 2017학년도 대학수

학능력시험 수학(나형)의 28번 문항에 대한 문항개념그림을 제시하였다.

자연수 에 대하여 직선   이 곡선   와 만나는 점을 P이라 하자. 선분 PP의 길이
를 이라 할 때, lim

→∞

 



의 값을 구하시오.

위 문항이 교과서와 일관성을 가지는지 평가하기 위해서는 교과서에 제시된 해당 개념의 도식적 표현과 평가

에 출제된 문항에 대한 문항개념그림을 상호 비교하는 것이 한 방법이 될 수 있다. 위 28번 문항은 극한값을 구

하는 문항인데, 위 문항을 해결하기 위해 필요한 지식에 대한 Concept Map을 [그림 Ⅴ-1]과 같이 제시할 수 있

다. 이 그림은 문제와 관련이 있는 교육과정 상의 내용 체계 및 교과서에 나타난 해당 개념에 대한 대략적 흐름

을 나타낸 그림이므로 ‘체계개념그림’이라고 칭할 수 있다. [그림 Ⅴ-1]은 2009 개정 수학과 교육과정에 기초하여

체계개념그림을 도식화한 것인데, 제시된 체계개념그림을 보면 해당 문항의 교육과정(교과서)상의 위치, 사용되

어진 지식(개념)의 수, 지식들 사이의 상호관련성 및 연결성 등을 엿볼 수 있다. 이러한 교육과정 및 교과서를

기반으로 하는 체계개념그림과 문항을 기반으로 하는 문항개념그림을 상호 비교하여, 해당 문항이 교과서 및 교

육과정과의 관련성 정도를 파악할 수 있을 것으로 기대된다.

이처럼 ‘문항개념그림’을 통해 문항에 대한 구조를 분석한 다음, 이 문항이 교육과정 및 교과서와의 일관성의

정도를 파악하고, 문항의 난이도를 고찰하기 위해 ‘체계개념그림’을 어떻게 활용할 수 있는지에 대한 추가적인

연구의 수행을 제언한다.
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도형의 방정식

lim
→∞

× 

×      

     

평면에서 두 점 사이의

거리

<수학Ⅰ>

   ,   일 때,

함숫값

<수학Ⅱ> <미적분Ⅰ>

 
         

수열의 극한

수열의 수렴 등비수열의 극한

수열의 극한에
대한 성질

lim
→∞


 



의

수렴

무리식과

무리함수

함수

무리함수   의

그래프

함수   의

그래프

수열의 극한값의

계산

등비수열의 수렴과

발산

등비수열의 극한을

이용한 극한값

구하기

[그림 Ⅴ-1] (문제1)에 대한 체계개념그림
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In the early days, the use of concept maps in mathematics education focused on how to represent mathematical 
ideas in the concept map. In recent years, however, concept maps have proved beneficial for improving problem 
solving ability. Conceptual diagrams can be used for collaboration among students, tools for exploring problems, tools 
for introducing problem structures, tools for developing and systematizing knowledge systems.

In this study, we focused on the structure analysis of mathematical problems using Concept Map based on the 
analysis of previous research. In addition, we have devised a method of using concept maps for problem analysis and 
a method of analysis of systematic mathematical problem structure. The method developed in this study was found to 
have significant value by applying to the university scholastic ability test.
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