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Abstract - Automobiles and systems requiring high gear ratios and high power densities generally use worm

gears. In particular, as worm gears have a small volume and self-locking function, home appliances such as

refrigerators and washers consist of worm gears. We can classify worm gears into cylindrical worms and rect-

angular worms. According to the AGMA standard, there are four types of cylindrical worms, ZA, ZN, ZK and

ZI, depending on the machining of the worm shaft. It is preferable to use a ZI-type worm shaft, which is a com-

bination of a worm wheel having an involute helical tooth surface and a conjugate tooth surface. However, in

many cases, industries mostly use ZK, ZN, and ZA worm shafts because of the ease of processing. This paper

presents numerical approaches to produce ZI and ZA worm surfaces and worm wheel. For the analysis of the

transmission error of a worm gear system, this study (1) generates surface profile functions of ZI profile worm

gear and worm shaft based on the common rack theory, (2) adopts the Newton-Raphson method for the analysis

of the gear surface contact condition, and (3) presents and compares the corresponding transmission errors of ZI

and ZA worm gears.

Keywords - worm gear system(웜기어시스템), ZI worm(ZI웜), ZA worm (ZA웜), gear transmission error (기

어 치합전달오차)

Nomenclature

Ωg : Rotational speed of worm shaft (rpm

Ωh : Rotational speed of worm wheel (rpm)

Z1 : Tooth number of worm shaft

Z2 : Tooth number of worm wheel

vg : Parameters of motion for worm shaft

vh : Parameters of motion for worm wheel

λ1=ψ2 : Lead angles of worm shaft (deg.)

λ2=ψ1 : Lead angles of worm wheel (deg.)

ng : Normal vector of point

nh : Normal vector of point

Vg : Velocity vector of worm shaft

Vh : Velocity vector of worm shaft

α : Normal pressure angle (deg.)

Ag, Bg : Worm shaft surface parameters

Ah, Bh : Worm wheel surface parameters

d1 : Center distance between the rack and worm

shaft (mm)

d2 : Center distance between the rack and worm

wheel (mm)

Ng : Normal plane of worm shaft at contact point

†
Corresponding author: junhosuh@pusan.ac.kr

Tel: +82-51-510-2332, Fax: +82-51-514-7640

http://orcid.org/0000-0001-5516-9637

ⓒ 2018, Korean Tribology Society



326 이태훈ㆍ서준호ㆍ박노길

Tribol. Lubr., 34(6) 2018

Nh : Normal plane of worm wheel at contact point

θg : Rotational motion parameters of worm shaft

θh : Rotational motion parameters of worm wheel

C : Coordinate system

T.E.: Transmission error

1. 서 론

기어는 다른 기계요소보다 동력 밀도가 높고 전달효

율이 높기 때문에 주요 동력전달장치로 사용되고 있다.

그 중 웜 기어는 높은 기어비와 큰 동력밀도가 요구되

는 전자동 주차브레이크 및 전동식 파워 스티어링과 같

은 자동차 부품에 널리 사용된다. 특히 부피가 작고 자

체 잠금 기능(self locking)의 장점으로 인하여 최근에는

냉장고, 에어컨과 같은 가전제품에 널리 사용된다. 큰

감속비를 가지며 피로에 강한 장점이 있는 반면에, 다

른 기어들과 비교할 때 효율이 낮고 마모에는 취약한

단점을 가진다.

웜기어는 크게 실린더형 웜과 장구형 웜으로 분류되

며, AGMA규격[1]에 따르면 실린더형 웜의 경우 웜을

가공하는 방법에 따라 ZA, ZN, ZK, ZI형 4가지로 분

류한다. ZA와 ZN웜의 경우 직선 프로파일을 가진 선

반툴을 이용하여 가공하고 ZK와 ZI 웜의 경우 평면 프

로파일을 이용하여 가공한다.

이와 짝을 이루는 기어인 웜휠은 주로 인벌류트 치형

의 나선형 헬리컬기어를 사용하는데, 이는 가공과 공구

관리 측면에서의 장점으로 인해 대부분의 웜기어시스템

에서 사용되고 있다. 인볼류트 헬리컬 치면을 가지는 웜

휠과 기어 물림 법칙을 만족하는 공액 치면(conjugate

tooth surface)[2]을 이루는 ZI형 웜[3]을 사용하는 것이

가장 바람직하지만, 대부분의 경우 웜 휠과 비공액 치

면(non-conjugate teeth surface)을 이루지만 가공이 용이

한 ZK, ZN, ZA 웜을 사용한다. 이론적으로 완벽하지

않은 비공액 치면의 조합은 치합전달오차(gear Trans-

mission Error)[4]를 필수적으로 동반하며 기어시스템의

소음진동특성과 내구성을 악화시킨다.

F. L. Litvin[5, 6]은 웜 기어의 치면을 수학적으로

정의하였고, 웜 기어 설계기술과 기어물림에 대한 연구

를 하였다.

국내에서 기어의 내마멸성능, NVH성능, 구동성능 등

을 향상시키기 위한 치형 수정 기술에 관한 연구가 있었

으나[7-11], 공통랙(common rack) 이론을 사용한 새로

운 치형의 창성에 관련한 연구는 많지 않다.

본 연구에서는 실린더형 웜 중 ZA 및 ZI 웜이 인벌

류트 나선형 헬리컬 기어와 맞물릴 때 발생하는 전달오

차를 면 방정식 접촉 이론과 뉴튼랍슨법(Newton-Raph-

son method)으로 계산하고 비교해보고자 한다.

2. 수치해석 모델

2-1. 웜샤프트(ZI 웜) 및 웜휠 치면 창성 이론

Fig. 1과 Fig. 2와 같이 웜샤프트와 웜휠은 각각 zg,

zh축을 회전축으로 하여 양, 음의 방향으로 Ωg, Ωh으로

회전한다. 웜과 웜휠의 잇수는 각각 Z1, Z2이고 속도비

는 δ = (z1/z2) = (Ω2/Ω1)으로 나타낼 수 있다. 공통랙은

기준좌표계 C의 x축 방향으로 병진운동한다. 절삭 운동

매개변수는 각각 vg, vh로 놓는다. vg, vh은 각각 웜샤프

트 및 웜휠 절삭에 사용된 랙 운동 매개변수이고 P에

서 R까지의 거리이다. 그리고 λ1, λ2는 각각 웜샤프트와

웜휠의 리드각이다. 이는 각각 웜휠과 웜샤프트의 헬리

Fig. 1. Global and local coordinate system.

Fig. 2. Common rack coordinate system.
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컬각과 동일하다. (ψh= λ1, ψg= ψ2)이 모델에서 사용된

좌표계는 Table 1에 있다.

웜샤프트와 웜휠의 치면 창성 이론에 따르면 랙과 웜

샤프트 그리고 랙과 웜휠 사이에 기어 물림이 형성된다.

2-1-1. 공통랙 절삭면의 수학적 정의

웜샤프트와 웜휠의 기어 물림이 형성되기 위한 조건

은 각각 다음과 같다.

(1)

(2)

여기서, ng, nh는 각각 점 Tg, Th에서의 법선벡터이고

아래와 같다.

(3)

(4)

ΔVg, ΔVh는 각각 랙과 웜샤프트, 웜휠의 상대속도이

고 아래와 같다.

(5)

(6)

따라서 식 (3), (5)을 물림방정식 (1)에 대입하여 정리

하면,

(7)

이고, 식 (4), (6)을 물림방정식 (2)에 대입하여 정리

하면,

(8)

과 같다.

2-1-2. 웜샤프트 및 웜휠의 치면 정의

물림방정식 (7), (8)을 적용하면 점 Tg 및 Th은 각각

창성된 웜샤프트 및 웜휠 치면 상의 점이 된다. 따라서

웜샤프트 및 웜휠의 기준점 G, H에서 Tg, Th까지의 위

치벡터는 각각 다음과 같다.

(9)

(10)

여기서, 이다.

식 (9), (10)을 각각 Cws, Cww 좌표 성분으로 나타내

면, 각각 웜샤프트와 웜휠의 치면상의 점(xg, yg, zg), (xh,

yh, zh)으로 표현된다.

여기서, 웜샤프트 치면 상의 점은

이고, 웜휠 치면 상의 점은

으로 나타낸다.

2-2. ZA 형 웜샤프트 창성 이론

인벌루트 치형을 가지는 웜휠과 이론적으로 완벽한

물림을 가지는 ZI형 웜과 달리 ZA형 웜은 일반적인 나

사가공법으로 제조한다. 생산방법의 간편함과 저렴한 제

ng VgΔ⋅ 0=

nh VhΔ⋅ 0=

ng

∂RTg

∂Ag

-------------
∂RTg

∂Bg

-------------× α ircos α jrsin–= =

nh

∂RTh

∂Ah

-------------
∂RTh

∂Bh

-------------× α ircos α jrsin–= =

VgΔ Vg Vr–=

VhΔ Vh Vr–=

Ag α vg ψgBgtan–( )sin=

Ah α vh ψhBhtan–( )sin=

GTg Ag Bg vg, ,( ) GP PR RTg+ +=

d1j= vgi– Agb Bgkr+ +

HTh Ah Bh vh, ,( ) HP PR RTh+ +=

d2j–= vhi– Ahb Bhkr+ +

b α irsin α jrcos+=

xg Ag Bg vg, ,( ) GTg Ag Bg vg, ,( ) iws⋅=

yg Ag Bg vg, ,( ) GTg Ag Bg vg, ,( ) jws⋅=

zg Ag Bg vg, ,( ) GTg Ag Bg vg, ,( ) kws⋅=

xh Ah Bh vh, ,( ) HTh Ah Bh vh, ,( ) iww⋅=

yh Ah Bh vh, ,( ) HTh Ah Bh vh, ,( ) jww⋅=

zh Ah Bh vh, ,( ) HTh Ah Bh vh, ,( ) kww⋅=

Table 1. Coordinate system and the corresponding

unit vectors

좌표계 기준점 단위벡터

C(x, y, z) P i, j, k

Cg(xg, yg, zg) G ig, jg, kg

Ch(xh, yh, zh) H ih, jh, kh

Cr(xr, yr, zr) R ir, jr, kr

Cws(xws, yws, zws) G iws, jws, kws

Cww(xww, yww, zww) H iww, jww, kww

C: 기준좌표계 (공간고정 좌표계), Cg: 웜샤프트 기준좌표계

(공간고정 좌표계), Ch: 웜휠 기준좌표계 (공간고정 좌표계),

Cr: 공통랙 좌표계 (물체고정 좌표계), Cws: 웜샤프트 좌표계

(물체고정 좌표계), Cww: 웜휠 좌표계 (물체고정 좌표계)
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작비로 인하여 일반 산업현장에서 널리 이용된다. 하지

만 인볼루트 치형을 가지는 웜휠과 필연적으로 치합전

달오차를 가지며 이로 인하여 소음진동 문제 또는 내구

성 문제를 가진다. 이러한 문제를 해결하기 위하여 다

양한 연구가 진행되어 왔다. Fig. 3은 ZA형 웜기어가

선삭되는 형상을 나타내며, 웜샤프트가 회전하며 지나

는 공구의 선 상에 치면이 생성된다.

2-3. 웜샤프트(ZI 및 ZA) 및 웜휠 물림 이론

웜샤프트와 웜휠의 물림 이론이 성립하기 위해서는

두 기어의 접촉점에서 기하학적 조건이 요구된다.

2-3-1. 접촉점에서의 법선 방향 일치성

웜샤프트와 웜휠 치면의 법선 방향이 일치해야 하는

데 그 조건은 다음과 같다.

(11)

식 (11)에서 두 개의 방정식을 얻을 수 있다.

(12)

(13)

2-3-2. 기하학적 적합성

접촉점에서의 기하학적 적합성이 성립하는데, 그 조

건은 다음과 같다.

(14)

이고, 여기서 Sg와 Sh는 각각 웜샤프트와 웜휠의 운

동에 의한 치면이다.

(15)

(16)

(17)

이고, 식 (14)를 우변으로 정리하면 다음과 같다.

 ( (18)

따라서, 식 (18)에서 세 개의 방정식을 얻을 수 있다.

(19)

(20)

(21)

2-4. 치합전달오차 계산

식 (12), (13), (19), (20), (21)에서 주어진 변수 중 θg

를 기지수로 놓고, 나머지 변수들(Ag, Bg, Ah, Bh, θh)을

미지수로 놓는다. 이를 다시 정리하면,

(22)

으로 나타낼 수 있고, 뉴튼랍슨법(Newton-Raphson

method)을 사용하여 주어진 변수들을 구한다. 따라서 구

해진 θg와 θh으로부터 치합전달오차를 다음 식 (23)으로

나타낼 수 있다. 또한 웜휠의 원주방향 치합전달오차

(circumferential transmission error, TEC)를 이용하는 것

이 편리한 경우가 있으므로 원주방향 치합전달오차는

식 (24)와 같이 계산할 수 있다. 본 연구에서 치합전달

오차는 원주방향 치합전달오차를 사용한다.

(23)

(24)

2-5. 치합전달오차 계산 알고리즘

치합전달오차를 계산하기 위한 알고리즘이 Fig. 4에

도시되었다. 웜샤프트의 회전변위(θg)는 미리 주어지며

이에 따른 웜휠의 회전변위(θh)는 식 (22)를 뉴튼랍슨법

Ng Nh× 0=

F1 Ag Bg Ah Bh θg θh, , , , ,( ) Ng Nh× i⋅ 0= =

F2 Ag Bg Ah Bh θg θh, , , , ,( ) Ng Nh× j⋅ 0= =

Sg Sh GH+=

Sg GTg Cws⋅=

Sh HTh Cww⋅=

GH d1 d2+( ) i⋅=

Ks 0= Ks Sg Sh– GH–=

F3 Ag Bg Ah Bh θg θh, , , , ,( ) Ks i⋅ 0= =

F4 Ag Bg Ah Bh θg θh, , , , ,( ) Ks j⋅ 0= =

F5 Ag Bg Ah Bh θg θh, , , , ,( ) Ks k⋅ 0= =

F1 Ag Bg Ah Bh θh, , , ,( ) 0=

F2 Ag Bg Ah Bh θh, , , ,( ) 0=

F3 Ag Bg Ah Bh θh, , , ,( ) 0=

F4 Ag Bg Ah Bh θh, , , ,( ) 0=

F5 Ag Bg Ah Bh θh, , , ,( ) 0=

TE θh δθ g–=

TEC d2 θh δθ g–( )=

Fig. 3. ZA worm - top & side view.
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으로 계산함으로써 얻을 수 있다. 웜샤프트의 초기 각

변위(θg= 0o)를 기준으로 양의 방향와 음의 방향으로 5o

씩 점진적으로 증감시키며 그에 따른 접촉시의 웜휠 회

전변위(θh)를 계산한다. 다음 단계의 초기변위는 전 단계

에서의 해(Ag, Bg, Ah, Bh)를 사용한다. 각 단계에서 해를

구한 후 웜샤프트와 웜휠에서의 접촉점위치가 웜샤프트

와 웜휠의 이끝반지름 밖으로 나가게 되면 해 구하는

과정을 종료한다. Sg와 Sh는 각각 기어 물림방정식을 이

용하여 계산한 공간상의 무한곡면이며 뉴튼랍슨법을 이

용하여 계산한 두 곡면의 접촉점은 실제 기어의 기하학

적 범위를 벗어나서도 구해지므로 반드시 접촉점의 범

위를 확인해야 한다.

2-6. 해석모델

Table 2는 치합전달오차를 계산하기 위한 웜기어시스

템의 제원을 나타낸다. 속도비는 26:1을 가지며 웜과 웜

휠의 피치원 지름은 9.87 mm 및 26.13 mm이다. 웜기

어의 헬리컬각은 아래와 같은 식 (25)으로 계산 가능하

다. 본 웜기어 시스템의 치직각 모듈은 1이며 축직각 모

듈의 경우 식 (26)을 이용하여 계산할 수 있으며 약 1.005

이다. 헬리컬각(λ)과 축직각모듈(MS)의 경우 Table 2에

주어진 기어 기본 제원을 통하여 간접적으로 구해지는

값이며, 설계변수로서 주어질 경우 반올림 오차로 인한

정확한 값 전달이 어려워 아래 식 (25) 및 (26)의 공식

만을 제시하였다.

(25)

(26)

3. 치합전달오차 해석결과

Table 2에 제시된 웜기어시스템의 치합전달오차는 Fig.

4의 알고리즘을 사용하여 계산하였으며 계산결과는 Fig.

5와 같다. 본 연구에서는 식 (24)에 제시된 원주방향 치

합전달오차를 사용하였다. 이는 원주방향 치합전달오차

가 기어 가공시 정밀도와 연관이 깊기 때문이다. ZI형

웜기어의 경우 웜과 웜휠의 공액치면 특성으로 인해 이

론적으로 0의 치합전달오차를 가지며 본 연구에서 계산

된 치합전달오차도 Fig. 5(a)와 같이 동일한 결과를 가

진다. ZA형 웜의 경우 일반적인 나사면을 가지게 되며

헬리컬치형을 가지는 웜휠과 공액치면이 아니므로 0이

아닌 전달오차를 보인다. Fig. 5(b)는 웜휠의 각 치들이

λ atan
U2

U1N2

------------
⎝ ⎠
⎛ ⎞=

M5

Mn

λcos
-----------

U2

N2

------= =

Fig. 4. T.E. analysis algorithm.

Table 2. Worm gear system configuration

웜샤프트

피치원 지름(U1) 9.87 mm

 잇수(N1) 1

압력각(α1) 20o

이끝지름 11.87 mm

축방향 피치 3.16 mm

웜휠

피치원 지름(U2) 26.13 mm

잇수(N2) 26

압력각(α2) 20o

이끝지름 28.13 mm
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웜샤프트와 맞물릴 때 발생하는 치합전달오차를 각각

도시한 것이며 실제 치합전달오차는 큰 값이 지배하게

되므로 Fig. 5(c)와 같은 값을 가진다. 특히 증가하는

형태의 치합전달오차는 소음진동 특성을 악화시키는 것

으로 알려져 있으며, 줄어드는 형태의 오차는 내구성을

악화시키는 것으로 알려져 있으므로[2] 일반적인 나사

가공법으로 제작된 ZA형 웜의 경우 0의 오차를 가지는

ZI형 웜 대비 내구성 및 소음진동 측면에서 모두 좋지

않은 것을 예상할 수 있다. 물림률의 경우 ZI형 웜의 경

우 1.78로 계산되었으며 ZA형 웜의 경우 이보다 작은

1.75로 계산되었다. 물림률은 본 연구에서 개발된 매트

랩(MATLAB) 수치해석 코드를 이용하여 계산되었으며,

웜과 웜휠의 이끝반지름 정보와 웜-웜휠 접촉점의 비교

를 통하여 계산되었다.

기어를 탄성체가 아닌 강체로 가정한다면 Fig. 5(b)에

서 보는 바와 같이 ZA형 웜의 경우 웜과 웜휠은 항상 한

쌍의 치만 접촉하므로 물림률은 1.75가 아닌 1이 된다.

4. 결 론

본 연구는 웜기어 시스템의 윤활 및 내구해석의 전단

계로서 수행되었으며 아래와 같은 결론을 내릴 수 있다.

(a) 치합전달오차 분석을 통하여 ZI형 웜 치면이 이론

상의 치면과 동일하게 생성되었음을 확인하였다.

(b) ZA형 웜이 ZI형 웜 대비 가지는 치합전달 오차량

을 분석하였다.

(c) ZA형 웜의 경우 ZI형 웜샤프트 대비 내구성(감소

하는 형태의 치합전달오차) 및 소음진동(증가하는 형태

의 치합전달오차) 특성 모두가 악화될 것이라 예상할 수

있다[2].
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