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Abstract

Multivariate control chart based on Hotelling’s T 2 statistic is a powerful tool in statistical process control

for identifying an out-of-control process. It is used to monitor multiple process characteristics simultane-

ously. Detection of the out-of-control signal with the T 2 chart indicates mean vector shifts. However, these

multivariate signals make it difficult to interpret the cause of the out-of-control signal. In this paper, we

review methods of signal interpretation based on the Mason, Young, and Tracy (MYT) decomposition of

the T 2 statistic. We also provide an example on how to implement it using R software and demonstrate

simulation studies for comparing the performance of these methods.

Keywords: multivariate SPC, Hotelling’s T 2 statistic, MYT decomposition, identification for out-of-control
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1. 서론

호텔링의 T 2 통계량 (Hotelling, 1947)을 사용한 이단계 관리도(phase II control chart)는 연속형 다변

량 품질 특성치의 평균벡터를 온라인 모니터링할 때 자주 사용된다 (Lim과 Lee, 2017). 이 관리도는 시
점에따라관측된통계량의값으로부터평균벡터의변화유무를검정할수있도록하는데, 관리한계선내
에서 통계량의 값이 관측되면 관리상태 즉 평균벡터의 변화가 없다고 판단하고, 관리한계선 밖에서 관
측될 때는 그 시점에서 평균벡터 변화의 신호 즉 이상신호가 발생했다고 해석한다. 그런데, 평균변화를
모니터링하는 일변량 관리도와 비교하여 평균벡터의 변화를 모니터링하는 다변량 관리도의 경우, 이상

신호의 해석이 간단하지 않아 그 원인을 이해하기 위한 많은 연구가 있었다 (Alt, 1985; Murphy, 1987;

Doganaksoy등, 1991; Hayter와 Tsui, 1994; Mason등, 1995, 1997; Timm, 1996; Lee, 2018). 가장잘

알려진 방법 중 하나는 Mason 등 (1995)이 제안한 Mason-Young-Tracy (MYT) 분해인데, 호텔링의

T 2 통계량을서로독립적인 p개의항으로분할하여, 이상신호의원인을찾도록한다. 그런데, Kourti와

MacGregor (1996)와 Mason과 Young (1999)이 언급했듯이 다변량 품질 특성치의 수가 10이 넘으면

MYT 분해를 위해 계산해야 할 항이 기하급수적으로 커지게 된다. 따라서, Mason 등 (1997)은 실제적

인 접근방법으로 합리적인 계산량으로 이상신호의 원인을 찾는 절차를 제공하였다. Murphy (1987) 또

한다변량데이터에대한이단계관리도에서이상신호에대한원인이되는변수를선택하는절차를선택
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하였는데, 이 또한 MYT 분해의 특별한 경우가 된다. 본 연구에서는 이들 방법을 자세히 살펴보고, 실

제 문제에서 어떻게 활용할 수 있는지 R을 활용한 사례분석을 통해 소개하고자 한다. 또한, 모의실험을

통해각절차의특징을비교해보고, 이상신호의원인에대한추가연구방향에대해고찰해보기로한다.

논문의 구성은 다음과 같다. 2절에서는 이단계 관리도에서의 호텔링 T 2 통계량의 이상신호의 원인을

식별하기위한절차들을소개하기로한다. 3절에서는사례분석을통해 2절에서소개한절차들을어떻게

활용할 수 있는지 소개하기로 한다. 4절에서는 각 절차에 대해 모의실험을 통해 비교 분석해 보고자 한
다. 5절에서는연구결과를요약하고앞으로의연구방향에대해고찰해보기로한다.

2. 이상신호의 원인 식별 방법

p변량 데이터 XT = (x1, x2, . . . , xp)는 관리상태하에서 평균벡터가 µ = (µ1, µ2, . . . , µp)
T이고, 공

분산 행렬이 Σ = (σij)p×p인 다변량 정규분포를 따른다고 가정한다. 일반적으로 µ와 Σ는 미지의

값이므로 관리상태하의 m개의 데이터 XT
i = (x1i, x2i, . . . , xpi), i = 1, . . . ,m로부터 µ̂ = X̄ =

(1/m)
∑m
i=1Xi와 Σ̂ = S = (1/(m− 1))

∑m
i=1(Xi − X̄)(Xi − X̄)T로 추정된다, 이를 바탕으로 새

로운 관측치 Y T = (y1, y2, . . . , yp)로부터 평균벡터의 변화를 온라인 모니터링하기 위한 호텔링의 T 2

관리통계량은다음과같이정의되고관리상태하에서이통계량은다음의 F 분포를따르게된다.

T 2 =
(
Y − X̄

)T
S−1(Y − X̄) ∼ p(m+ 1)(m− 1)

m(m− p) Fp,m−p. (2.1)

따라서, 위 통계량으로부터 다변량 관측치를 모니터링 하는 경우 관리 상한선(upper control limit;

UCL)을 p(m+ 1)(m− 1)/{m(m − p)}Fp,m−p(1 − α)로 두고 평균벡터의 변화여부를 판단하게 된다.

Jackson (1991)이 언급했듯이 다변량 관리도에서 이상신호가 발생한 경우 그 문제가 무엇인지에 대해
서도 답해야 한다. 그런데, T 2 통계량에 대한 이상신호의 경우 그 해석이 쉽지 않다 (Woodal과 Mont-

gomery, 1999). 일반적으로 관측치 Y에 대한 이상신호의 원인이 무엇인지 그 원인을 찾아 제거하는 등
의조처를해야하는데, T 2 통계량에기반한다변량관리도의경우이상신호의원인을식별하기위한또
다른절차가요구된다.

2.1. Murphy 방법

이 방법은 Murphy (1987)가 제안한 것으로 관리한계선을 넘는 관측치로부터 이상신호의 원인을 식별
하기위해다음과같은절차를수행한다.

• 1단계: 이상신호가 발생한 p변량 데이터 Y T = (y1, y2, . . . , yp)에 대해 개별적인 통계량 T 2
i =

T 2(yi) (i = 1, 2, . . . , p)을 계산하고, 전체 T 2 통계량에서 개별 변수로 계산한 T 2(yi)와의 차이를 계

산한다. Dp−1(i) = [T 2 − T 2(yi)]에 대해 min(Dp−1(i)) = Dp−1(r)을 정의하고, 이 최솟값에 대해

다음과같이검정한다.

Dp−1(r) < χ2(p − 1, 1 − α)이면 r번째 변수를 이상신호의 원인으로 고려하고, Dp−1(r) > χ2(p −
1, 1− α)을만족하면다음 2단계를진행한다.

• 2단계: 이제 (p − 1)개의 통계량 Dp−2(r, j) = [T 2 − T 2(yr, yj)] (1 ≤ r, j ≤ p, r ̸= j)을 계산하고,

min(Dp−2(r, j)) = Dp−2(r, s)을정의한후이최솟값에대해다음과같이검정한다.

Dp−2(r, s) < χ2(p−2, 1−α)이면 r번째와 s번째변수를이상신호의원인으로고려하고,Dp−2(r, s) >

χ2(p− 2, 1− α)을만족하면다음 3단계를진행한다.

• 3단계: 2단계와비슷하게진행한다.
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• p − 1단계: 마지막으로 Dp−(p−1) > χ2(1, 1 − α) 검정이 통계적으로 유의하면 모든 p개의 변수가 이

상신호의원인으로고려될수있다.

Murphy (1987)는관리상태하에서 Dp−i ∼ χ2(p− i)임을보였다. 이러한원인식별절차는회귀모형에
서의 변수선택에 있어 전진선택법과 비슷한 절차를 나타내고 있음을 알 수 있다. 즉, 각 단계에서 D 통

계량이가장작은값을기준으로선택하는것은 T 2 통계량의값에서가장많은부분을차지하고있는변

수를 선택하는 것과 같으며, 각 단계를 거쳐 더 고려할만한 변수가 없다고 판단될 때 중단하게 되는 절

차로 이미 선택된 변수들만을 이상신호의 원인으로 고려하게 되는 방법이다. 이 절차는 원인 식별을 위

해계산해야할 D의가지수가가장많은경우라도 p(p+1)/2번이된다. 주요변수선택시사용되는전

진선택법의 문제점에서 알 수 있듯이 이러한 선택방법이 실제로 이상신호에 영향을 주는 변수들의 조합

을 가장 잘 선택한다는 보장은 없지만, 우리가 고려해야 할 변수의 수가 많은 경우 합리적인 계산량으로

주요변수들을선택하게된다는장점이있다.

2.2. Mason-Young-Tracy 분해

이상신호를 식별하기 위한 T 2에 대한 분할로 가장 잘 알려진 것은 Mason 등 (1995)이 처음 제안

한 MYT 분할이다. 식 (2.1)에 있는 (Y − X̄)에 대해 yp 변수를 제외한 관측벡터 Y (p−1) = (y1,

y2, . . . , yp−1)와 yp로분할하면(
Y − X̄

)T
=
[(
Y (p−1) − X̄(p−1)

)
, (yp − x̄p)

]T
(2.2)

이 되고, 이 때 X̄(p−1)는 그에 대응하는 평균벡터를 나타낸다. 평균벡터와 마찬가지로 분산행렬 S를

다음과같이분할하면,

S =

[
SXX sxX

sTxX s2p

]
.

식 (2.1)에있는 T 2 통계량은

T 2 =
[(
Y (p−1) − X̄(p−1)

)
, (yp − x̄p)

]T [ SXX sxX

sTxX s2p

]−1 [ (
Y (p−1) − X̄(p−1)

)
(yp − x̄p)

]
= T 2

p−1 + s−2
p·1,2,...,p−1(yp − x̄p·1,2,...,p−1)

2

으로분해된다. 단,

T 2
p−1 =

(
Y (p−1) − X̄(p−1)

)T
S−1
XX

(
Y (p−1) − X̄(p−1)

)
, (2.3)

T 2
p·1,2,...,p−1 =

(yp − x̄p·1,2,...,p−1)
2

s2p·1,2,...,p−1

, (2.4)

s2p·1,2,...,p−1 = s2p − s′xXS−1
XXsxX , (2.5)

x̄p·1,2,...,p−1 = x̄p +BTp

(
Y (p−1) − X̄(p−1)

)
, (2.6)

BTp = S−1
XXsxX (2.7)

을 의미한다. 여기서 BTp = S−1
XXsxX는 (p − 1) 벡터로, 변수 x1, x2, . . . , xp−1를 변수 xp에 적합시켜

구한 회귀계수로, s2p·1,2,...,p−1은 조건부 분산으로 해석된다. 따라서, 식 (2.1)에 있는 T 2은 다음과 같이
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분할된다.

T 2 = T 2
p−1 + T 2

p·1,2,...,p−1. (2.8)

이 때, 식 (2.8)에 있는 첫 번째 항도 (p − 1)개의 변수로 이루어진 호텔링의 T 2 통계량이므로, 다시 다

음과같은두개의직교항으로나눌수있다.

T 2
p−1 = T 2

p−2 + T 2
p−1·1,2,...,p−2.

T 2
p−2은 Y벡터의 첫 (p − 2)개의 성분으로 계산한 호텔링의 T 2 통계량이고, 두 번째 항 T 2

p−1·1,2,...,p−2

은 변수 x1, x2, . . . , xp−2가 주어졌을 때, xp−1의 조건부 평균과 표준편차로 조정한 yp−1의 제곱합을 가

리킨다. 이런방법으로반복해서분할을한다면 T 2에대한분할은다음과같은식으로분해될수있다.

T 2 = T 2
1 + T 2

2.1 + T 2
3.1,2 + · · ·+ T 2

p·1,2,...,p−1. (2.9)

이처럼 T 2 통계량은 p개의 항으로 분할될 수 있으며, 첫 번째 항은 y1 변수에 관한 정보만 있는 통계량
이지만, 두 번째 항부터는 y1이 주어졌을 때, y2 변수의 조건부 기대값과 표준편차로 표준화한 조건부

항으로 정의된다. 그러나 위 분할은 변수들의 순서를 고려할 때 p! 가지수 중의 하나일 뿐이다. 다만 순

서에상관없이모든분할에대해 T 2 통계량은같은값을나타낸다. 이러한분할을 MYT 분할이라고한

다. MYT 분할을 위해 필요한 서로 다른 항은 모두 p × 2p−1개가 되고, 각 항에 대한 확률분포는 모평

균이변화하지않았다는가정하에다음의분포를따르게된다.

T 2
j =

(yj − x̄j)2

s2j
∼ m+ 1

m
Fα,1,m−1, j = 1, 2, . . . , p, (2.10)

T 2
j·1,2,...,j−1 =

(yj − x̄j·1,2,...,j−1)
2

s2j·1,2,...,j−1

∼ (m+ 1)(m− 1)

m(m− k − 1)
Fα,1,m−k−1. (2.11)

이 때, 식 (2.11)에서 k는 조건부로 주어지는 변수의 갯수를 의미하고, 조건부 항에 대한 계산은 식

(2.8)에의해다음과같이계산할수있다.

T 2
j·1,2,...,j−1 = T 2

(1,2,...,j) − T 2
(1,2,...,j−1) (2 ≤ j ≤ p). (2.12)

이것은 T 2의 MYT 분해를 위한 조건부 항을 계산할 때, 모든 변수들의 부분집합에 대한 호텔링 T 2값

만 있으면 계산이 가능하다는 것을 의미한다. 이처럼 MYT 분해를 할 수 있다면, 식 (2.10)으로부

터 UCL = (m+ 1)/mF(α,1,m−1)을 작성하여 이상신호의 원인으로 특정 변수를 고려하거나, 혹은 식

(2.11)로부터작성된 UCL = (m+ 1)(m− 1)/{m(m− k − 1)}F(α,1,m−k−1)은변수들간의선형관계가
과거데이터에서의패턴과달라져서이상신호가발생했는지에대한정보를알려준다.

예를들어 p = 3인경우에 T 2에대한모든가능한 MYT 분해는다음과같다.

T 2 = T 2
1 + T 2

(2·1) + T 2
(3·1,2) (2.13)

= T 2
1 + T 2

(3·1) + T 2
(2·1,3) (2.14)

= T 2
2 + T 2

(3·2) + T 2
(1·2,3) (2.15)

= T 2
2 + T 2

(1·2) + T 2
(3·1,2) (2.16)

= T 2
3 + T 2

(1·3) + T 2
(2·1,3) (2.17)

= T 2
3 + T 2

(2·3) + T 2
(1·2,3) (2.18)
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위에서 살펴본 것처럼, T 2 통계량에 대한 MYT 분해는 3!개로 6가지가 있으며, 이들로부터 얻을 수 있

는서로다른항은모두 3× 23−1 = 12개가된다. 먼저주변통계량 T 2
1 , T

2
2 , T

2
3은식 (2.10)으로부터쉽

게 구할 수 있다. 또한, T 2
(2·1), . . . , T

2
(2·3)은 식 (2.12)로부터 쉽게 계산된다. 즉, 두 변수로 이루어진 호

텔링 T 2
(i,j) (i ̸= j = 1, 2, 3) 통계량과 변수 하나로 이루어진 T 2

k (k = 1, 2, 3) 통계량이 주어지면 쉽게

구할수있다. 마찬가지로, 통계량 T 2
(3·1,2), T

2
(2·1,3), T

2
(1·2,3)도식 (2.12)의관계로부터쉽게구할수있게

된다. 즉, p개의 변수로부터 k (≤ p)개의 변수를 선택하여 호텔링 T 2의 값을 주면 모든 조건부 항에 대

한 계산이 가능해진다. 실제로 R 소프트웨어의 MSQC 패키지의 multi.chart()함수는 이들 조합에 대

한호텔링 T 2 값을제공해준다. 이와관련한좀더자세한논의는 3절에서하기로한다.

2.3. Mason-Young-Tracy 방법을 이용한 이상원인 선택절차

p = 3인 경우에 살펴보았듯이 이상신호의 원인을 식별하기 위해 MYT 분해를 할 때는 p가 커지면서 계

산해야 하는 항의 수가 기하급수적으로 커지게 된다. 따라서, Mason 등 (1997)은 MYT 분해로 생겨나

는모든항을계산하는것대신에다음과같은계산절차를제안하였다.

• 1단계: 이상신호를 나타낸 관측벡터 Y의 개별적인 변수에 대해 T 2
i (i = 1, 2, . . . , p)을 계산한다. 그

리고통계적으로유의미한개별 T 2
i 을갖는변수 yi들을제거한다. 이들변수의경우에는다른변수들

과의연관성을검토할필요가없다. 이들변수를제거한후나머지변수들로부터 T 2 통계량을계산한

후 이상신호를 여부를 결정한다. 이상신호가 없다면, 1단계에서 제거된 개별변수를 이상신호의 원인

으로한다.

• 2단계: 1단계에서 제거된 변수들을 제외한 나머지 k개의 변수들로 구한 T 2 통계량에서 통계적으로

유의미한 관측값이 계산된다면, 이번에는 나머지 변수들을 2개씩 골라 모든 T 2
i·j 항을 계산해야 한다.

1단계에서와 마찬가지로 통계적으로 유의한 T 2
i·j을 갖는 모든 가능한 쌍 (yi, yj)을 제거한다. 이것은

두 변수의 관계가 과거 데이터와 다르다는 것을 나타낸다. 이 때, 제거된 모든 변수를 이상신호의 원

인으로검사하고, 제거되지않은나머지변수들로부터다시 T 2 통계량을계산한다. 더이상이상신호

가없다면, 2단계에서제거된두변수의관계와 1단계에서제거된변수를이상신호의원인으로한다.

• 3단계: 2단계에서 제거된 변수들을 제외하고 나머지 변수들로 구한 T 2 통계량으로부터 이상신호가

탐지된다면, 남은 변수들로부터 모든 T 2
i·j,k 항을 계산한다. 이들로부터 통계적으로 유의미한 결과를

보여주는 (yi, yj , yk)변수들의조합을제거하고, 나머지변수들이이상신호를나타내는지검토한다.

• 4단계: 지금까지의 방식으로 남은 변수들이 없어질 때까지 고차항에 대해서 이상신호의 원인을 계속

찾아볼 수 있다. 이러한 간편 계산식이 의미가 없는 경우는 이상신호가 발생했지만, 1단계, 2단계 등

으로 거치면서 유의한 항이 나오지 않아, 최고차항으로 이루어진 항을 계산하게 되어 실제로 모든 경

우를다계산해야하는경우가된다.

이처럼실제로 MYT 분해로나타나는모든항을다계산해야하는경우이것은마치변수선택법의전역

적 탐색법과 비슷하다고 할 수 있을 것이다. 그러나 위에서 제안한 절차는 통계적으로 유의한 변수들을
하나씩 이상신호의 원인을 고려하고, 나머지 변수들의 T 2 통계량이 유의하지 않으면 중단하게 되어 계

산의부담을줄여주게된다. 만약모든단계를다계산해야하는경우라면이것은 MYT 분해를통해검

정하는것과마찬가지의계산횟수를갖게된다.

3. 사례분석

이 절에서는 R 소프트웨어 MSQC 패키지를 사용해서 2절에서 소개한 이상신호의 원인을 탐지하는 절

차를 소개하기로 한다. 예제 데이터로 MSQC 패키지에 있는 p = 5인 수질오염 데이터를 사용하기로
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Figure 3.1. R code for a phase II control chart based on the T 2 statistic.

한다. 이것은 수질검사에서 측정된 5개의 변수(수소이온농도(pH), 인산염(mg/l), 질산염(mg/l), 용존

산소 및 증발잔류물(mg/l))로 구성되어 있으며, water1과 water2로 두 개의 데이터집합이 주어졌다.

수질검사에서의 5가지 특성치를 이단계 모니터링하기 위해 MSQC 패키지의 mult.chart()함수를 사용

하여 Figure 3.1과같이프로그래밍할수있다.

이를 실행하면 m = 30인 water1 데이터로부터 관리상태일때의 표본 평균벡터(X̄)와 표본 공분산행

렬(S)이다음과같이추정된다.

X̄ =


6.89

0.12

0.54

99.03

173.29

 ; S =


0.700 0.0330 0.070 1.40 2.70

0.033 0.0026 0.005 0.08 0.23

0.070 0.0050 0.024 0.22 0.61

1.400 0.0800 0.220 6.40 10.00

2.700 0.2300 0.610 10.00 40.00

 . (3.1)

이 추정치를 식 (2.1)에 적용하면, water2 데이터의 관측치 Y에 대하여 온라인 모니터링이 가능하다.

그 결과로써 Figure 3.2를 살펴보면 water2의 18번째 데이터 y18 = (6.07, 0.18, 0.55, 102.64, 169.97)이

이상상태로 확인되는데, mult.chart()함수는 이상상태가 발생한 관측치에 대하여 Figure 3.2처럼 5개

품질 특성치에 대한 부분집합으로 31개의 조합에 대한 호텔링 T 2 통계량을 제공해 준다. 이로부터 2절

에서소개한각절차를적용할수있다.

3.1. Murphy 방법의 이상원인 선택 절차

이상신호가 발생한 water2 데이터의 18번째 관측치에 대하여 그 원인을 알아보기 위해 2절에서 소개한

절차를실시한다. 이때유의수준은각각 α = 0.01로하였다.

• 1단계: min(D4(i)) = T 2 − T 2(y4) = 26.1105− 2.0363 = 24.0742로자유도 4인카이제곱분포를고

려할때, 이러한차이는통계적으로유의한것으로나타나다음단계를고려한다.

• 2단계: min(D3(4, j)) = T 2 − T 2(y4, y1) = 26.1105 − 8.6168 = 17.4937로 자유도 3인 카이제곱 분

포를고려할때, 이러한차이는유의한것으로나타나다음단계를고려한다.

• 3단계: min(D2(4, 1, k)) = T 2− T 2(y4, y1, y2) = 26.1105− 14.8012 = 11.3093로자유도 2인카이제

곱분포를고려할때, 이러한차이는유의한것으로나타나다음단계를고려한다.

• 4단계: min(D1(4, 1, 2, l)) = T 2 − T 2(y4, y1, y2, y5) = 26.1105− 26.0037 = 0.1068로자유도 1인카

이제곱 분포를 고려할 때, 이러한 차이는 유의하지 않은 것으로 나타나 이 단계에서 멈추게 되며, 이

경우이상신호의원인으로 y4, y1, y2, y5의변수를고려한다.
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Figure 3.2. Output for the mult.chart function: the MYT decomposition of the T 2 statistic for an out-of-control

observation.

위 결과를 요약하면 18번째 데이터의 경우 수소, 이온농도, 질산염과 용존산소 및 증발잔류물 간의 관계
가 water1 데이터집합에서 관측된 관계와 차이가 난다는 것을 의미한다. 즉, 각 품질특성치의 값이 변

화했다기보다는 y3 측정치를제외하고다른변수들간의선형관계가 water1 데이터에서의관계와달라
졌다는것을의미한다.

3.2. Mason-Young-Tracy 분해

위 에제 18번째 데이터에 대한 MYT 분해를 시행하면, T 2 통계량에 대한 MYT 분해는 모두 5! =

120가지가 있으며, 우리가 구해야 할 주변 통계량과 조건부 통계량의 갯수는 모두 5 × 25−1 = 80개가

된다. 2.2절에서 p = 3인 경우와 마찬가지로, 식 (2.12)로부터 MYT 분해로 생성되는 모든 항에 대해

계산할 수 있고, 이것은 Table 3.1과같다. 특히, 굵은글씨는 식 (2.11)을통해 α = 0.01로 하여 Ti·j의

경우 UCL = 8.1719, Ti·j,k의 경우 UCL = 8.5202, Ti·j,k.l의 경우 UCL = 8.8992, 그리고 Ti·j,k,l,m의

경우 UCL = 9.3134이 넘어 T 2 통계량이 큰 값으로 관측된 원인에 대한 정보를 주게 된다. 예를 들어,



818 Sungim Lee

18번째데이터에서는 y1과 y2의관계가달라졌음을알수있다.

Table 3.1로부터 T 2 통계량의 MYT 분해에대한예 2가지를살펴보면다음과같다.

T 2 = T 2
1 + T 2

2·1 + T 2
3·1,2 + T 2

4·1,2,3 + T 2
5·1,2,3,4 (3.2)

= 0.9606 + 9.3204 + 0.3307 + 5.5514 + 9.9474 = 26.1105,

T 2 = T 2
4 + T 2

2·4 + T 2
1·2,4 + T 2

5·1,2,4 + T 2
3·1,2,4,5 (3.3)

= 2.0363 + 0.1383 + 12.6266 + 11.2025 + 0.1068 = 26.1105.

변수의 순서를 어떻게 고려하는 가에 따라 필요한 주변 통계량과 조건부 통계량은 달라지지만, 결국 T 2

통계량은같다는것을확인할수있다.

3.3. Mason-Young-Tracy 분해를 이용한 이상원인 선택절차

Table 3.1과 같이 모든 MYT 항을 계산하는 것을 대신해서 원인 식별을 위해 Mason 등 (1997)이 제시

한좀더간편한절차를대입해보면다음과같다.

• 1단계: water2의 18번째 관측치에 대하여, 개별적인 변수에 대해 주변 통계량 T 2
i 을 계산한 결과를

Table 3.1에서 보듯이 α = 0.01에서 관리한계선(식 (2.11))을 구하면 UCL = 7.8059로 T 2
i < UCL

(i = 1, 2, . . . , 5)이되어통계적으로의미있는변수들이없어다음의 2단계를실시한다.

• 2단계: 5개의 변수들에 대해 모든 T 2
i·j항을 계산해야 한다. α = 0.01일 때 식 (2.11)로부터 관리한계

선은 UCL = 8.1719로주어지고, T2·1과 T1·2이통계적으로유의미하게되어 (y1, y2)를제거한다. 이

것은 두 변수의 관계가 과거 데이터와 다르다는 것을 의미한다. 이 때, 제거 된 모든 변수를 신호의

원인으로검사하고, 제거되지않은나머지변수들로부터다시 T 2
3,4,5통계량을살펴보는데, 통계적으로

유의하지않아첫번째변수와두번째변수를이상신호의원인으로한다.

이 절차는 MYT 분해를 위해 80개 항을 계산하는 것을 대신하여, 1단계에서 5개의 항 (Table 3.2), 2단

계에서 20개의 항 (Table 3.3) 등 25개 항에 대한 계산만으로 주된 이상신호의 원인을 좀 더 빠르게 탐

지할 수 있음을 알 수 있었다. 또한 이상신호의 원인이 개별적인 변수의 변화에 기인한 것인지 아니면

변수들간의직선관계가변한것인지에대한정보를알려준다. 이것은 T 2 통계량이변수들의순서에따

라 개별적인 변수항과 조건부 항으로 모형선택의 변수선택과 비슷한 개념으로 주효과와 교호작용효과를
찾는 것과 비슷하다고 할 것이다. 다만, 이 방법은 앞절에서 살펴본 것처럼 모든 항을 살펴보는 것이 아

니기 때문에, 개별적인 효과의 영향이 발생한 경우 다른 변수와의 연관성에 대한 정보는 생략된 정보를
주게된다. 그러나 p가큰경우효과적으로계산량을줄이며이상신호의원인을알아볼수있는효과적

인방법임을이해할수있다.

4. 이상신호의 원인에 대한 성능 비교

이번 절에서는 모의실험을 통해 이상신호의 원인을 찾기 위한 3가지 방법의 성능을 비교 평가해 보고자
한다. 이를 위한 모의실험 절차는 다음과 같다. p = 3인 T 2 관리도를 통해 평균벡터에 대한 이단계 모
니터링을가정하였다. 관리상태하에서품질특성치는다음을가정한다.

X ∼ N


 0

0

0

 ,

 1 ρ ρ

ρ 1 ρ

ρ ρ 1


 (4.1)
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Table 3.1. All possible MYT decompositions for an 18th observation which falls outside the upper control limit

T 2 계산 T 2 계산

1 T 2
1 0.9606 41 T 2

3·2,4 3.5478− 2.1746 = 1.3732

2 T 2
2 1.3846 42 T 2

1·2,4 14.8012− 2.1746 = 12.6266

3 T 2
3 0.0042 43 T 2

5·2,4 7.8219− 2.1746 = 5.6473

4 T 2
4 2.0363 44 T 2

1·2,5 15.2719− 5.1720 = 10.0999

5 T 2
5 0.9606 45 T 2

3·2,5 5.2499− 5.1720 = 0.0779

6 T 2
2·1 10.2810− 0.9606 = 9.3204 46 T 2

4·2,5 7.8219− 5.1720 = 2.6499

7 T 2
3·1 1.4585− 0.9606 = 0.4979 47 T 2

1·3,4 8.6568− 2.8282 = 5.8286

8 T 2
4·1 8.6168− 0.9606 = 7.6562 48 T 2

2·3,4 3.5478− 2.8282 = 0.7196

9 T 2
5·1 0.9614− 0.9606 = 0.0008 49 T 2

5·3,4 5.3498− 2.8282 = 2.5216

10 T 2
1·2 10.2810− 1.3846 = 8.8964 50 T 2

1·3,5 1.6335− 0.5257 = 1.1078

11 T 2
3·2 2.1567− 1.3846 = 0.7721 51 T 2

2·3,5 5.2499− 0.5257 = 4.7242

12 T 2
4·2 2.1746− 1.3846 = 0.7900 52 T 2

4·3,5 5.3498− 0.5257 = 4.8241

13 T 2
5·2 5.1720− 1.3846 = 3.7874 53 T 2

1·4,5 10.6050− 5.3303 = 5.2747

14 T 2
1·3 1.4585− 0.0042 = 1.4543 54 T 2

2·4,5 7.8219− 5.3303 = 2.4916

15 T 2
2·3 2.1567− 0.0042 = 2.1525 55 T 2

3·4,5 5.3498− 5.3303 = 0.0195

16 T 2
4·3 2.8282− 0.0042 = 2.8240 56 T 2

4·1,2,3 16.1631− 10.6117 = 5.5514

17 T 2
5·3 0.5257− 0.0042 = 0.5215 57 T 2

5·1,2,3 15.2999− 10.6117 = 4.6882

18 T 2
1·4 8.6168− 2.0363 = 6.5805 58 T 2

3·1,2,4 16.1631− 14.8012 = 1.3619

19 T 2
2·4 2.1746− 2.0363 = 0.1383 59 T 2

5·1,2,4 26.0037− 14.80128012 = 11.2025

20 T 2
3·4 2.8282− 2.0363 = 0.7919 60 T 2

3·1,2,5 15.2999− 15.2719 = 0.0280

21 T 2
5·4 5.3303− 0.0042 = 5.3261 61 T 2

4·1,2,5 26.0037− 15.2719 = 10.7318

22 T 2
1·5 0.9614− 0.6036 = 0.3578 62 T 2

2·1,3,4 16.1631− 8.6568 = 7.5063

23 T 2
2·5 5.1720− 0.2756 = 4.8964 63 T 2

5·1,3,4 10.7571− 8.6568 = 2.1003

24 T 2
3·5 0.5257− 0.2756 = 0.2501 64 T 2

2·1,3,5 15.2999− 1.6335 = 13.6664

25 T 2
4·5 5.3303− 0.6036 = 4.7267 65 T 2

4·1,3,5 10.7571− 1.6335 = 9.1236

26 T 2
3·1,2 10.6117− 10.2810 = 0.3307 66 T 2

2·1,4,5 26.0037− 10.6050 = 15.3987

27 T 2
4·1,2 14.8012− 10.2810 = 4.5202 67 T 2

3·1,4,5 10.7571− 10.6050 = 0.1521

28 T 2
5·1,2 15.2719− 10.2810 = 4.9909 68 T 2

1·2,3,4 16.1631− 3.5478 = 12.6153

29 T 2
2·1,3 10.6117− 1.4585 = 9.1532 69 T 2

5·2,3,4 8.1885− 3.5478 = 4.6407

30 T 2
4·1,3 8.6568− 1.4585 = 7.1983 70 T 2

1·2,3,5 15.2999− 5.2499 = 10.0500

31 T 2
5·1,3 1.6335− 1.4585 = 0.1750 71 T 2

4·2,3,5 8.1885− 5.2499 = 2.9386

32 T 2
2·1,4 14.8012− 8.6168 = 6.1844 72 T 2

1·2,4,5 26.0037− 7.8219 = 18.1818

33 T 2
3·1,4 8.6568− 8.6168 = 0.0400 73 T 2

3·2,4,5 8.1885− 7.8219 = 0.3666

34 T 2
5·1,4 10.6050− 8.6168 = 1.9882 74 T 2

1·3,4,5 10.7571− 5.3498 = 5.4073

35 T 2
2·1,5 15.2719− 0.9614 = 14.3105 75 T 2

2·3,4,5 8.1885− 5.3498 = 2.8387

36 T 2
3·1,5 1.6335− 0.9614 = 0.6721 76 T 2

1·2,3,4,5 26.1105− 8.1885 = 17.9220

37 T 2
4·1,5 10.6050− 0.9614 = 9.6436 77 T 2

2·1,3,4,5 26.1105− 10.7571 = 15.3534

38 T 2
1·2,3 10.6117− 2.1567 = 8.4550 78 T 2

3·1,2,4,5 26.1105− 26.0037 = 0.1068

39 T 2
4·2,3 3.5478− 2.1567 = 1.3911 79 T 2

4·1,2,3,5 26.1105− 15.2999 = 10.8106

40 T 2
5·2,3 5.2499− 2.1567 = 3.0932 80 T 2

5·1,2,3,4 26.1105− 16.1631 = 9.9474

단, 굵은 글씨는 식 (2.11)을 통해 α = 0.01로 하여 Ti·j의 경우 UCL = 8.1719, Ti·j,k의 경우 UCL = 8.5202,

Ti·j,k.l의 경우 UCL = 8.8992, 그리고 Ti·j,k,l,m의 경우 UCL = 9.3134이 넘어 T 2 통계량이 큰 값으로 관측
된 원인에 대한 정보를 제공한다.

MYT = Mason-Young-Tracy; UCL = upper control limit.
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Table 3.2. Summary of the individual T 2 statistics

T 2 UCL

1 T 2
1 = 0.9606 7.8509

2 T 2
2 = 1.3846 7.8509

3 T 2
3 = 0.0042 7.8509

4 T 2
4 = 2.0363 7.8509

5 T 2
5 = 0.9606 7.8509

MYT = Mason-Young-Tracy; UCL = upper control limit.

Table 3.3. Summary of all T 2
ij̇

T 2 T 2

1 T 2
2·1 = 9.3204 11 T 2

4·3 = 2.8240

2 T 2
3·1 = 0.4979 12 T 2

5·3 = 0.5215

3 T 2
4·1 = 7.6562 13 T 2

1·4 = 6.5805

4 T 2
5·1 = 0.00089 14 T 2

2·4 = 0.1383

5 T 2
1·2 = 8.8964 15 T 2

3·4 = 0.7919

6 T 2
3·2 = 0.7721 16 T 2

5·4 = 5.3261

7 T 2
4·2 = 0.7900 17 T 2

1·5 = 0.3578

8 T 2
5·2 = 3.7874 18 T 2

2·5 = 4.8964

9 T 2
1·3 = 1.4543 19 T 2

3·5 = 0.2501

10 T 2
2·3 = 2.1525 20 T 2

4·5 = 4.7267

단, 굵은 글씨는 α = 0.01일 때 식 (2.11)로부터 UCL = 8.1719를 넘는 경우를 나타낸다.

MYT = Mason-Young-Tracy; UCL = upper control limit.

새로운데이터 Y는 N(µ,Σ)를가정하는데, 평균벡터는 µ = (δ, 0, 0)이고공분산행렬 Σ는식 (4.1)의분

산과 동일하다. 즉, 새로운 데이터는 분산의 변화가 없고 첫 번째 변수 x1의 평균만 δ만큼 이동시켜, 호

텔링 T 2 통계량으로부터 이상신호가 발생하는 경우 이상신호의 원인은 첫 번째 변수의 평균이 변화한
것임을 가정한다. 각 절차의 성능을 정의하기 위해 1,000개의 Y 관측치에 대해 첫 번째 변수의 이동을
탐지한건수즉, 각절차의원인파악비율을계산한다. 이를위해각방법에대해이상신호를탐지한경

우는다음과같이정의한다.

• MYT 분해 (MYT-D): x1 변수의 평균 이동을 탐지하기 위해, 이상신호가 발생한 데이터에 MYT 분

해들 중 x1과 관련이 있는 T 2
1 , T

2
1·2, T

2
1·3, T

2
1·2,3에 대해 유의수준 α의 관리한계선을 적용하여 이들

중관리한계선을벗어나는경우가있으면이상신호의원인을찾은것으로간주한다.

• MYT 방법 (MYT): T 2
1 통계량이관리한계선을벗어나면이상신호의원인을찾은것으로간주한다.

• Murphy 방법 (Murphy): D = T 2 − T 2
1 통계량의 값이 작다면 이상신호의 원인을 찾은 것으로 간주

한다.

위 방법으로 비교하기 위해 x1 변수를 δ = 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0으로 변화 시켰으며, 변수들 간 상관
관계는 ρ = 0.2, ρ = 0.5, ρ = 0.8을 사용하였다. 먼저, 변수들 간 상관정도에 관계없이 δ가 작은 경우

세 가지 절차로부터 변수의 원인을 확인하는 검정력은 낮은 편이었다. MYT 분해는 주변 통계량 뿐 아

니라 조건부 통계량을 통해 검정을 함으로써 다른 두 가지 간단한 방법들에 비해 x1의 평균변화를 탐지
한 비율이 높았지만 δ가 작은 경우에는 검정비율의 변화가 그리 크지 않았다. Murphy 방법의 경우 변

수들간상관성이큰경우에는 δ = 3으로평균변화가큰경우에도검정비율이작게나타나는것을알수
있다. 그러나 MYT 분해에 의한 방법은 검정비율이 99.8%로 거의 1에 가깝게 나타나 MYT 분해가 평
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Table 4.1. Comparison of the percentages of correct identification of the cause for out-of-control signals

δ
ρ = 0.2 ρ = 0.5 ρ = 0.8

MYT-D MYT Murphy MYT-D MYT Murphy MYT-D MYT Murphy

0.5 3.8 3.4 3.3 5.5 3.9 3.6 7.0 2.7 2.6

1.0 9.8 8.1 7.7 13.4 8.9 8.4 31.9 13.4 9.6

1.5 20.8 18.3 17.6 28.8 21.3 19.3 65.3 30.2 14.6

2.0 35.6 34.0 31.4 52.4 41.5 30.7 88.1 51.5 11.4

2.5 54.1 52.7 47.0 71.5 62.5 41.9 98.7 71.2 3.1

3.0 73.9 72.8 64.9 87.6 80.6 41.9 99.8 85.7 0.8

MYT = Mason-Young-Tracy; MYT-D = MYT decomposition.

균벡터의 변화를 민감하게 탐지할 것으로 기대된다. 다만 p가 큰 경우에는 이러한 MYT 분해를 계산하

는것이복잡하기때문에 MYT 방법처럼간단한절차를쓰는것도꽤유용함을알수있다 (Table 4.1).

5. 앞으로의 연구 방향

호텔링 T 2 통계량은다변량품질특성치에대한관리도로가장일반적인통계량이다. 이통계량의값으

로부터 평균벡터의 이상신호가 감지되면, 적절한 조처를 하기 위해 그 원인을 검토하는 것은 매우 중요
한 문제이다. 이 경우 호텔링 T 2 통계량의 값을 변수들의 순서를 고려하여 1개의 주변 항과 (p − 1)개

의 조건부 항으로 분해하고, 각 통계량의 크기를 통해 이상신호의 원인을 설명한 MYT 분해는 실제 문

제에서 이상신호를 이해하는데 실질적인 도움을 줄 수 있으리라 짐작할 수 있다. 그러나, p의 크기가 커

짐에 따라 계산해야 할 MYT 성분은 기하급수적으로 늘어나기 때문에 이상신호의 원인을 식별하기가

쉽지 않다. 이에 이상신호의 원인을 찾기 위한 변수 선택의 알고리즘이 제안되었는데, 모의실험을 통해

Murphy (1987)의 절차보다는 MYT 분해에 대한 간편절차가 원인 식별을 더 잘한다는 것을 알 수 있었

다. 특히 Murphy의 절차가 변수들의 상관이 높은 경우 원인 식별 능력이 떨어진다는 것을 알 수 있었
다. 그러나 이것은 제한된 모의실험의 결과로써 이에 대한 추가 연구가 필요할 것이다. 예를 들어, T 2

통계량에 대한 p개의 MYT 분해를 통해 살펴보면 각각의 성분 또한 F 분포를 따르게 되는데 , 모의실

험에서 원인 식별을 위해 MYT 각 항에 대해 모두 유의수준 α 검정법을 사용하였다. 이상신호의 원인

식별을위해서는전체관측치에대한 T 2 통계량이통계적으로유의하게큰관측치에대해서만살펴보기
때문에, MYT 항에 대한 조건부 통계량의 확률분포를 알아보는 등 이에 대한 좀 더 정확한 근사가 필요
하다는 것을 알 수 있다. 이에 앞으로의 다변량 관리도 연구에서는 이상신호 발생 후 그 원인이 되는 변
수를 식별하기 위한 검정절차를 동시에 모니터링할 수 있는 방안에 대해 추가로 연구할 필요가 있을 것
이다.
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호텔링 T 2의 이상신호 원인 식별
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요 약

호텔링 T 2 통계량에 근거한 다변량 관리도는 공정의 이상상태를 식별하는 통계적 공정관리의 강력한 도구 중 하나
이다. 다수의 품질 특성치를 동시에 모니터링하는데 사용된다. T 2 관리도를 통해 이상신호가 탐지된다는 것은 평균
벡터의 변화가 있다는 것을 의미하게 된다. 그러나, 이러한 다변량 통계량의 신호는 이상신호에 대한 원인을 식별하

기 어렵게 한다. 이 논문에서는 T 2 통계량을 서로 독립인 항으로 분해한 Mason, Young, Tracy (MYT) 분해에 기

반한 원인 식별 방법들을 살펴본다. 또한, R 소프트웨어를 사용하여 사례분석을 하고, 모의실험을 통해 각 절차의

성능을비교평가해보고자한다.

주요용어: 다변량 SPC, 호텔링 T 2, MYT 분해, 이상신호원인식별
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