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1) 부경대학교 경영학부

1. 서 론

본 연구에서는 집단고객이 상관성을 띠고 시스

템에 도착하는 BMAP(Batch Markovian Arrival

Process)을 도착과정으로 갖고, 서버는 D-정책에

D-정책을 갖는 이산시간 BMAP/G/1 대기행렬의

대기시간 분석

(Waiting Time Analysis of Discrete-Time BMAP/G/1 Queue Under
D-policy)

이 세 원1)* 
(Se Won Lee)

요 약 본 논문에서는 D-정책을 갖는 이산시간 BMAP/G/1 대기행렬시스템의 대기시간을 분석

한다. 고객(또는 패킷)들은 마코비안 도착과정을 따라 집단으로 시스템에 도착하며, 유휴한 서버는
시스템에 도착한 고객집단의 서비스시간의 총합이 이미 정해놓은 임계값 D를 초과하면 시스템에

더 이상 서비스할 고객이 없을 때까지 서비스를 제공한다. 시스템의 안정상태 대기시간 분포를 변환

형태로 구하고 성능척도로서 평균값을 유도하였다. 시뮬레이션을 통하여 이론값들의 타당성을 검증
하고 간단한 수치예제를 보였다.

핵심주제어 : 이산시간 집단 마코비안 도착과정(D-BMAP), D-정책, 서버제어정책, 대기시간

Abstract In this paper, we analyze the waiting time of a queueing system with D-BMAP

(discrete-time batch Markovian arrival process) and D-policy. Customer group or packets
arrives at the system according to discrete-time Markovian arrival process, and an idle single

server becomes busy when the total service time of waiting customer group exceeds the

predetermined workload threshold D. Once the server starts busy period, the server provides
service until there is no customer in the system. The steady-state waiting time distribution is

derived in the form of a generating function. Mean waiting time is derived as a performance

measure. Simulation is also performed for the purpose of verification and validation. Two simple
numerical examples are shown.

Key Words : Discrete-Time Batch Markovian Arrival Process(D-BMAP), D-policy, Server
Control Policy, Waiting Time
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의해 on-off를 제어하는 이산시간 대기행렬시스

템을 다룬다.

이산시간 시스템에 대한 자세한 내용은

Takagi[1]에서 찾아볼 수 있다. Bruneel and

Kim[2]은 통신 교통시스템 등의 응용분야에서

단위시간(슬롯)을 고려하는 이산시간 시스템 모

델링이 연속시간보다 더 적합하다는 것을 보였는

데, 기존 네트워크 도착과정의 모델링에서는 분

석의 용이함 때문에 대부분의 연구들이 포아송

도착과정을 가정하였으나 실제 인터넷 트래픽의

모델링에는 패킷 도착간격들 사이에 존재하는 상

관성으로 인하여 포아송 도착과정으로는 모델링

에 한계가 있음이 밝혀졌다(Paxon and

Floyd[3]).

도착과정이 이산시간 BMAP을 따르는 대기행렬

시스템의 분석은 Lucantoni[4], Latouche and

Ramaswami[5], Ramaswami and Latouche[6],

Wang and Silverster[7] 등에 의해 주로 네트워크

모형에서 패킷도착과정을 묘사하는 데 사용되었다.

이산시간 대기행렬시스템과 BMAP에 대한 보다 자

세한 내용은 Lee[8]에서 찾아 볼 수 있다.

D-정책을 갖는 대기행렬시스템의 분석의 초기

연구로는 Balachandran[9], Balachandran and

Tijms[10]를 찾아볼 수 있다. 대기시간에 관한

연구로는 Li and Niu[11]가 최초의 연구인데 이

들은 D-정책을 갖는 GI/G/1 대기행렬시스템의

대기시간 분포함수를 구하고, 평균대기시간을 유

도하였다. Lee et al.[12]은 D-정책과 복수휴가를

갖는 M/G/1 시스템의 고객수와 대기시간을 분석

하였으며, Baek and Lee[13]는 D-정책을 갖는

MX/G/1 시스템의 대기시간을 분석하였다. 이들

은 모두 연속시간 시스템에 관한 연구들인 반면

D-정책을 포함한 이산시간 대기행렬시스템의 분

석에 대한 연구로는 다음을 찾아 볼 수 있다:

Lee et al.[14]은 D-정책 하에서 운영되는

Geo/G/1 시스템의 일량, 고객수, 대기시간, 체재

시간의 분포를 유도하였다. Lee et al.[15]은 고객

도착간격들 사이에 상관성이 존재하는 이산시간

MAP 도착과정과 D-정책 하에서의 대기행렬시

스템의 일량, 고객수, 대기시간, 체재시간의 분포

를 분석하였다. Liu and Deng[16]은 변조된 D-

정책과 베르누이피드백을 갖는 이산시간 대기행

렬시스템의 고객수분포를 분석하였으며, Lan

and Tang[17]은 N-, D-정책이 혼합된 이중제어

정책을 갖는 이산시간 대기행렬시스템을 분석하

였다.

본 연구는 Lee[18]의 후속연구로서 Lee[18]의

유휴기간 분석결과와 일량 분석결과를 기반으로

하여 D-정책과 집단도착을 갖는 이산시간

BMAP/G/1 대기행렬시스템의 대기시간 분석을

목표로 한다.

2. 시스템

본 연구에서 다루는 시스템의 운영방식은 다음

과 같다:

(1) 고객들은 파라미터 행렬    …

을 갖는 이산시간 BMAP(Batch Markovian

Arrival Process)으로 시스템에 도착한다. 집

단에 속한 각 고객들의 서비스시간은 길이가

1 이상인 이산시간 일반분포 를 따르며,

이산시간 모형은 Bruneel and Kim[2]의

LAS-DA(Late Arrival System with

Delayed Access)를 가정한다.

(2) 서버는 시스템에 한 명 존재하며, 유휴기간

동안 쌓인 시스템 내 총 일량이 임계값 를

초과하면 바쁘기 시작하여 더 이상 서비스할

고객이 없을 때까지 서비스하고 이러한 과정

이 반복된다. 선입선출(FCFS) 서비스규칙을

따른다.

(3) 고객들의 서비스시간은 도착과정과는 독립이

며 일량 보존 시스템, 완전 서비스 시스템이

다.

이해를 돕기 위해, 본 연구의 대상시스템의 운

영방식을 Fig. 1과 같이 고객수 과정과 일량 과

정으로 구분하여 동일한 시간 축선 상에 표현하
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였다. 유휴한 서버는 시스템에 도착한 고객들의

서비스 시간의 총합이 미리 정해 놓은 일량 임계

값 D를 초과하기 전까지 기다렸다가 바쁜기간을

시작하는 D-정책을 따른다. Fig. 1에서 첫 번째

사이클은 네 번째 고객집단이 도착하여 이들의

총 누적 서비스시간이 D를 초과해 바쁜기간을

시작하며, 두 번째 사이클은 첫 번째 고객집단으

로는 D를 넘지 못하여 계속 유휴기간을 보내다

가 두 번째 고객집단으로 바쁜기간을 시작한다.

논문 전반에 걸쳐 사용할 기호와 함수들을 다

음과 같이 정의하자.

    …: 이산시간 BMAP의 UMC

(Underlying Markov Chain) 파라미터 행렬

  : 행렬의 -원소

 : UMC 위상의 갯수

 : k 슬롯 시작점에서의 UMC 위상

  lim
→∞

     …: UMC

위상의 안정상태확률

 … 

 … : 바쁜 기간 종료점에서의 UMC

위상을 나타내는 확률벡터

e : 모든 원소가 1인 크기 ×의 열벡터

 : 서비스시간의 길이(이산확률변수)

   Pr    : 의 확률질량함수(PMF),

( )

    
  

∞

  : 의 확률생성함수(PGF)

    Pr  ⋯ ≤  : 의 차

중합의 분포함수(DF), (   )

           : 의 차 중합

의 확률질량함수

  
  

∞

 e: 단위시간(슬롯)당 평균도착

집단수

  
  

∞

 e: 단위시간(슬롯)당 평균도착고

객수

  : 교통밀도(Traffic Intensity)

 : 바쁜기간 시작점에서의 고객수

 : 바쁜기간 시작점에서의 일량

 : 유휴기간의 길이

3. 선행 연구결과 정리

본 장에서는 대상시스템의 대기시간 분석의 선

행연구라 할 수 있는 Lee[18]의 연구결과들을 요

N(k)

U(k)
k

k

D

Idle period Busy period Idle period
Cycle

ND

UD

UD 

Fig. 1 Operation Behavior of the System
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약하여 소개하고 정리한다. 본 장의 기호와 확률,

함수들은 증명 없이 Lee[18]를 그대로 따른다.

유휴기간의 평균 길이는 다음과 같다.

   
  




  



   
 e (1)

여기서,

 











     

 
⋅ 

  …  …
,

 
  

  



   
    

   
  .

은 크기×의 정방행렬로서, 유휴

기간 시작점의 UMC 위상 에서 출발한 일량과

정이 유휴기간 동안에 명의 고객들에 의해 일

량 레벨 를 지나고 방문 직후의 UMC 위상이

일 방문확률   를 -원소로 갖는다.

임의의 슬롯 시작점에서 서버가 유휴하고, 그

때의 일량이 일 결합확률벡터는 다음과 같다

  … .

 
    


  



  
 

(2)

임의의 사이클에서 유휴기간 시작점과 바쁜기

간 시작점에서의 UMC 위상을 포함하고, 바쁜기

간 시작점에서의 고객수( )와 일량( )이 각

각 명, 인 행렬   ,   와 이들의 확

률생성함수는 다음과 같다.

 









 

  
 

∞

  

 
  

 

∞



 
 

∞


 








×

 
 

  
≥ 

  


∞

 
 



 


∞


 








×

 
 

     ≥

 
    

  

∞

   , 
    

    

∞

  
 .

-정책 하에서 유휴기간 시작점에서의 UMC

위상이 라는 조건 하에 바쁜기간 시작점에서의

UMC 위상이 인 유휴기간의 길이에 대한 조건

부 결합변환 
  를 원소로 갖는 행렬은


    

    

∞

    
 

  

∞

  
  (3)

 
  



    
 

  

∞

  
    

  .

바쁜기간 임의슬롯 시작점에서의 일량에 대한

결합변환행렬은 다음과 같다.

 
  

 

 
 

          
 



(4)

바쁜 기간 종료점에서의 UMC 위상을 나타내

는 확률벡터 는 식 (5)와   e 로부터

얻는다.

 
    

∞

    
  

 
    

∞


  

∞

    
    

(5)

 
    

∞


  

∞


  

 


  



 
     

 

×         
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4. 대기시간 분석

시스템에 도착하는 임의 고객의 대기시간분포

를 유도한다. 시스템에 도착하는 고객들은 유휴

기간 동안 도착하는 집단에 속해 있는 특별고객

이거나 바쁜기간 동안 도착하는 집단에 속한 일

반고객이므로, 고객 유형에 조건을 취하면 임의

고객의 대기시간 분포의 벡터 GF를 식 (6)과 같

이 표현할 수 있다.

 
   

   
   (6)

4.1 특별고객의 대기시간 분석

먼저 유휴기간 동안 시스템에 도착하는 특별고

객을 살펴보자. 특별고객의 유형은 Fig. 2와 같이

총 6가지로 분류할 수 있다.

(경우 ⓐ) 유휴기간 중에 도착한 첫 집단에 속한

경우

1) 시험집단의 도착 이후 시스템 내 총일량이

D 이하

2) 자신의 서비스를 포함한 시스템 내 총일량

이 D 초과

3) 자신의 서비스를 포함한 시스템 내 총일량

이 D 이하, 시험집단의 도착으로 D 초과

(경우 ⓑ) 첫 번째 집단에 속해 있지 않은 경우

1) 시험집단의 도착 이후 시스템 내 총일량이

D 이하

2) 자신의 서비스를 포함한 시스템 내 총일량

이 D 초과

3) 자신의 서비스를 포함한 시스템 내 총일량

이 D 이하, 시험집단의 도착으로 D 초과

임의의 특별시험집단이 도착하면서 보는 일량

이 이고 도착 직후의 UMC 위상이  , 특별시험

고객이 자기가 속한 집단 내에서 번째 고객이고

동일 집단 내에 자기 뒤에 명이 있을 확률을

 , 이를 원소로 갖는 확률벡터를 다음과

같이 정의하자.

     … 

유휴기간의 분석결과인 식 (2)와 이산시간 재

생과정이론을 이용하면 아래 정리를 얻는다.

<정리 1>

    



  
(7)

(증명) 집단의 크기를 나타내는 이산확률변수를

 , 시험고객이 크기 의 집단에 속할 확률을 

라고 정의하면, 가상의 특별시험고객이 유휴기간

동안 일량 를 보면서 도착하는 크기  의 집

U(k)

k

D

Idle period Busy period Idle 
period

a1

b1

a2

a3

b3

b2

Fig. 2 The 6 Types of a Special Customer
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단에 속해 있고 자기가 그 집단 내에서 번째일

확률은  
⋅ ⋅ 


이다. BMAP에서 실제

고객의 도착시점에서의 확률로 바꾸어 주기 위해

뒤에  e
  

를 곱하면 다음과 같다.

 
⋅ ⋅ 


⋅  e

  

  
⋅

 Pr   
⋅ 


⋅  e

  

  



  eg
  e
  

  



  
 □

Fig. 3은 확률벡터  의 상황을 도식화한

것이다. 시스템 도착 직후의 상황을 고려하였을

때, 자기보다 먼저 서비스를 받는 고객들의 서비

스시간의 총합이 이고, 시험 집단 내에서 자기

와 자기 뒤의 고객들의 서비스 시간의 총합이 

라면, 이 특별고객의 대기시간은 다음 두 가지의

합이다.

1) 시험 집단의 도착시점에서의 잔여유휴기간

    


2) 도착 직후 자기 앞에 대기 중인 모든 특별

고객들(시험 집단 내에서 자기 앞의 고객

포함)의 서비스시간의 총합 

식 (2), (3)과  을 이용하면 Fig. 2에서

분류한 6가지 유형에 따라 특별시험고객의 대기

시간분포의 벡터 GF  
  를 다음과 같이

구할 수 있다.

 
  

  



 
 

  



 
 . (8)

여기서,

 
   

 




 




  








 



 

×
 

(8.1)

 
   

 

∞


  

∞




∞

 



 
 (8.2)

 
   

 



 
 

∞


  






∞

 



 

×

(8.3)

 
   

 




 




 




  








 



 

×
 

(8.4)

 
   

 

∞


 




  

∞


 

∞

 



 


(8.5)

 
   

 



 
 

∞


 




  








 



 

×

(8.6)

4.2 보통고객의 대기시간 분석

보통고객의 대기시간의 변환은 바쁜기간 동안

의 일량분석 결과 식 (4)로부터 다음과 같이 유

도할 수 있다.

N(k)

U(k)

k

k

D

i-1

SF = x

 I*
D-x-y  

Test SC

Test group  y

v

l

Fig. 3 Illustration of  
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<정리 2>

 
     

  
 

  

   
(9)

(증명) 바쁜기간에 도착하는 가상 고객의 대기시

간은 바쁜기간 중 임의의 슬롯 시작점에서의 일

량과 한 슬롯만큼의 차이가 난다. 본 논문에서

다루는 이산시간시스템은 LAS-DA를 가정하므

로 도착은 슬롯 끝점에서 일어나기 때문이다. 따

라서  
     

  
 이다.

이산시간 BMAP/G/1 시스템에서 실제고객의

대기시간은 가상고객의 대기시간에
  

   

를 곱하여 얻을 수 있으므로 이를 정리하면 다음

과 같다(Kim et al.[19]).

 
   

  ⋅
  

   

  
  

 

  

   
 □

이제 식 (4)를 이용하여 식 (9)를 다시 쓰면 보

통시험고객의 대기시간의 변환은 다음과 같다.

 
    

 
 

     (10)

×    
 


  

   


식 (8), (10)으로부터 식 (6)은 최종적으로 다

음과 같다.

 
   (11)

 
  



 
  

  


  




  

  

 



  

×         
  

 
  



 
      

∞


  

  


  

∞

 



  

×      

 
  

  

 
  

  


  




  




  

  

 



  

×          
  

 
    

∞


  




  

∞


  

∞

 



  
   

 
  

  

 
      

∞


  




  




  

  

 



  

×      

 
 

 
    

×    
 


  

   


5. 성능척도

본 장에서는 시스템의 성능척도로서 평균대기

시간을 유도한다. 어떤 행렬생성함수 에 대

하여 다음을 정의하자.

     , 
 





  

식 (6)으로부터 임의의 고객의 평균대기시간은

다음과 같다.

   
e 

e 
e

식 (8.1)-(8.6)으로부터 임의의 특별고객의 대

기시간      
  e를 구하면 다음과 같다.
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 
e (12)

 
  




  

  


  

  


  

 

 



  

×
  

    
   

 e

 
   

∞


  

 


  

∞

 



  

 e

 
  




     

∞


  

  


  

 

 



  

×
  

 e

 
  

  


  

  


  




  

   


  

 

 



  

  

×
    

   
 e

 
    

∞


  




  

    


  

∞

 



  

×   e

 
  




      

∞


  




  

    


  

  

 



  

×      e

시험고객이 보통고객일 확률을 포함한 보통고객

의 대기시간   
e는 식 (10)과 Lee[18]

의 평균일량 계산결과로부터 다음과 같다.

  
  e  

  



  

∞

 

e

 




  

∞

  

e

  




  

∞

 

e

(13)

식 (13) 우변의 첫째 항은 Lee[18]의 식 (6.6)

뒤에 
  

∞

 e를 곱한 후에 로 나눈 결과

로부터 얻는다. 따라서  
e를 정리하면 다음

과 같다.

 
e 

 
 

  
   

×e 
  

∞

 e
 


 

 
  

∞

 

×e 
  

∞

 e

  




  

∞

  

e

  




  

∞

 

eu busye

(14)

Lee[18]에 따르면, 식 (14)의  
e는 아래와

같고,  
   

   
  



 
이다.

 
  e

 
 

   

 


 
    

   

×   e 
  

∞

 e

 


  
 

×




  

∞

  
 

  

∞

 
  




e

  


  
  

  

∞

 

×   e 
  

∞

 e

6. 수치예제

본 장에서는 대기시간 분석을 통하여 구한 이
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론값들과 시뮬레이션 결과를 비교, 확인한다. 이

론값의 계산은 Mathematica 8을, 시뮬레이션은

SIMSCRIPT II.5를 사용하여 100,000개의 사이클

시간 동안 수행하였다. 여러 가지 수치 예에 대

하여 모두 0.1% 이내의 상대오차를 얻을 수 있

었으며 두 가지 예제를 보이기로 한다.

서비스시간의 분포는 이산확률분포인 기하분포

(Geom(p))와 음이항분포(NB(n,p))를 사용하였고,

각 분포의 확률질량함수(pmf)는 다음과 같다.

Geom(p):         …

NB(n,p):     
       ,

   …

이론값()과 시뮬레이션 결과()와의 비교를

위한 백분율 상대오차는 다음과 같다:

상대오차(%) =


×.

(Example 1)

    
      

      
 

   ,      
  

∞

 e 

Measure 

Service Distribution Geom(1/9) NB(2,2/3)

 0.9 0.3

Theoretical Value(T) 102.8430 24.6011

Simulation Result(R) 102.8833 24.6006

Relative Error(%) -0.03919 0.002032

Table 1 Mean Waiting Time of Example 1

(Example 2)

          
      

  ,

        
  

∞

 e  .

Measure 

Service Distribution Geom(7/10) NB(2,1/3)

 0.166 0.696

Theoretical Value(T) 29.7774 22.8619

Simulation Result(R) 29.7495 22.9018

Relative Error(%) 0.09367 -0.17448

Table 2 Mean Waiting Time of Example 2

7. 결론 및 추후연구과제

고객(또는 패킷)이 집단으로 도착하고, 일량 임

계값에 의해 바쁜기간을 시작하는 -정책을 갖

는 이산시간 BMAP/G/1 대기행렬시스템의 안정

상태 대기시간을 분석하였다. 대기시간 벡터생성

함수를 유도하고, 성능척도로서 평균대기시간을

계산한 후, 시뮬레이션을 수행하여 결과 값을 비

교 확인하였다. 또한 Lee[20]의 MAP 관련 대기

행렬시스템의 분석을 위한 통합적 접근방법이 집

단도착의 경우에도 효과적으로 작동함을 확인하

였다.

추후연구과제로서 고객수와 체재시간의 분석을

생각해 볼 수 있다. 본 연구에서 다룬 시스템은

복잡도가 매우 높은 시스템으로서 분석 자체만으

로도 의의가 있지만 보다 빠른 계산 속도를 얻기

위한 알고리즘 개발이 요구된다. Lee et al.[21]은

D-정책 하에서 후입선출로 서비스하는 M/G/1

대기행렬시스템의 분석과 비용최적화를 해석적으

로 다루었는데, Lee et al.[22]과 같이 시뮬레이션

을 활용하여 우선순위 서비스규칙 하에서 운영되

는 복잡한 대기행렬시스템을 근사적으로 분석하

는 방법도 고려할 수 있다.
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