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ABSTRACT

In this paper, an impulsive rendezvous problem by using minimum energy of spacecraft
in different orbits is addressed. In particular, the orbits considered in this paper are the
general orbits including the elliptic orbit, while most of the orbits considered in the
literature have been restricted within co-planar or circular orbits. The constraints for
solving this optimization problem are the Kepler's equation formulated with the universal
variable, and the final position and velocity of two spacecraft. Also, the Lagrange
coefficients, sometimes called as f and g solution, are used to describe the orbit transfer.
The proposed method technique is demonstrated through numerical simulation by
considering the minimum energy, and both the minimum energy and the wait time,
respectively. Finally, it is also verified by comparing with the Hohmann transfer known as
the minimum energy trajectory. Although a closed-form solution cannot be obtained, it
shows that the suggested technique can provide a new insight to solve various orbital
transfer problems.

초 록

본 논문에서는 서로 다른 궤도상에 있는 두 우주비행체의 랑데부를 위한 최소 에너지 

순간추력을 구하는 문제를 다룬다. 두 우주비행체의 궤도는 공면 궤도나 원 궤도 같이 특

정 지어진 궤도가 아닌 일반적인 궤도이다. 이러한 최적화 문제를 다루기 위해 범용변수

를 사용한 케플러 방정식과 두 우주비행체의 최종 위치 및 속도를 구속조건으로 사용하

며, 전이 궤도의 정보를 얻기 위해 라그랑지 계수를 이용한다. 이 방법은 최소 에너지를 

고려한 예시와 대기시간까지 고려한 예시를 통해 보여 지며, 최소 에너지 궤도로 알려진 

호만 궤도와 비교함으로써 검증된다. 비록 닫힌 형태의 해를 얻을 수는 없었지만, 수치 

해석적 방식을 적용함으로써 다양한 궤도 전이 문제의 해를 구할 수 있음을 보여준다.

Key Words : Spacecraft Rendezvous(우주비행체 랑데부), Minimum Energy(최소 에너

지), Wait Time(대기 시간), Non-coplanar(비 공면), Conic Orbit(타원 궤도)
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Ⅰ. 서 론

우주임무에 있어서 에너지(혹은 연료)의 효율

적인 사용은 우주비행체의 수명과 직간접적으로 

관여되어있기 때문에 매우 중요한 문제 중 하나

라고 할 수 있다. 만약 어떠한 기술로 우주비행

체의 연료를 절약할 수 있다면, 그것은 우주비행

체의 수명을 연장하는 데 큰 도움이 될 것이다.
본 논문에서는 서로 다른 궤도상에 존재하는 

두 우주비행체의 랑데부를 위해 에너지를 최소로 

하는 순간추력 궤도전이 문제를 다룬다. 이러한 

문제의 가장 간단한 형태는 같은 궤도면을 갖는 

두 원 궤도 사이에서의 문제일 것이다. 그리고 

이와 같은 문제에서 한 번의 순간추력을 사용한 

최소 에너지 궤도 전이는 호만전이(Hohmann
transfer)[1]라는 이름으로 잘 알려져 있다. 이 외

에도 고정된 시간에서 여러 번의 순간추력

(Multi-impulse)을 이용하는 연구[2, 3], 여러 번

의 공전(Multi-revolution)을 고려하는 연구[4]나 

이 둘 모두를 고려하는 연구[5] 등이 있을 뿐 아

니라, 연료를 최적화하는 문제[6]나 무작위 탐색

(Random searching) 알고리즘을 적용하는 연구

[7] 등이 있다. 최근에는 다양한 교란을 고려하는 

연구[8] 또한 진행되면서 우주비행체 랑데부를 

위한 다양한 접근들이 제시되고 있으며, 이 외에

도 랑데부를 위한 적응 제어기법[9], 지상 테스트

베드 개발[10] 등 다양한 분야에서 활발하게 연

구가 진행되고 있다. 이러한 연구의 대부분은 램

버트 문제를 기반으로 접근하고 있으며, 비행시

간을 고정하거나 특정한 궤도로 상황을 제한하는 

등의 제약조건을 갖는다.
본 논문에서는 공면 혹은 원 궤도 사이에서의 

궤도전이가 아닌, 보다 일반적인 궤도 상황에 대

한 해를 얻고자 한다. 원 궤도나 타원 궤도의 위

치와 속도를 수치적으로 계산하는 것은 어려움이 

없지만 포물선 궤도에 근접할수록 수치적인 계산

이 아주 불안정해는 특성이 있다. 따라서 여기서

는 뉴턴역학에 따른 운동방정식이 아닌 범용변수

(Universal variable)를 사용한 운동방정식을 사용

한다. 범용변수를 사용하는 방법은 일반적인 궤

도에 대해 충분히 정확한 궤도 정보를 제공할 수 

있다. 또한, 비행시간이 고정되지 않고 에너지를 

최소화하기 위한 미지수로써 사용되며 대기시간

(Wait time)이라는 중요한 파라미터가 다루어진

다. 이 파라미터는 랑데부를 위한 궤도전이를 수

행하기에 앞서 에너지를 최소화 할 수 있는 위치

까지 이동하기 위해 기다려야하는 시간을 의미한

다. 즉, 초기 위치에서 속도변화를 일으키는 것이 

아니라 에너지를 보다 최소화하는 새로운 위치를 

찾고 해당 위치에서 랑데부를 위한 궤도전이가 

진행되는 것이다.
본 논문에서는 최소 에너지를 고려한 순간추

력 랑데부 문제와 관련하여 두 개의 문제를 다룬

다. 첫 번째 문제는 타겟과 체이서의 위치 및 속

도가 주어져 있을 때, 랑데부를 위한 초기위치와 

최종위치에서의 속도변화(순간추력)를 찾고, 두 

우주비행체가 최종위치에서 만나기까지 걸리는 

비행시간을 계산한다. 두 번째 문제는 첫 번째 

문제에서 대기시간이라는 파라미터를 추가하여 

두 개의 속도변화를 찾는다.
본 논문은 다음과 같은 구조로 되어있다. 먼

저, 범용변수를 기반으로 하는 케플러의 시간에 

대한 방정식을 살펴본 후, 라그랑지 계수

(Lagrange coefficient)와 라그랑지 곱(Lagrange
multiplier)을 이용하여 랑데부를 위한 필요조건

을 유도한다. 그리고 몇 가지의 시뮬레이션을 통

하여 유도된 식의 검증이 이루어진다.

Ⅱ. 본 론

2.1 케플러의 시간에 대한 방정식

본 논문에서 다루고 있는 문제들을 이해하기 

위해서는 라그랑지 계수와 범용변수에 대해 알아

야할 필요가 있으며, 이를 위해 케플러 방정식부

터 간단히 살펴보고자 한다. 먼저 케플러 방정식

은 다음과 같다[11].

( ) sinM n t T E e E= - = - (1)

여기서 은 Mean anomaly를 나타내고, 와 

는 각각 Eccentric anomaly와 이심률

(Eccentricity)을 나타낸다. 그리고 는 주기를, 

는 비행시간을 의미하며, 은  으로 정의

된 Mean motion이다. 는 지구의 중력상수이며,
는 궤도의 장축의 길이이다. 케플러 방정식은 

이심률 가 1에 근접할수록 계산의 정확도가 낮

아지는 특성을 갖는데, 이러한 수치적 문제를 해

결하기 위해 다음과 같이 정의된 범용변수를 사

용한다.

x
r
m

= (2)

여기서 은 우주비행체의 위치를 나타낸다. 범

용변수를 이용하면 다음과 같은 우주비행체의 위

치와 시간에 대한 방정식들을 구할 수 있다.
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여기서 와 는 각각 우주비행체의 초기 위

치와 속도를 의미한다. 만약 주어진 비행시간 

에 대해 식(3)으로부터 범용변수 를 알 수 있다

면, 우주비행체의 위치 벡터의 크기가 계산될 수 

있다. 그리고 비행시간 에서 우주비행체의 위치

와 속도 벡터는 라그랑지 계수를 사용하여 다음

과 같이 표현될 수 있다.

0 0f g= +r r v (5)

0 0f g= +v r v (6)

여기서 ,  ,  그리고 는 스칼라 값을 갖는 

파라미터들이며 다음과 같이 정의 된다.

0

1 1 cosa xf
r a
æ ö= - -ç ÷
è ø

(7)

sina xg t x a
am

æ ö= - -ç ÷
è ø

(8)

0

sina xf
rr a
m

= - (9)

1 1 cosa xg
r a
æ ö= - -ç ÷
è ø

(10)

이처럼 범용변수를 사용하여 표현된 케플러 

방정식과 라그랑지 계수은 우주비행체의 궤도를 

묘사하기 위해 사용되며, 최종적으로 구해진 우

주비행체의 궤도 식은 본 논문에서 다루어지는 

최적화 문제에 사용된다.

2.2 우주비행체의 랑데부

2.2.1 최소 에너지 고려한 문제

램버트 문제가 초기위치와 최종위치 그리고 

비행시간이 주어져 있을 때 두 위치에서의 속도 

벡터를 구하는 것이라면, 이 절에서 다루는 최소 

에너지를 고려한 랑데부 문제는 타겟과 체이서의 

초기 위치와 속도가 주어졌을 때를 고려하고 있

다. 전체적인 문제의 정의는 Fig. 1과 같다. 세 

개의 궤도는 각각 타겟, 체이서 그리고 체이서의 

전이궤도를 보여준다. 는 타겟의 초기 위치를 

Fig. 1. Minimum energy problem

나타내며, 는 체이서의 초기를 가리킨다. 또한,

와 은 전이궤도를 만들기 위한 속도변화 

벡터와 최종 지점에서 랑데부를 수행하기 위한 

속도변화 벡터를 의미한다.
에너지를 최소로 하는 랑데부 문제는 체이서

의 속도변화를 최소로 하는 것과 동일하다고 

할 수 있다[12]. 즉, 이 장에서 다루는 랑데부 

문제는 초기 및 최종위치에서 타겟과 랑데부를 

할 수 있는 최적의 비행시간과 최소 속도변화

를 찾는 것 이이며, 첫 번째 문제는 다음과 같

이 정의 된다.  ,  ,  그리고 가 주어졌을 

때, 성능지수 를 최소화하는 비행시간 과 속

도변화 , 을 구하는 것이다. 여기서 성

능지수는 에너지를 최소화하는 것으로써 다음

과 같다.

0 0 1 1
1 1
2 2

T TJ = D D + D Dv v v v (11)

랑데부를 위해서는 식(3)을 만족하면서, 최종 

위치에서 두 우주비행체의 위치와 속도가 일치해

야만 한다. 이러한 조건들은 랑데부를 위한 구속

조건이 되며, 성능지수는 이 구속조건들에 종속

된다. 이러한 구속조건들을 정리하면 다음과 같

다.

( )0, , , 0x x t D =η v (12)

0- =r r (13)

( )1 0- + D =v v v (14)

여기서 와 은 각각 초기 및 최종 위치

에서 체이서의 속도변화 벡터를 의미한다. 그리

고     
이며, 다음과 같은 식을 원소로 

하는 벡터 함수이다.

( ) 0 0
1

0

, sin 1 cos

sin 0

Tx xx t a x a a
a a

xr a t
a

h
m

m

æ ö æ ö= - + -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

+ - =

r v

(15)
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여기서 과 는 식(3)의 좌변을 이항하는 것

으로 간단히 얻을 수 있으며, 각각 타겟과 체이

서의 궤도운동을 의미한다.
구속조건이 등식인 정적 최적화 문제는 라그

랑지 곱을 사용하는 것으로써 구속되지 않은 문

제로 변환시킬 수 있다[13].

( ) ( )( )1
T T TJ= + + - + - + DH λ η Φ r r ψ v v v (17)

여기서  ,  그리고 는 라그랑지 곱을 원소

로 하는 벡터로써    
 ,     

,

그리고     
이다. 이렇게 늘어난 미지

수들에 대해서 성능지수를 최소화하기 위한 필요

조건은 다음과 같이 얻을 수 있다[14].

1
1 0T T

x x x x
hl ¶¶ ¶ ¶

= + + =
¶ ¶ ¶ ¶
H r vΦ ψ (18)

2
2 0T T

x x x x
hl ¶¶ ¶ ¶

= - - =
¶ ¶ ¶ ¶
H r vΦ ψ (19)

( )1 2 0T

t t t
m l l¶ ¶ ¶æ ö= - + + - =ç ÷¶ ¶ ¶è ø

H r rΦ (20)

2
2

0 0 0 0 0

0T TJ hl ¶¶ ¶ ¶ ¶
= + - - =

¶D ¶D ¶D ¶D ¶D
H r vΦ ψ
v v v v v (21)

3 3
1 1

0TJ I ´

¶ ¶
= - =

¶D ¶D
H ψ
v v (22)

이 필요조건들을 정리하기 위해 우선 식(22)으
로부터 라그랑지 곱 벡터인 를 구한다.

1
T T= Dψ v (23)

이렇게 구해진 를 식(18)와 (20)에 대입하고 

정리하면 라그랑지 곱 벡터 를 다음과 같이 얻

을 수 있다.

1 1
1 T T

r x x
l ¶ ¶æ ö= - + Dç ÷¶ ¶è ø

r vΦ v (24)

2 1
1 T T

r x x
l ¶ ¶æ ö= + Dç ÷¶ ¶è ø

r vΦ v (25)

여기서 범용변수에 대한 의 편미분은 다음과 

같이 정리된다.

1 r
x
h¶

=
¶

(26)

2 r
x
h¶

=
¶

(27)

식(21)에 라그랑지 곱 벡터 를 대입하면

1 1
1 1

0

T T T T

T

r x x r x x

t t

m é ¶ ¶ ¶ ¶ ùæ ö æ ö- - + D + + Dç ÷ ç ÷ê ú¶ ¶ ¶ ¶è ø è øë û
¶ ¶æ ö+ - =ç ÷¶ ¶è ø

r v r vΦ v Φ v

r rΦ
(28)

타겟과 체이서의 최종 위치가 일치해야 한다

는 랑데부의 구속조건으로부터    임을 알 

수 있다. 이 구속조건을 식(29)에 적용하여 정리

하면 다음과 같이 정리될 수 있다.

1 0

T

T

r
x x t t

x x

m

é ù¶ ¶ ¶ ¶æ ö æ ö- + -ê úç ÷ ç ÷¶ ¶ ¶ ¶è ø è øê úë û
¶ ¶æ ö+D - =ç ÷¶ ¶è ø

r r r rΦ

v vv
(29)

다음으로 와 를 식(21)에 대입하면

2
1

0 0 0

1
0

1

0

T T T

T

J
r x x

h¶¶ ¶ ¶ ¶æ ö+ + D -ç ÷¶D ¶ ¶ ¶D ¶Dè ø
¶

-D =
¶D

r v rΦ v Φ
v v v

vv
v

(30)

Ep.(31)를 에 대해 정리하면 다음과 같이 라

그랑지 곱 를 구할 수 있다.

2
1

0 0 0

1

2

0 0

1

1

T TJ
r x

r x

h

h
-

é ùæ ö¶¶ ¶ ¶
= -D -ê úç ÷¶D ¶D ¶ ¶Dè øë û

æ ö¶¶ ¶
´ -ç ÷¶D ¶ ¶Dè ø

v vΦ v
v v v

r r
v v

(31)

최종적으로, 를 Ep.(29)에 대입하면, 구속조

건이 적용된 최적 해를 구하기 위한 방정식을 얻

을 수 있다.

( ) 1
0 1 1 0

1 0

T T

T

rh L L
x x t t

x x

m
- é ù¶ ¶ ¶ ¶æ ö æ ö= D -D - + -ê úç ÷ ç ÷¶ ¶ ¶ ¶è ø è øê úë û

¶ ¶æ ö+D - =ç ÷¶ ¶è ø

r r r rv v

v vv
(32)

여기서 행렬 와 은 식(32)를 간략화하기 

위해 사용되었으며 다음과 같이 정의된다.

2
0

0 0

1L
r x

h¶¶ ¶
= -
¶D ¶ ¶D
r r
v v (33)

( ) ( )0 0 0
2 0

0

, , sin

1 cos sin 0

Txx t a x a a
a

x xr a t
a a

h
m

m

+ Dæ öD = - +ç ÷
è ø

æ ö´ - + - =ç ÷
è ø

r v v
v

(16)
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2
1

0 0

1L
r x

h¶¶ ¶
= -
¶D ¶ ¶D
v v
v v (34)

만약 식(32)을 만족하면서 두 우주비행체가 랑

데부를 한다면, 체이서는 주어진 초기조건에서 

최소 에너지로 랑데부를 하게 됨을 의미한다.

2.2.2 최소 에너지와 대기시간을 고려한 문제

이 절에서는 대기시간이라는 새로운 파라미

터가 추가되며 미지수로써 사용된다. 전체적인 

문제의 정의는 Fig. 2에 묘사된다. 대기시간은 

최소 에너지의 궤도 전이를 할 수 있는 위치와 

시점을 알려준다. 따라서 체이서의 첫 번째 속

도 변화는 초기 위치에서 대기시간 만큼 지

난 이후에 발생할 것이다. 본 논문에서는 이러

한 첫 번째 속도 변화에 대하여 으로 표현

한다. 첫 번째 순간 추력이 발생한 후, 체이서

는 전이 궤도로 돌입하게 되며 전체 비행시간 

와 대기시간 의 차이만큼의 전이시간 을 

갖는다.
이 절에서 다루는 최소 에너지와 대기시간을 

고려하는 랑데부 문제는 앞 절에서 다룬 문제와 

매우 유사하다. 문제는  ,  ,  그리고 가 

주어져있을 때, 대기시간 과 전체 비행시간 ,

그리고 랑데부를 위한 속도 변화 , 을 구

하는 것이다. 최소화하고자 하는 성능지수와 구

속조건은 다음과 같다.

1 1 2 2
1 1
2 2

T TJ = D D + D Dv v v v (35)

( )1 1 1, , , , , 0x x x t t D =η v (36)

0- =r r (37)

( )2 0- + D =v v v (38)

여기서 는    
와 같으며, 각각의 원소

는 다음과 같이 정의된다.

Fig. 2. Minimum energy and wait time
problem

0 0
1

0

sin 1 cos

sin

Tx xa x a a
a a
xr a t
a

h
m

m

æ ö æ ö= - + -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

+ -

r v

(39)

0 01 1
2 1 1 1 1

1 1

1
0 1 1

1

sin 1 cos

sin

Tx xa x a a
a a

xr a t
a

h
m

m

æ ö æ ö
= - + -ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è ø

+ -

r v

(40)

( )

( )

1 1 1
3

1 1

sin 1 cos

sin

Tx xa x a a
a a
xr a t t
a

h
m

m

+ Dæ ö æ ö= - + -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

+ - -

r v v

(41)

여기서 과 은 체이서의 최초 궤도에서의 

장축과 범용변수를 의미하며, 와 는 대기시간 

이후, 전이궤도의 장축과 범용변수를 나타낸다.
즉, 은 타겟의 궤도운동을, 와 는 각각 대

기시간 이전의 체이서의 궤도운동과 이후의 궤도

운동을 묘사한다.

이 문제에서 계산되어야하는 변수는  , ,  ,
,  그리고 , 이며, 전이시간은 앞에서 

설명한 바와 같이  으로 계산될 수 있다. 대

기시간 에서 체이서의 위치와 속도는 2.2.1절에

서와 유사하게 라그랑지 계수를 사용하는 것으로 

다음과 같이 나타낼 수 있으며,

1 0 0 0 0f g= +r r v (42)

1 0 0 0 0f g= +v r v (43)

대기시간 이후의 체이서의 최종위치와 속도 

또한 를 고려하여 다음과 같이 표현될 수 있

다.

1 1 1 1f g= +r r v (44)

( )1 1 1 1 1f g= + + Dv r v v (45)

마찬가지로 구속되지 않은 문제로 변환시키면,

( ) ( )( )1
T T TJ= + + - + - + DH λ η Φ r r ψ v v v (46)

여기서  ,  그리고 는 라그랑지 곱을 원소

로 하는 벡터이다. 이렇게 변수가 증가된 식에 

대하여 성능지수를 최소화하기 위한 필요조건은 

다음과 같다.

1
1 0T T

x x x x
hl ¶¶ ¶ ¶

= + + =
¶ ¶ ¶ ¶
H r vΦ ψ (47)
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32
2 3

1 1 1 1 1

0T T

x x x x x
hhl l ¶¶¶ ¶ ¶

= + - - =
¶ ¶ ¶ ¶ ¶
H r vΦ ψ (48)

3
3 0T T

x x x x
hl ¶¶ ¶ ¶

= - - =
¶ ¶ ¶ ¶
H r vΦ ψ (49)

3
2 3

1 1 1 1

0T T

t t t t
hml l ¶¶ ¶ ¶

= - + - - =
¶ ¶ ¶ ¶
H r vΦ ψ (50)

( )1 2 0T

t t t
m l l¶ ¶ ¶æ ö= - + + - =ç ÷¶ ¶ ¶è ø

H r rΦ (51)

3
3

1 1 1 1 1

0T TJ hl ¶¶ ¶ ¶ ¶
= + - - =

¶D ¶D ¶D ¶D ¶D
H r vΦ ψ
v v v v v (52)

3 3
2 1

0TJ I ´

¶ ¶
= - =

¶D ¶D
H ψ
v v (53)

이 필요조건들을 사용하여 2.2.1절과 유사한 

방법으로 라그랑지 곱을 모두 얻을 수 있으며,
최종적으로 대기시간과 최소에너지를 고려한 랑

데부 조건식 두 개를 유도할 수 있다. 이렇게 구

해진 두 개의 식은 다음과 같다.

( ) 1
1 1 2 1 0

2 0

T T

T

rh L L
x x t t

x x

m
- é ù¶ ¶ ¶ ¶æ ö æ ö= D -D - + -ê úç ÷ ç ÷¶ ¶ ¶ ¶è ø è øê úë û

¶ ¶æ ö+D - =ç ÷¶ ¶è ø

r r r rv v

v vv
(54)

( ) 1
2 1 2 1 0 2

1 1 1

2 2
1 1 1

0

T T

T

h L L l
x r x t

l
x r x t

m

m

-
é ùæ ö¶ ¶ ¶

= D -D - -ê úç ÷ç ÷¶ ¶ ¶ê úè øë û
æ öæ ö¶ ¶ ¶

+D - + =ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷¶ ¶ ¶è øè ø

r r rv v

v v vv

(55)

여기서 두 행렬 와  그리고 스칼라 는 

식(54), (55)를 간략화하기 위해 사용되었으며, 다

음과 같이 정의된다.

3
0

1 1

1L
r x

h¶¶ ¶
= -
¶D ¶ ¶
r r
v v (56)

3
1

1 1

1L
r x

h¶¶ ¶
= -
¶D ¶ ¶D
v v
v v (57)

3 3
2

1 1 1

1l
r r x t

m h hæ ö¶ ¶
= +ç ÷ç ÷¶ ¶è ø

(58)

이 장에서는 두 개의 랑데부 문제가 제시된다.
첫 번째 문제는 최소 에너지를 고려한 랑데부 문

제이다. 이 문제는 총 아홉 개의 미지수로 구성

되어 있는데,  ,  , , 와 이 그것이다.
이 미지수들의 최적 해를 찾기 위해서는 마찬가

지로 아홉 개의 방정식이 필요하며, 랑데부의 특

성과 최적화 기법을 사용하여 식(12), (13), (14)

그리고 (32)이라는 식들을 얻을 수 있었다. 두 번

째 문제는 대기시간 과 범용변수 이 추가되

어 총 열 한 개의 미지수로 구성되며, 첫 번째 

문제와 마찬가지로 식(35), (36), (37), (54) 그리고 

(55)이라는 열 한 개의 방정식을 모두 얻을 수 

있었다.
이 문제들의 닫힌 해를 구하는 것은 비선형성

이 강하다는 궤도의 특성 때문에 많은 어려움이 

있다. 하지만 수치 해석적 방법은 어렵지 않게 

적용할 수 있기 때문에 이를 이용하여 시뮬레이

션이 진행된다.

2.3 시뮬레이션

2.3.1 최소 에너지 고려한 문제

이 절에서는 제안되는 방식의 유용성을 보여

주기 위해 몇 가지의 시뮬레이션이 다루어진다.
우선, 호만전이의 결과와 수치적 방식으로 얻어

지는 결과를 비교함으로써 식의 타당성을 보인 

후, 비공면의 타원 궤도라는 일반적인 궤도 상황

에 적용하여 그 유용성을 입증한다.
호만전이는 공면의 두 원 궤도 사이에서의 궤

도 전이를 다루는데, 호만전이의 결과로 얻어지

는 두 번의 속도 변화는 에너지를 최소로 하는 

값을 갖는다. 이와 같은 호만전이와 수치적인 방

식으로 얻어진 결과를 비교하기 위해 LEO(
=7,000 km)에서 GEO(=42,164 km)로 가는 궤도

를 사용한다.
Table 1은 주어진 궤도에서의 호만전이와 수

치적인 방식으로 얻어진 속도변화의 크기를 나타

낸다. 해당 문제에서의 최적 해로 알려져 있는 

호만전이의 결과 값이 수치적인 방식으로 얻어진 

값과 같음을 보임으로써 2.2에서 유도된 식을 사

용하여 최소 에너지를 고려한 랑데부 문제의 해

를 도출할 수 있음을 확인할 수 있었다. 이 외에

도 속도변화와 같이 미지수로 사용된 타겟과 체

이서의 범용변수인  , 는 각각 287과 492라는 

값을 얻었으며, 19,155초라는 비행시간 을 갖는

다.
다음은 보다 일반적인 상황의 궤도인 비공면

의 타원궤도를 갖는 두 우주비행체의 랑데부 문

Maneuver
Hohmann
(km/s)

Numerical
(km/s)

First Burn 2.336 2.336

Second Burn 1.434 1.434

Table 1. Hohmann transfer solution generated
by the numerical technique
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Orbit
Position
(km)

Velocity
(km/s)

Target          

Chaser             

Table 2. Initial condition of minimum
energy rendezvous

Parameter Value Unit

 150.02 -

 166.85 -

 1749.23 sec
     km/s
     km/s

Table 3. Minimum energy rendezvous
solution

Fig. 3. Trajectory of minimum energy
problem

제이다. 두 우주비행체의 초기 조건은 Table 2에 

나타나 있으며 타겟과 체이서 이심률은 각각 

0.47, 0.31 이다.
위와 같은 초기조건에서, 구속조건을 모두 만

족하면서 성능지수를 최소로 하는 값을 구하기 

위해, 수치적인 방식을 사용한다. 그리고 Table 3
은 수치적인 방식으로 얻어진 결과를 보여주며,
해당 결과에 대한 궤도가 Fig. 3에 나타나 있다.

체이서는 초기위치에서 =    


만큼의 속도 변화를 일으켜 전이궤도로 진입할 

수 있다. 그리고 1,749초의 비행시간이 지난 후,

최종위치에서 =    
 만큼의  

속도 변화를 다시 한 번 함으로써 타겟과의 랑데

부를 하게 된다. 마지막으로 이 결과가 최적 해인

지를 확인하기 위해서 수치해석을 통하여 Fig. 4와 

같은 그래프를 얻었다. 이 그래프는 비행시간 을 

Fig. 4.  and  with respect to the 

1,500초에서 2,000초까지 변경해가면서 램버트 문

제를 푸는 것으로 얻을 수 있다. Fig. 4의 그래프

는 결과 값으로 얻어진 비행시간에서 구속조건이 

만족하고 있으며, 성능지수가 최소가 되고 있음

을 보여준다.

2.3.2 최소 에너지와 대기시간을 고려한 문제

이 절에서는 대기시간까지 고려된 식을 사용

하여 시뮬레이션을 수행한다. 앞 절에서와 마찬

가지로 호만전이를 통한 검증이 이루어지고, 일

반적인 궤도문제에 적용함으로써 그 유용성을 보

인다. 먼저, LEO와 GEO의 궤도를 갖는 두 우주

비행체 랑데부 문제이다. 주어진 문제에 대하여 

수치적인 방식을 통해 얻어진 해는 다음과 같다.
  ,  ,       ,

      그리고  ,  ,

 이다. 여기서, 두 속도변화의 크기가 호만

전이의 결과와 일치하는 것을 알 수 있다. 이것

은 대기시간을 포함하고 있는 식으로부터 에너지

를 최소로 하는 해를 얻을 수 있다는 것을 의미

한다. 즉, 제안하는 방법이 타당하다는 것을 간접

적으로 보여주며, 이는 체이서가 주어진 초기위

치에서 궤도전이를 수행하는 것이 아니라 대기시

간  이 흐른 후에 궤도전이를 해야만 최

소 에너지 궤도전이가 된다는 것이다. Fig. 5는 

이러한 결과에 대한 타겟과 체이서의 궤도를 보

여준다.
마지막으로 일반적인 궤도에서의 문제를 다룬

다. 두 우주비행체의 초기조건은 Table 4에 나타

나 있으며, 타겟과 체이서의 이심률은 각각 0.34,
0.13 이다. 주어진 초기조건에서, 최적 해는 

   ,    ,      ,

      그리고 각각의 범용변수
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Fig. 5. Hohmann transfer is generated
by the minimum energy and wait
time problem

Orbit
Position
(km)

Velocity
(km/s)

Target           

Chaser             

Table 4. Initial condition of the minimum
energy and wait time problem

Fig. 6.  with respect to the  and 

는 ,  ,  으로 수치적인 방법을 

통해 얻어진다. 랑데부를 위한 체이서의 궤도 전

이는 초기위치에서 4,463초가 지난 후에 일어나

며, 다시 1,642초 동안의 비행시간을 갖은 후, 비

로소 랑데부를 하게 된다.
다음으로, 앞서 얻어진 결과 값들이 최적 해인

Fig. 7.  and  with respect to the  and 

Fig. 8. Trajectory of minimum energy and
wait time problem

지를 살펴본다. Fig. 6은 총 비행시간과 대기시간

에 대한 성능지수의 값을 나타낸다. 이 그림은 3
차원의 성능지수 그래프가 해당 구간에서 유일한 

최소 점을 가지고 있음을 보여주고 있다. Fig. 7
도 이와 비슷하게 총 비행시간과 대기시간에 대

한 과 의 그래프 등고선을 나타낸다. 이 그

림도 마찬가지로 과 가 교차하면서 0의 값

을 갖는 곳의 위치가 앞서 얻어진 결과 값과 일

치함을 보여준다. 이것은 결과 값들이 해당 구간

에서 구속조건을 만족하는 유일한 해임을 의미한

다. 마지막으로 Fig. 8은 이러한 결과 값에 대한 

궤도를 보여주고 있다.

Ⅲ. 결 론

본 논문에서는 최소 에너지를 고려한 랑데부 

문제를 풀기위해 최적화 기법을 사용하였으며,
수치적인 방법을 통해 해를 도출하는 내용을 다
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루고 있다. 이러한 방식은 공면 궤도나 원 궤도

처럼 궤도 상황을 제한하지 않아도 충분히 해를 

도출할 수 있다는 이점을 가지고 있다. 구속조건

이 있는 최적화 기법을 적용하는 것으로 두 우주

비행체의 최소 에너지 랑데부를 위한 최적의 속

도 변화를 얻었으며, 보다 효율적인 랑데부를 위

해 대기시간이라는 개념을 추가하여 랑데부를 위

한 조건식들을 유도하였다. 그리고 이러한 방법

의 타당성을 보이기 위해 호만전이의 결과와 비

교하여 검증을 진행하였으며, 램버트 문제를 이

용하여 얻어진 해가 최적해 임을 보였다. 마지막

으로 임의의 두 궤도상에 있는 우주비행체 랑데

부 문제를 해결하였다. 본 논문에서는 제안하고 

있는 접근방식은 닫힌 형태의 해가 아니고 수치

해석을 기반으로 하고 있기 때문에 초기 값에 민

감하다는 특성을 갖는다. 하지만 궤도형상과 비

행시간을 제한하지 않는 일반적인 상황을 고려하

고 있을 뿐 아니라, 램버트 문제와는 다른 초기

조건에서 접근하여 최소 에너지 랑데부 문제를 

해결함으로써 다양한 우주미션 연구에 응용될 수 

있을 것이라 기대된다.
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