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테일러급수의 이해에 대한 연구

오 혜 영 (인천대학교)
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테일러급수는 대학 전공 수학의 여러 개념을 포함하는 복잡한 구조를 가지고 있다. 이 주제는 미적분학, 해석학, 복

소해석학 등의 수학뿐만 아니라 물리학, 공학 등 다른 학문에서도 유용성과 응용성을 가진 강력한 도구이다. 그러나

학생들은 이 주제의 수학적 구조를 제대로 이해하는데 어려움을 느낀다. 이에 본 연구에서는 어떻게 학생들이 테일

러급수 수렴을 이해하는지를 알기 위해서 학생들의 수학적 특징을 세 유형으로 분류한다. 그 후에 테일러급수 수렴

의 구조적 상(image)을 이용해서 테일러급수 수렴에 대한 이해도를 분석하고 이에 대한 결과를 제시하고자 한다.

Ⅰ. 서론

테일러급수는 제임스 그레고리, 이삭 뉴톤, 고프리드 라이프니쯔, 레오나르도 오일러, 조세프 루이스 라그랑주

와 같은 수학자와 과학자들에 의해 오래된 역사를 통해 사용되어 왔다(Eves, 1995). 테일러급수는 다항함수를 이

용해서 일반 함수에 근사시키는 것이다.

테일러급수의 중요성에 대한 완전한 인식은 오일러가 그것을 미분학에 응용했던 1755년과 라그랑주가 함수론

의 기초로서 급수를 사용했던 1797년까지 지연됐다. 뉴턴은 유율에 관한 연구서를 44세였을 때 출판했는데, 그

연구서는 뉴턴의 유율법에 대한 최초의 논리적이고 체계적인 설명이었으며, 미분적분학에 대한 버클리 주교의

비판에 대한 답변으로 쓴 것이었다(Eves, 1995). 미분적분학의 엄밀화를 구체적으로 시도한 최초의 수학자는 라

그랑주였는데, 그는 함수를 테일러급수 전개로 표현하는 방법에 근거한 시도는 성공과는 거리가 멀었지만, 테일

러급수가 미적분학의 근거를 이루는 기초가 되게 했다(Eves, 1995).

오늘날 테일러급수는 복잡한 함수나 미분방정식을 단순화시키기 위해서 물리학이나 공학에서 널리 사용되고

복소해석학의 기초적인 역할을 한다. 미적분학의 몇 개의 절에서 이미 테일러급수의 내용을 다루지만 테일러급

수의 내용이 많이 응용되기 때문에 미분방정식, 해석학, 현대 물리학, 화학이나 공학 같은 응용 과목에서 테일러

급수를 다시 다루게 된다.

테일러급수는 함수, 극한, 도함수, 수열과 급수의 개념뿐만 아니라 오차한계, 수렴구간, 수렴반경, 중심 같은

내용을 다룬다. 미분적분학을 배운 학생들은 테일러급수를 이용해서 함수의 근사적 접근이 용이하다. 또 특정한

점에서의 함수를 독립변수, 중심, 차수를 이용하여 표현하게 하고, 라그랑주의 나머지 공식을 이용해서 특정하지

않은 변수의 역할을 인식하게 된다. 그러나 미분적분학을 배운 학생들이 처음 테일러급수를 접하면 여러 개념들

로 연결되어 복잡해진 구조에 도전받게 된다. 그러므로 테일러급수 수렴은 학생들에게 많은 어려움을 야기 시킨

다. 이에 학생들이 어떻게 테일러급수를 이해하는지를 아는 것은 중요하다. 그리하여 본 연구에서 학생들의 테일

러급수 수렴에 내재되어 있는 수학적 구조와 그 구조에 수행된 조작과 관련된 구조적 상(image)을 이용해서 학

생들이 무엇을 이해하고 어떻게 테일러급수에 대해서 그런 이해를 하게 되는지를 보여 주고자 한다.
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Ⅱ. 이론적 배경

1. 조작적 및 구조적 이해에 대한 고찰

수학 개념을 대상(object)과 대상 위에서 행해지는 과정의 쌍대로서 인식하는 중요성은 이미 잘 서술되어 있

다(Sfard, 1991,1992). Sfard는 수학 개념을 구조적인 관점과 조작적인 관점으로 설명했는데, 구조적(structural)

개념은 “마치 대상적 실체처럼” 수학 개념을 설명하는 것이고, 조작적(operational) 개념은 대상에서 작용하는 조

작적 과정으로 설명하는 것이다(Sfard, 1992). Sfard에게 조작적 개념에서 구조적 개념으로의 전환은 과정이 대

상으로 보일 때 구체화되어 나타난다. 그러므로 과정은 새롭게 구조화된 대상에서 행해질 수 있다.

Sfard(1992)는 학생들의 개념의 이해가 명백하게 조작적이지도 않고 구조적이지도 않으며, 부분적으로 조작적

이고 구조에서 불완전하다고 관찰했다. 지식이 “앞서 전개한 개념의 시스템”으로부터 분리될 때 그런 지식을 사

용하는 학생들의 추론은 불완전한 구조적(pseudo structural)이라고 했다(Sfard & Linchevski, 1994). 공식과 기

호를 다른 것을 대표하는 것으로 여기지 않고, 그래프와 대수식 사이에 어떤 관계가 없는 것을 대수롭지 않게

여기고, 적당한 시간에 적절한 구조적 해석을 하는데 경직되어 있는 것이 불완전한 구조적 추론의 징후다(Sfard,

1994). 학생들은 개념을 정확히 이해할 때조차도 원래 생각했던 개념 상(concept image)이 지속되어서 두 개의

상(image)이 다른 시간에 나타나서 비교되어지며, 이러한 연결의 부족이 학생들에게 어려움으로 남게 되는 많은

경우를 보게 된다(Alcock, L., 2004). Zandieh(2000)는 불완전한 개념은 어떤 내부 구조가 없는 대상으로 생각된

다고 했으며, 그는 비록 현재 상(image)이 떠올려지지 않더라도 더 완전한 개념이 후에 가능할 수 있고, 게다가

완전한 구조를 말하지 않는 것이 더 효율적으로 추론하는데 도움을 줄 수 있으므로 불완전한 개념을 이용해서

추론하는 사람의 생각은 부정적으로 간주되지 말아야 한다고 주장했다.

2. 선행연구

선행연구들은 문제 상황에 따라 학생들이 테일러급수 수렴의 수학적 구조에 내재되어 있는 여러 요소들을 다

룬 것을 제시했다. Kidron(2002)은 대수식과 테일러 다항식의 시각적 상(image)과의 관계를 CAS를 이용해서 한

교수실험을 서술하여 더 좋은 근사 다항식일수록 오차는 적어진다는 것을 밝혔다. 게다가 Kidron의 접근은 학생

들이 극한과정을 구체화시키도록 설계하였다. 또 테일러 다항식은 대수적이고 수렴의 역동적인 그래프 표현을

배열하면서 무한급수로 구체화 시키도록 했고, 나머지 극한의 구체화의 시도가 있었다. 그러나 테일러급수 수렴

의 다른 요소와 관계된 과정/대상의 이해는 발견되지 않았다.

Alcock & Simpson(2004)은 테일러급수에 대한 문제를 풀 때 몇몇 학생들이 힘들어 했다고 서술했다. 그러나

알콕은 많은 학생들이 질문이 뜻하는 것에 대해서 혼동하기 때문에 이 질문에 대한 학생들의 반응은 많이 서술

하지 않았다.

Kung and Speer(2010)는 “Do they really get it?”에서 거듭제곱급수 수렴에 관한 학생들의 반응에 대해 서술

했고, Martin(2013)는 전문가와 학생들 사이에서의 테일러급수 수렴의 수학적 구조를 비교했다. 김진환(2014)은

예비중등교사를 대상으로 테일러급수의 이해 실태를 조사하고 GeoGebra를 활용한 교수방안을 탐색했다. 임경택

외 3인(2001)와 고효상외 5인(2013)은 테일러급수를 이용한 공학 분야의 논문을 서술했다. 그러나 테일러급수 수

렴의 구조적 상(structural image)과 관련된 연구는 아직 많지 않으므로 테일러급수 수렴의 내재되어 있는 구조

에 근간이 되는 학생들의 이해를 다루려 한다.
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3. 연구체계

이 연구는 Sfard의 조작적이고 구조적인 개념을 택해서 테일러급수의 근본적인 구조적 요소와 그 요소에 작

용하는 조작(operation) 과정에 집중함으로써 테일러급수 수렴의 개념 상(concept image)을 서술하는 방법을 이

용한다. 개념 상(concept image)(Tall & Vinner, 1981)은 수학의 구조적 요소와 조작적 요소가 관련되어 학생들

에게 떠오른 상(image)이다. 본 연구에서 조작적이고 구조적인 요소를 포함하는 상(image)을 테일러급수 수렴의

구조적 상(structural image)으로 언급할 것이다.

근사식의 계산은 함수 f(x)에 더 근접한 새로운 다항함수를 얻기 위해서 많은 항들을 테일러 다항함수에 계

속 더하는 과정으로 행해진다. 이 경우에 항들 자체는 현재의 다항함수에 연결된 대상으로 사용된다. 다른 상황

에서 테일러 다항함수는 테일러급수가 주어진 함수에 수렴하는 것을 증명하는데 이용된 열 
의 일부인

대상으로 여겨질 수 있다. 그러므로 구조적 상(image)은 조작적이거나 구조적인 요소로 구성된 테일러급수 수렴

의 여러 요소를 참조할 수 있다.

Carlson & Bloom(2005)은 사실, 정의, 알고리즘, 판에 박힌 문제, 규칙을 선택하는 적절한 지식을 개인이 어

려운 문제를 풀 때 사용하는 자원(resource)이라고 설명한다. 또한 학생들은 자원(resource)을 접근하고, 전략을

세우고, 생각을 명확히 하는 문제 푸는 태도를 가져야하므로 자원(resource)의 효율성은 적절한 시간에 적절한

자원(resource)을 접근시키는 조절의 정도에 달려있다고 했다.

본 연구에서는 학생들이 테일러급수 수렴을 어떻게 이해하는지를 알기 위해서 학생들의 수학적 특징을 세

유형으로 분류한 후에 테일러급수 수렴에 내재되어 있는 구조적 상(structural image)을 이용해서 테일러급수 수

렴에 대한 수학적 구조를 비교 분석하고 이에 대한 결과를 제시하고자 한다.

Ⅲ. 연구 방법 및 절차

1. 연구대상 및 방법

본교 수학교육과 학생을 대상으로 테일러급수 수렴과 관련된 문제를 풀게 한 후에 테일러급수 수렴에 대한

학생들의 수학적 구조를 분석한다. 학부 2,3학년 학생들 각각 14명씩 28명이 연구대상이고, 이 학생들은 모두 미

분적분학을 배웠다. 학부 2학년 학생들은 해석학을 배우고 있으며, 3학년 학생들은 해석학은 이미 배웠고 복소해

석학을 배우는 중이다.

다양한 수학적 배경으로부터의 학생들을 대상으로 문제를 푸는 설문조사를 했다. 검사 문항은 전형적인 테일

러급수와 관련된 문제이며, W.R.Wade의 해석학과 J.Stewart의 미분적분학과 Martin(2013)의 문제에서 발췌된

문제이다. 설문조사한 구체적인 문제는 다음과 같다.

1. 테일러급수란 무엇인가요?

2. 미분적분학에서 테일러급수를 배우는 이유는 무엇이라 생각하나요?

3. 가 임의의 실수일 때 cos   



 

… 이 성립한다.

여기서 등호의 의미를 말하시오.

4.      일 때

      … 이 성립한다.

여기서      의 의미를 말하시오.
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5. sin   



 

 … 이 성립한다. 이 식을 증명하시오.

6. 테일러급수를 이용해서 sine 함수를 측정하는 방법을 말하시오.

7. 가  가까이에 있을 때 sine 함수에 대한 테일러 다항함수는 sin≈ 


이다.

여기서 근사 기호의 의미를 말하시오.

8. 다항식  


보다 더 좋은 sine 함수의 근사식을 어떻게 얻을 수 있을까요?

9.   log  이고 ∈ℕ이라 하자.
(1) 중심 1에서 에 의해 생성된 n차 테일러 다항함수  

을 구하시오.

(2) ∈일 때 다음이 성립함을 증명하시오.
 log ≤



10. sine 함수의 테일러 다항함수와 테일러급수의 그래프를 같은 좌표 평면에 그리시오.

검사 문항의 1,2번 문제는 테일러급수의 정의와 의미에 관한 문제이고, 3-8번 문제는 기본 문제를 풀 때 구조

적 상(image)을 어떻게 사용하는지 파악하는 문제이다. 9번 문제에서는 테일러 다항함수와 나머지 항에 대해서

질문하고, 10번 문제에서는 테일러 다항함수 및 테일러급수의 그래프에 대해서 묻게 된다. 검사를 위한 문제 풀

기는 학기 중간에 1시간 동안 실시됐으며 활동지는 제출했다.

본 연구를 위해서 문제 푸는 설문조사 이외에 인터뷰를 시행했다. 인터뷰는 풀었던 문제의 증명이나 일반적

인 정의, 근사문제를 말로 설명하게 했다. 인터뷰는 거의 1시간 동안 지속했으며 개인 인터뷰를 학기 중에 실시

했다. 분석을 쉽게 하기 위해서 각 인터뷰는 오디오로 녹음하고 기록했으며, 익명성을 유지하기 위해서 학생들의

이름을 적지 않았다.

학생들이 작성한 활동지를 수집하여 자료로 이용했으며, 증명문제에서는 학생들의 특징화를 명확히 하기 위

해서 오답과 무응답의 경우도 분류에 반영했다. 3-9번 문제에 대한 전체 학생에 대한 정답자의 비율은 <표 Ⅲ

-1>에 나타냈다. 또한 학생들이 증명하거나 인터뷰하는 과정에서 나타나는 실수와 오류를 정확히 판단하기 위해

서 활동지를 꼼꼼히 살펴보았다.

문제 3 4 5 6 7 8 9

정답율

(%)

3학년 85.7 85.8 92.9 92.9 100 100

2학년 92.9 64.3 78.7 72.4 72.4 57.1 63.2

<표 Ⅲ-1> 전체 학생에 대한 정답자의 비율

2. 연구대상의 수학적 행동에 따른 분류

구조적 상(image)에 의한 이해 체계는 학부 2,3학년 학생들 간에 수학적 행동의 유형에 따라 다르므로 유형

에 따른 이해의 차이를 나타내기 위해 수학적 행동을 다음 두 기준에 따라 학생들의 수학적 특징을 분류한다

(Alcock and Simpson(2002a)).
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1. 어떤 대상이 핵심적인 수학적 정의의 연장(extension)에 속하는 대상인지를 이해하는가?

2. 말로 설명할 때 적절하게 정의를 사용하는가?

학부 2,3학년 대상 학생들 전체를 위의 분석 기준에 따라 수학적 특징을 세 유형 A,B,C로 분류한 후에 유형

별로 수학적 구조를 비교하려고 한다. 수학적 행동의 유형에 따른 특징은 다음과 같다.

2.1. A유형

A유형 학생들은 정의를 불러오고 일반적인 주장에 이것을 이용해서 정확도와 기능을 발전시키는데 어려움이

없다. 정의에 의미를 주고 문제 풀 때 여러 면을 통합하려고 상(image)을 수정하는 노력을 한다. 그리하여 정의

와 더 직관적이고 파악하려는 개념의 시각적인 개념 사이의 연결을 이해하게 된다. 이 학생들은 질문을 정확히

파악하고 불일관성을 빨리 인식하고, 어떤 대상이 핵심적인 수학적 정의의 연장(extension)에 속해서 정의와 더

불어 맞게 작용하는지 이해한다.

2.2. B유형

B유형 학생들은 어떤 대상이 중요한 수학 정의인지는 알지만, 중요한 정의를 말로 설명할 때 정확하게 설명

하지 못하거나 정의 사용을 거의 안하면서 설명한다. 상(image)과 약하게 연결되어 있어 정의를 적절히 설명하

지 못하는 경향이 있다. 교재를 이해하는 내적, 직관적인 감각이 있으며, 시각적 상(image)과 수학의 형식적 표

현을 통합시키지 못하고 혼란스러워 한다. 직관적이고 비주얼을 기반으로 발전시킨 것만 이해 가능하고, 관계되

지 않은 친숙한 것을 사용하여 이미 정당화 되어있는 결과와 분리해서 증명하는 경향이 있다. 그들은 문제 풀이

에는 신뢰를 가지나, 정당화 시키는데 적절한 정의를 이용할 수 없다. 또한 형식적인 정의와 증명의 세부사항에

관심 기울이지 않으며 그것들을 이해하고 사용함에 취약하다.

2.3. C유형

C유형 학생들은 형식적인 정의와 개념의 이해가 불일치하며 일반적인 명제를 말로 설명할 때 정의를 사용할

수 없는 유형으로 이 학생들은 주로 시각적 상(image)에 의존한다. 시각적 상(image)으로 이해는 할 수 있지만

신중하게 정의나 증명을 공부하지 않는다. 정의가 불완전하고 여러 정의를 구별하지 못하고 기억하지도 못한다.

형식적 수학 표현의 이해는 피상적 수준이고, 형식적 이론에 해당하는 중심 개념을 이해하지 못하고, 중요한 정

의를 사용하지 못하고 해석하지도 못한다. 형식적 작업은 시각적 상(image)에 의존하지만 정의와 증명의 대수적

형태를 내면화하지 못하고, 시각화와 기호 표현을 연결시키지 못한다.

Ⅳ. 연구 결과

구조적 상(image)의 요소는 항, 독립변수, 테일러 다항함수, 함수, 테일러급수 전개, 전개 급수의 꼬리, 나머지

를 포함한다. 대상 학생들이 사용한 구조적 상(image)을 구조적 요소와 조작적 요소를 관련 시켜 설명하면 다음

과 같다.

·나머지 상(image): 테일러 다항함수와 함수와의 차를 말하며, 나머지를 0으로 접근시키는 극한 과정을 통해

서 수렴을 얻는다. 구조적 요소는 테일러 다항함수와 함수이며, 조작적 요소는 나머지 열의 극한이다.

·부분합의 열 상(image): 테일러 다항함수의 열을 말하며, 다항식을 함수로 접근시키는 극한 과정을 통해서

수렴을 얻는다. 구조적 요소는 테일러 다항함수이며, 조작적 요소는 다항함수 열의 극한이다.

·특정한 x 상(image): 독립변수 x에 대입된 특정한 값을 말하며, 구간 전체에서의 수렴이 아니라 x에 특정한
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문제

상

3 4 5 6,7 8

3학년 2학년 3학년 2학년 3학년 2학년 3학년 2학년 3학년 2학년

나머지 7.1 21.4 7.1

부분합의 열 14.2 7.1 7.1 14.2

특정한 x 50 78.6 21.4 7.1

부분합 35.7 14.2 71.4 64.3 50 64.3 78.5 64.2 100 50.1

오차 7.1 7.1 7.1

무응답 7.1 21.4 21.4 7.1 28.6 42.9

<표 Ⅳ-1> 전체 학생에 대한 구조적 상(image)을 이용한 학생의 비율(단위%)

값을 대입하는 과정을 통해서 수렴을 얻는다. 독립변수를 구조적 요소로 생각하고 특정한 값에서 평가된 테일러

다항함수의 극한에서 무엇이 일어나는지 살펴보는 과정이 사용된다.

·역동적인 부분합 상(image): 단일한 다항식을 말하며, 다른 항이 테일러 다항함수에 더해지는 과정을 통해서

수렴을 얻는다. 구조적 요소는 항이며, 근사문제에서 원하는 다항함수를 만들기 위하여 어떤 조건이 성취될 때까

지 반복적으로 항들을 더하는 과정이 사용된다.

역동적인 부분합은 6-8번 문제를 풀 때 학생들에게 가장 많이 떠오른 상(image)중의 하나이며, 여러 근사문

제에서 학생들이 쉽게 접근할 수 있는 상(image)이다.

3-8번 테일러급수 수렴 문제에 대해 대상 학생들의 활동지를 분석하여 전체 학생에 대한 구조적 상(image)을

이용한 학생들의 비율을 <표 Ⅳ-1>에 제시하였다. 이 통계표는 각 문제에 대해 학생들이 사용한 두 가지 이상의

구조적 상(image)을 허용하여 만들었으며, 테일러급수 수렴의 비형식적이거나 애매한 대답은 통계에 포함시키지

않았다.

학생들은 1,2번 문제에서 테일러급수를 배우는 이유를 다항함수를 이용해서 다루기 어려운 함수의 미분, 적분,

함수의 값을 쉽게 구하기 위함이라고 대부분 대답했는데, 이것은 학생들이 테일러급수에 대한 의미를 잘 알고

있다는 것을 말해준다.

[그림 Ⅳ-1] 테일러급수의 의미에 대한 학생 답의 예시

이제, 앞 절에서 보여준 Alcock and Simpson의 분류의 기준에 따라 학생들의 유형별로 수학적 구조를 비교

한다. 여기에서의 분석은 5-8번 문제의 분석이며, 그 이외의 문제들의 비교분석은 오류분석에서 제시한다.

1. 학생들의 유형에 따른 수학적 구조

1.1. A유형 학생들의 문제분석

5번 문제를 풀 때 이 유형에 속하는 학생들은 sine 함수의 테일러급수가 sine 함수와 같다는 것을 증명하기

위해서 다음 전략을 사용했다.
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1. 테일러 다항함수의 항들을 찾는 식을 이용하기

2. 수렴구간 구하기

3. 수렴구간에서 테일러 다항함수와 함수 사이의 차(나머지)가 0으로 수렴하는 것을

보이기

5번 문제에서 나머지 상(image)을 이용해서 테일러급수 수렴을 보였으며, 특정한 x상(image)을 테일러급수

수렴과 급수 수렴을 관련시키는 수단으로 사용했다. 테일러급수 수렴을 열의 수렴과 같은 개념과 연결시키는 학

생은 간혹 있었다. 테일러급수 수렴을 열의 수렴과 연결시키지 않은 학생들은 문제 해결을 위해 나머지 상

(image)을 떠올렸으며, 나머지 상(image)을 떠올린 학생은 3학년 학생들의 21.4%이며, 2학년 학생들의 7.1%였

다.

[그림 Ⅳ-2] 5번에 대한 학생 답의 예시

6,7번 문제를 풀 때 대부분의 학생들은 부분합 상(image), 특정한 x상(image), 오차 한계를 이용했다. 오차를

이용한 학생들의 비율은 2학년, 3학년 각각 7.1%였다. 이 유형의 대부분의 학생들은 오차한계를 근사의 전략으

로 생각하여 x의 범위에 의해 만들어진 오차까지 제시하여 근사를 설명하기도 했다. 6,7번 문제에서는 학생들이

부분합 상(image)을 많이 사용했으나, 오차한계를 정확도로 연결시키는 학생은 없었다.

[그림 Ⅳ-3] 근사 기호에 대한 학생 답의 예시

8번 문제에 대한 대답으로 A,B유형 학생들 모두 테일러 다항함수에 더 많은 항을 더한다고 했다. 많은 학생

들이 부분합과 오차를 자원(resource)으로 접근했으며, 특히 부분합 상(image)을 많이 사용했다.

3,5번 수렴을 증명하는 문제에서 3학년 학생들의 경우에 3번 문제에서 특정한 x상(image)을 증명의 수단으로

사용한 비율이 50%였다가 5번 문제에서 그 비율이 21.4%로 줄면서 나머지 상(image)을 사용한 비율이 0%에서

21.4%로 바뀌었다. A유형의 학생들은 수렴을 명확히 설명하고, 증명하는 문제에 전략을 세우는데 부분합과 나머

지의 구조적 상(image)을 체계적으로 사용했다. 3,5번 증명문제에서 비록 어떤 특정한 x상(image)을 먼저 사용
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했다 할지라도 나중에 나머지 상(image)으로 바꾼 것은 그들이 관심을 적절한 문제 상황에 집중시킬 줄 안다는

것을 말한다.

이 유형 학생들은 테일러급수 수렴의 여러 상(image)의 이해를 명확히 하고, 문제에 대한 적절한 전략을 제

시하도록 상(image)들을 의미 있게 이용했다. 이것은 그들이 수렴의 이해 상태를 설명할 때, 또 테일러급수 수렴

을 증명할 때 나타났으며, 그들은 테일러급수 수렴, 급수수렴, 열의 수렴과 관련시키는 경향이 있었다.

1.2. B유형 학생들의 문제분석

3번 문제에서 어떤 학생은 특정한 x상(image)을 전략적으로 이용했다. 특정한 x에 값을 대입하여 모든 점에

서 함수가 급수와 같다고 언급했다. 구체적인 예시를 증명이라고 생각했으며, 테일러급수 수렴의 증명과는 연결

시키지 못했다. 그 학생들의 비율은 3학년 학생의 50%였다. 통상적인 같다는 의미로 받아들인 학생도 있었으나

열의 수렴과 관련시키지 못했다.

5번 문제에서 A유형의 학생들은 특정한 x상(image)을 테일러급수 수렴과 급수 수렴을 관련시키는 수단으로

사용했지만, B유형의 학생들은 테일러급수 수렴을 급수 수렴과 연결시키지 못하고 테일러급수의 독립변수 x에

특정한 수치를 대입하여 등식이 성립한다는 증명 방법을 택했다. 3학년 학생의 21.4%는 특정한 x상(image)을 이

용했으며 이 문제를 증명할 때 나머지식이 0으로 수렴함을 보이지 않고, 공식을 이용하여 테일러 다항함수의 합

으로만 나타낸 학생은 전체의 57.1%였다. 또한 테일러급수전개에서 나머지를 “뒤에 따라오는 꼬리”라고 말하는

학생도 있었다.

대부분의 학생들은 체계적으로 추론하지 않고, 많은 문제에 어떤 구조적인 상(image)을 고정시켜서 그 상

(image)을 이용했다. 예를 들면, 이 유형의 학생들은 증명 전략의 한 부분으로 특정한 x상(image)을 가장 많이

사용했다. 즉, 한 상(image)을 이용하여 비록 그것이 모든 문제에 적합하지 않더라도 그 상(image)을 거의 모든

문제 푸는 데 사용했다. 또한, 그들은 5번 문제에서 부분합과 나머지 같은 구조적 상(image)을 같이 사용하지 못

함으로써 수학 구조의 체계성 부족을 나타냈다.

6-8번 문제에서는 무응답자 28%(2학년의 경우)를 제외하고는 대부분 부분합 상(image)을 이용했다. 부분합에

많은 항들을 더함으로써 정확하게 만들 수 있다고 답했는데, 근사의 맥락에서 테일러급수를 잘 이해하고 있었다.

부분합, 특정한 x상(image) 같은 구조적 상(image)은 테일러 다항함수 전개식에서 바로 이용 가능하므로 표

면수준(surface level)(Kozma & Russel, 1997)이라고 생각할 수 있다. 꼬리 상(image) 같은 나머지는 테일러 다

항함수 전개에서 나온 반면에 나머지와 부분합의 열같은 구조적 상들은 근사함수와 다항함수의 조직화, 또는 테

일러 다항함수의 열을 포함하므로 표면수준보다 더 심화된 상(deep image)으로 생각한다. 이 유형의 학생들은

심화된 상(image)을 선택한 비율은 낮고 표면수준의 상(image)을 선택한 비율은 높은데, 이것은 학생들이 심화

된 상(image)에 접근하기 어려움을 말해 준다.

표면수준(surface level)의 구조적 상, 상(image)의 고착화, 적절한 시간에 상(image)들 사이에서 움직임의 불

변, 그래프와 연결되지 않은 식의 사용은 이 유형에서 나타나는 학생들의 불완전한 추론의 징조이다(Sfard). 이

유형의 학생들에게 떠오른 개념 상(concept image)은 많지 않았으며 수렴의 개념을 불완전하게 이해하고 상

(image)들이 잘 연결되어있지 않다. 이런 형태의 불완전한 추론은 테일러급수 수렴에 대하여 엄격하게 추론하는

능력을 방해할 수 있다(Zandieh 2000).

1.3. C유형 학생들의 문제분석

이 유형의 학생들은 1-3번 문제는 대답했지만 4-8번 문제에서 거의 무응답으로 일관하고 있다. 이것은 이 유

형의 학생들이 문제 푸는 동안 결코 어떤 상(image)이 떠오르지 않았다는 것을 말해 준다. 3번 문제에서 이 유

형의 어떤 학생은 테일러급수 수렴을 증명하는 전략의 한 부분으로 특정한 x, 나머지 상(image)을 포함시키지
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못하고 어떤 것이 매우 가깝다는 애매한 개념으로 답했다. 6-8번 근사 문제에서는 테일러급수에 구체적인 세부

사항 없이 비형식적인 근사 형태의 대답을 하고 있다. 형식적 기호를 사용하지 않고 증명하기 위해서 정의를 도

입하지 않는데, 이것은 논리를 정당화하는데 충분하지 않음을 말해준다. 5번 문제의 경우에는 중심 0 근처에만

집중하여 전체를 보지 못하고 있다.

이들에게 떠오른 개념 상(concept image)은 극히 제한적이어서 증명 전략으로 특정한 x상(image)을 주로 사

용한다. 비록 그것이 모든 문제에 적합하지 않더라도 그 상(image)을 거의 모든 문제 푸는 데 사용하고 있다. 또

그들은 직관적이고 시각적인 상(image)에 집중해서 결론을 말하고, 시각적 상(image)에 바탕을 둔 이해와 수학

의 형식적 표현 사이에서 연결의 부족을 나타낸다.

2. 오류분석

본 절에서는 학생들의 유형에 관계없이 학생들이 혼동하고 있는 수렴 문제 3,5번과 근사 문제 7번을 비교하

고, 4,9,10번을 심층 분석 및 수학 표현에 나타난 오류에 대해 서술한다.

2.1. 3,5번과 7번 문제간의 비교분석

2학년 학생의 경우 7번 문제에서 오답율이 28.6%이지만 3번 문제와는 달리 오답자가 전부 무응답자이다. 이

들을 제외한 나머지 학생들은 7번 문제에 대해 정답을 말했다. 이들은 x가 중심 0에 가까이 있을 때 sine 함수

가 sine의 테일러 다항함수 
와 비슷하다고 했다.

2학년 학생의 경우 3번 문제에서는 등호의 의미를 근사로 대답하거나 중심 0 근처에서만 성립한다고 대답한

학생이 14.3%로 7번 근사 문제와의 차이를 인지하지 못하고 있다. 이들은 7번 문제처럼 3번 문제도 x가 중심 0

에 가까이 있을 때만 f(x)에 근사하는 근사함수로 생각하여 등호의 의미를 근사로 말한다. 이들은 수렴구간에 속

하는 모든 x에 대해서 어떤 n차 다항함수가 함수 f(x)에 수렴하는 등호의 의미를 인식하지 못하고 있다. 즉, 3번

과 5번 문제는 모든 실수 x에 대해서 테일러급수가 함수 f(x)에 수렴하는데 이것을 제대로 이해하지 못하고, 중

심 0 근방에서만 테일러급수가 함수 f(x)에 수렴하는 것으로 이해했다.

테일러 다항함수가 f(x)에 근사함을 보일 때 중심 근처에서의 그래프 몇 개를 학생들에게 제시하게 된다. 학

생들은 n차 다항함수의 차수가 커질수록 주어진 함수의 그래프와 가까워지는 것을 보는데, 그 그래프가 중심 근

방에만 집중되어 있고, 그 상(image)이 고정되어 있어서 함수 전체의 그래프로 상(image)을 확장시키는데 어려

움을 느낀다. 학생들은 그 상(image)이 중심 근처에 고착화 되어 있어 실수 전체의 상(image)으로 유연하게 전

환되지 않는 것이다. 학생들은 한 상(image)을 이용하여 비록 그것이 모든 문제에 적합하지 않더라도 그 상

(image)을 거의 모든 문제 푸는 데 사용했다. 이미 한 상(image)이 떠오른 경우에는 다양한 상(image)을 이용하

지 못했다.

2.2. 4번 문제 분석

4번 문제에서 수렴구간의 의미를 알고 있는 학생들은 3학년 85.8%, 2학년 64.3%인데 2학년 학생들의 경우는

등식의 우변에서 첫째 항이 1이고 공비가 x인 무한등비급수로 생각하여 무한등비급수가 구간 –1<x<1에서 수

렴한다는 사실을 이용한 학생이 28.6%이었다. 2학년 학생들은 많은 해석학 지식이 없으므로 이전 지식을 이용하

는 것을 수월하게 생각했다. 그들은 테일러급수의 개념은 약하게 정립되어 있었으나 테일러급수 수렴과 급수수

렴을 관련시켜 이해하는 경향이 있다.

어떤 학생은 함수가 구간 –1<x<1에서 테일러급수에 근사한다고 대답하여 3,5번과 마찬가지로 수렴 개념과
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혼동하고 있음을 알 수 있다. 이 문제에서는 부분합 상(image)을 이용한 학생들이 가장 많았는데 3학년은 71.4%

2학년은 64.3%였다.

2.3. 9번 문제 분석

9번 문제는 현재 해석학을 배우고 있는 학부 2학년 학생만이 대상자이다. 9번의 오답을 살펴보면 잘못된 수

학 표현과 실수의 오답이 가장 많았다. 를 사용할 때 첨자가 불일치하며, x에 1을 대입을 하지 않은 경우가
있었다. 9번의 (1)에서 거듭제곱항을 쓰지 않거나 분자 대신에 분모에 쓰는 일이 있었다. 또한 n계도함수를 구하

지 못하거나 계산 틀린 학생이 몇몇 있었다.

9번의 (2)의 나머지 항에서는 n+1계 도함수를 빠뜨리거나 잘못 계산, n+1 대신에 n이라 썼으며, 나머지항이

함수와 n째 항까지의 합과의 차가 아니라 n-1째 항까지의 합과의 차로 혼동하기도 했다. c는 중심(x=1)과 x 사

이에 속하는데, c를 중심(x=1) 또는 x로 잘못 적용, x 대신에 c로 쓰기도 하고, 중심을 잘못 알고 테일러급수로

전개한 학생도 있었다. 이와 같은 오류는 독립변수 x, 중심, 나머지 항의 개념이 완전하지 않아 적용하는데 문제

가 있음을 말해준다.

증명 과정의 전체를 살펴보지 않고 단지 기호나 부호를 적용한 계산방식이 수학적인 추론과 이해를 증진시키

는 효과적인 방법은 아니라 할지라도 몇몇 학생들이 위와 같은 오류를 갖는 것은 불완전한 구조적 개념을 가짐

을 말해준다.

[그림 Ⅳ-4] 테일러다항함수 표현의 오류

2.4. 10번 문제 분석

10번 문제에서 대상 학생들에게 sin x 그래프가 주어졌을 때 sine 함수의 테일러 다항함수를 그리도록 했다.

A유형의 학생들의 sin x의 다항함수의 그래프는 중심에 가까울수록 점점 더 정확해졌으며, 다항함수의 차수가

커질수록 sin x의 그래프를 추적하는 다항함수의 그래프를 볼 수 있었다. 중심 근처의 구간에서 sin x를 잘 근

사시킨 다항함수를 그렸지만, 중심에서 멀어질수록 차수가 큰 다항함수의 그래프를 그리는 것은 힘들어했다.
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[그림 Ⅳ-5] sin x와 테일러 다항함수의 그래프

학생들 중 몇몇은 테일러 다항함수의 그래프를 이용하면 테일러급수의 개념을 이해하기 쉽다고 말했다. 그러

나 테일러 다항함수의 그래프를 그리는 시도조차 못하는 학생이 있었는데, 그것은 차수의 구체적 언급 없이 테

일러 다항함수를 그리라고 한 것이 학생들에게 혼란을 주었기 때문이다. 또 어떤 학생은 테일러 다항함수의 그

래프가 sin x의 그래프와 같다고 생각하여 sin x의 그래프만 그렸는데, 이것은 테일러 다항함수와 테일러급수를

혼동하고 있음을 말한다. 학생의 80%는 그래프를 그렸지만, 학생 스스로 그래프를 그리는 데 어려움을 느낀 학

생도 있었다.

그래프로 테일러급수를 설명했을 때 쉽게 이해했던 학생이 테일러 다항함수의 그래프를 그릴 수 없는 것은

테일러 다항함수의 이해가 불완전하여 그래프와 대수적 표현을 연결시키지 못하는 것이다. 시각적 상(image)에

바탕을 둔 이해와 수학의 형식적 표현 사이의 연결이 부족함을 나타내고, 시각화에 강한 의존성을 가진 학생들

이 그래프에서 관계식을 세우는 능력이 부족하여 시각적 상(image)에서 형식적 작업의 전환이 어려움을 나타낸

다.

Ⅴ. 결론

테일러급수와 거듭제곱급수는 최근에 부상한 수학 연구의 주제이다. 본 연구에서 테일러급수 수렴의 개념

상(concept image)을 서술했는데, 구조적인 요소와 조작은 구조적 상(image)을 구성한다. 학생들은 항, 부분합,

나머지(remainder) 같은 구조적 상(image)은 이용하고, 부분합의 열(sequence) 같은 구조적 상(image)은 이용하

지 않음으로써 불완전한 구조적 상(image)을 가짐을 보여주었다.

학생들이 테일러급수 수렴을 어떻게 이해하는지에 대한 활동지를 풀게 했는데 몇몇 학생들은 문제 푸는데 어

려움이 있었고, 그들의 테일러급수 수렴에 대한 이해도가 좋지 않았다. 기호나 부호를 사용한 수학식 표현뿐만

아니라 근사 문제와 수렴 문제의 차이, 수렴 구간에 대한 해석에서 학생들은 혼란을 겪었다.

테일러급수 수렴의 구조적 상(image)을 이용해서 학부 2,3학년 대상 학생들과 A,B,C 유형의 학생들 분석 결

과 2학년 학생들은 3학년 학생들보다 그래프 묘사, 구조적 상(image)의 적절한 선택에서 부족함을 나타냈고,

A,B,C 유형 간에는 다음과 같은 차이점이 있었다.

A유형의 학생들은 수렴의 이해 상태를 설명할 때나 테일러급수 수렴을 증명할 때 여러 상(image)의 이해를

명확히 했으며, 문제에 대한 적절한 전략을 제시하도록 상(image)들을 의미 있게 이용했다. 비록 어떤 특정한 x

상(image)을 사용했다 할지라도 문제의 상황에 맞춰 나머지 상(image)으로 바꾸어 그들의 관심을 적절한 문제

상황에 집중시킬 줄 알았다. 또 테일러급수 수렴, 급수수렴, 열의 수렴과 관련시키는 경향이 있었다.

B유형의 학생들은 표면수준(surface level)의 구조적 상을 이용했고, 상(image)이 고착화되고, 적절한 시간에
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상(image)들 사이에서 움직임이 불변했으며, 그래프와 연결되지 않은 식을 사용했다. 학생들에게 떠오른 개념 상

(concept image)은 많지 않고, 수렴의 개념을 불완전하게 이해하고 상(image)들이 잘 연결되어 있지 않아서 테

일러급수 수렴에 대하여 엄격하게 추론하는 능력이 부족하다.

C유형의 학생들은 특정한 x상(image)을 가장 많이 사용했다. 한 상(image)을 이용하여 비록 그것이 모든 문

제에 적합하지 않더라도 그 상(image)을 거의 모든 문제 푸는 데 사용했다. 또 그들은 직관적이고 시각적인 상

(image)에 집중해서 결론을 말하고, 시각적 상(image)과 수학의 형식적 표현 사이에서 연결의 부족을 나타낸다.

특히 B,C 유형 학생들은 수렴의 개념을 불완전하게 이해했으며, 일반적인 증명보다는 특정한 x상을 이용해서

구체적인 예시를 통한 증명방법을 택했다. 또 상(image)들이 잘 연결되어 있지 않아서 테일러급수 수렴에 대하

여 엄격하게 추론하는 능력을 방해했다.

이 연구를 통해 몇몇 학생의 경우 일부의 그래프 상(image)이 고착화가 되어 전체를 보는데 장애가 되어 테

일러급수 수렴을 명확하게 이해하지 못하는 것으로 나타났다. 이런 학생들에게는 테일러 다항함수가 수렴함을

보이기 위해서 컴퓨터를 이용한 수치적인 근사 접근법을 통한 급수 개념 지도의 다양성을 꾀하는 교수법이 필

요하다. 그래프 전체를 볼 수 있는 MATLAB이나 Mathematica 같은 소프트웨어의 사용은 학생들에게 직관적인

요소를 보완하여 쉽게 이해하고, 대수적 표현을 그래프 해석과 연결시키는데 도움을 주리라 기대되므로 이에 대

한 계속적인 연구가 필요하다. 또한, 심화된 상(deep image)이 존재하는 경우의 추론에 많은 학생들의 이해도를

높이기 위해서 교수는 학생들의 오류와 오해를 깨달아야만 하고(Bezuidenhout, 2001), 구체적인 수학 개념을 해

석하는데 더 많은 시간을 할애해야 하고(Vinner, 1992), 학생들이 빠뜨리는 경향이 있는 지식을 명확히 할 수 있

도록 수업내용을 잘 설계해야 한다.

본 연구를 토대로 추후 극한이나 함수와 관련된 더 많은 문제를 제시하여 테일러급수 수렴의 연구를 좀 더

광범위하게 하는 후속 연구가 필요하다. 또한, 학생들의 수업과 반응을 꾸준히 추적하고 관찰하여 테일러급수와

관련된 수학적 지식을 확장하도록 연구자들의 지속적인 관심과 연구가 필요하다.
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Taylor series has a complicated structure comprising of various concepts in college major mathematics. This subject is 
a strong tool which has usefulness and applications not only in calculus, analysis, and complex analysis but also in 
physics, engineering etc., and other study. However, students have difficulties in understanding mathematical structure of 
Taylor series convergence correctly.

In this study, after classifying students’ mathematical characteristic into three categories, we use structural image of 
Taylor series convergence which associated with mathematical structure and operation acted on that structure. Thus, we 
try to analyze the understanding of Taylor series convergence and present the results of this study.
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