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임의 형상 고정단 평판의 고정밀도 고유치 해석을 위한 
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ABSTRACT

The paper proposes a practical meshless method for the free vibration analysis of clamped plates 

having arbitrary shapes by extending the non-dimensional dynamic influence function (NDIF) method, 

which was developed by the author in 1999. In the proposed method, the domain and boundary of 

the plate of interest are discretized using only nodes without elements unlike FEM and the system 

matrices are obtained by making domain nodes and boundary nodes satisfy the governing differential 

equation and boundary conditions, respectively. However, since the above system matrices are not 

square ones, the problem of free vibrations of clamped plates is not reduced to an algebraic ei-

genvalue problem. An additional theoretical treatment is considered to produce an algebraic ei-

genvalue problem. It is revealed from case studies that the proposed method is valid and accurate.

* 

1. 서  론

이 논문의 저자는 임의 형상 멤브레인과 다양한 

경계조건을 가진 임의 형상 평판의 고정밀도 고유치 

해석을 위해 NDIF법을 처음 제안하여 지금까지 많

은 논문을 발표하였다(1~7). 파동함수를 기저함수로 

사용하는 NDIF법은 경계요소법(8)과 마찬가지로 해

석 대상물의 경계만을 이산화하나, 요소(element)를 

사용하지 않고 노드(node)만으로 이산화한다는 면에

서 경계요소법과는 차별성을 가진다. 이러한 이유로 

인해, NDIF법은 이론 정식이 간결하여 해의 정밀도

가 유한요소법이나 경계요소법에 비해 우수하다(8, 9). 

그러나 NDIF법은 유한요소법 및 경계요소법과는 

달리 최종 시스템 행렬이 주파수 파라미터에 종속되

는 단점을 가진다. 결과적으로 최종 시스템행렬식은 

대수 고유치 문제(algebraic eigenvalue problem)의 

형태를 가지지 못하게 되어, 시스템 행렬로부터 고

유치와 고유모드를 추출하는 과정이 매우 번거롭게 

된다(1~7).

이 논문에서는 이러한 NDIF법의 단점을 보완할 

수 있는, 파동함수 기반 무요소법을 개발하여 임의 

형상 고정단 평판의 고유치 해석에 적용하였다. 제

안된 정식의 타당성을 검증하기 위해 직사각형 고정
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단 평판에 대한 예제 연구를 수행하였다.

2. 이론 정식화

2.1 지배방정식과 경계조건

평판의 진동을 조화 운동으로 가정하면 운동 지

배 방정식은 다음과 같다(10).

044  WW (1)

여기서 W 는 평판의 진동 변위,  는 주파수 파라

미터이다. 그리고 고정단 경계조건은 다음과 같이 

두 개의 식으로 주어진다.

0W , 0



n

W
(2,3)

여기서 n은 경계의 법선 방향을 의미한다.

2.2 근사해 가정 및 시스템 행렬식 추출

Fig. 1과 같이 해석 대상 평판의 내부와 경계를 

총 N개의 노드로 이산화 한다. 평판 내부 노드

(domain node)와 평판 경계 노드(boundary node)의 

개수를 각각 IN 와 BN 로 가정한다( BI NNN  ).

평판 내부의 변위를 다음과 같이 가정하자.

|)(|)(
1

j

N

j
jAW rrr 



 (4)

여기서 r 은 Fig. 2와 같이 평판의 임의 점 P 에 대

한 위치 벡터이며, jr 는 j 번째 노드 점에 대한 위치 

벡터이다. 기저함수 |)(| jrr  는 j 번째 노드에서 정

의된 파동 함수로, 두 점 사이의 거리 || jrr  만

Fig. 1 Discretization of a plate not using elements 
but using nodes only

의 함수이다. 그리고 jA 는 j번째 파동함수의 기여

도 계수를 나타낸다. 

가정된 변위 해 식 (4)는 IN 개의 내부 노드에서 

지배방정식 식 (1)을 만족해야 하므로, 식 (4)를 식

(1)에 대입한다. 그러면 다음의 식을 얻을 수 있다.

0|)(||)(|
1

4
1

4  


ji

N

j
j

N

j
jij AA rrrr  ,

 INi ,,2,1  (5)

다음으로, 가정된 변위 해 식 (4)는 NB개의 경계 

노드에서 경계조건 식 (2), 식 (3)을 만족해야 하므

로, 식 (4)를 식 (2), 식 (3)에 대입한다. 그러면 다음

의 식들을 각각 얻을 수 있다.

0|)(|
1




ji

N

j
jA rr , NNi I ,,1  (6)

0|)(|
1






ji

N

j i
j n

A rr , NNi I ,,1  (7)

여기서 ni는 i번째 경계 노드의 법선 방향을 의미

한다. 

다음으로 식 (5)에서 식 (7)은 하나의 시스템 행렬

식으로 다음과 같이 나타낼 수 있다.

0ASMSM  )( 2
4

1 (8)

여기서 

T
NAAA }{ 21 A (9)

Fig. 2 Position vectors for arbitrary point P and the 
j-th node Pj in the plate
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SM 2 (10,11)

위의 식들의 행렬 요소 값들은 다음 식들에 의해 주

어진다.

|)(|),( 4
jiji rrAM   , (12)

INi ,,1  , INj ,,1 

|)(|),( jiji rrBM   , (13)

INi ,,1  , INj ,,1 

|)(|),( jiji rrCM  , (14)

NNi I ,,1  , NNj I ,,1 

|)(|),( ji
in

ji rrDM 



  , (15)

NNi I ,,1  , NNj I ,,1 

0),( jiZM , (16)

NNi I ,,1  , NNj I ,,1 

식 (8)을 살펴보면, 1SM 과 2SM 의 크기가 N×

(N+NB)로 미지수의 개수 보다 식의 개수가 더 많은 

행렬식임을 알 수 있다. 결과적으로 식 (8)은 일반적

인 대수 고유치 문제와 다른 형태를 가지기 때문에, 

수치해석 상용프로그램에서 제공하는 고유치 솔버

(solver)로 풀리지 않게 된다. 이러한 문제점을 해결

하기 위한 방안이 2.3절에서 고려된다. 

2.3 대수 고유치 문제로의 정식화

식 (4)에 NB개의 기여도 계수를 추가하는 방법

에 의해, 진동 변위 해를 식 (17)과 같이 새로이 

가정한다.





N

Nj
jj

N

j
jj

I

AAW
11

|)(||)(|)( rrrrr  (17)

식 (17)에서 |)(| jrr  를 어떤 식으로 가정할지

에 대한 여러 가지 방안이 있으나, 이 논문에서는 

다음과 같이 원래 주어진 기저함수 |)(| jrr  를 경

계 노드 법선 방향으로 미분한 형태로 가정한다.

|)(||)(| j
j

j n
rrrr 




  (18)

여기서 nj는 j번째 경계 노드의 법선 방향을 의미

한다. 

식 (17)을 지배방정식 식 (1)과 경계조건 식 (2), 

식 (3)에 적용하면, 다음과 같은 시스템행렬식을 얻

을 수 있다.

0ASMSM 


)( 4
4

3 (19)

여기서 

T
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A (20)
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SM4 (21,22)

위의 식들에서 새로이 정의된 행렬들의 요소 값

들은 다음 식에 의해 주어진다.

|)(|),( 4
ji

jn
ji rrEM 




  , (23)

INi ,,1  , BNj ,,1 

|)(|),( ji
jn

ji rrFM 



  , (24)

INi ,,1  , BNj ,,1 

|)(|),( ji
jn

ji rrGM 



  , (25)

NNi I ,,1  , BNj ,,1 

|)(|),(
2

ji
ji nn

ji rrHM 



  , (26)

NNi I ,,1  , BNj ,,1 

식 (19)에 포함된 시스템 행렬 3SM 과 4SM 의 크

기는 )()( BB NNNN  로 정사각 행렬이며, 식

(19)는 식 (8)과는 달리 대수 고유치 문제의 형태임

을 알 수 있다. 수치해석 상용 프로그램의 대수 고

유치 해석 솔버를 이용하기 위하여 식 (19)는 다음
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Fig. 3 Equal-space discretization of the rectangular 
plate using 63 nodes

과 같이 변형한다.

0AISM 


)(  (27)

여기서 I 는 단위 행렬이며,

4
1

3 SMSMSM  (28)

4/1  (29)

식 (27)로부터 고유치와 고유벡터를 구할 수 있으

며, 고유벡터를 식 (17)에 대입하면 모드 형상을 그

릴 수 있다.

3. 예제 연구

이 논문에서 제안된 정식을 검증하기 위해 고정단 

직사각형 평판(가로 1.2 m, 세로 0.9 m)에 대한 예제 

연구를 수행하였다. 직사각형 평판을 사용한 이유는 

노드 이산화를 하기가 용이하며, 저자가 기수행한 

NDIF법 연구결과와 비교가 가능하기 때문이다. 참고

로, 보다 다양한 형상을 가진 평판에 대한 예제 연구

는 임의 형상에 대한 노드 자동 이산 프로그램이 개

발되는 후속 연구에서 수행될 예정이다. 

이 예제 연구에서는 식 (17)에 사용될 기저함수로, 

파동함수 중 식 형태가 상대적으로 간결한 |)(| j rr
2cre 이 사용되었으며(11,12), 여기서 || jr rr  이고 

c는 기저 함수의 형상 파라미터이다. Fig. 3은 63개

의 노드(가로 9개, 세로 7개)를 사용하여 등간격으로 

영역을 이산화한 직사각형 평판을 보여준다. 이 평판

에 대한 고유치 해석 결과는 Table 1에 요약되었다. 

Table 1에서 이 논문에서 제안된 방법(proposed meth-

od)에 의해 구해진 고유치를 ANSYS(FEM) 해와 비

Table 1 Eigenvalues of the clamped plate by the 
proposed method using 63 nodes (equal 
space; the parentheses values: percentage er-
rors for the ANSYS results)

Mode
no.

Proposed method
(63 nodes, c = 7)

ANSYS
(961 nodes)

NDIF 
method

(20 nodes)

1 5.977(-0.45) 5.950 5.952(-0.03)

2 7.748(-0.55) 7.706 7.703(+0.04)

3 9.181(-0.64) 9.123 9.131(-0.09)

4 10.09(-1.43) 9.948 9.955(-0.07)

5 10.35(-0.88) 10.26 10.27(-0.10)

6 12.06(-1.01) 11.94 11.95(-0.08)

교해보면, 제안된 방법이 단지 63개의 노드만을 사

용했음에도 불구하고, 961개의 노드를 사용한 

ANSYS 결과와 1.5 %이내의 오차를 가짐을 확인할 

수 있다. 참고로 저자가 과거에 제안했던 NDIF법

(NDIF method)은 ANSYS 결과와 0.1 % 이내 오차

에 들 정도로 아주 정확한 결과를 제공함을 확인할 

수 있다. 하지만, 서론부에서 설명한 바와 같이 

NDIF법은 고유치 추출 방법의 번거로움이 존재하

는 단점을 지닌다.

Fig. 4는 제안된 방법에 의해 구해진 1차에서 6차 

모드 형상을 보여준다. Fig. 4의 모드 형상을 ANSYS

에 의해 구해진 모드 형상과 비교해보면, 이 논문에

서 제안된 방법이 성공적으로 모드를 추출할 수 있

음을 확인할 수 있다.

한편, 제안된 방법에 사용된 기저 함수의 형상 파

라미터 c값이 고유치에 어떠한 영향을 미치는지 확

인하기 위하여 Table 2에서와 같이 c값의 변화에 따

른 고유치 해석을 수행하였다. Table 2에서 제안된 

방법과 ANSYS 결과를 비교해보면, 첫 번째 고유치

는 c = 5.5일 때, 두 번째 고유치는 c = 5.0일 때, 세 

번째 고유치는 c = 5.5일 때 ANSYS 결과와 오차가 

제일 적음을 확인할 수 있다. 이들 세 고유치에 대

한 평균 오차(ave. error) 값을 계산하면, c = 5.5일 

때 평균 오차가 0.48 %로 제일 적음을 확인할 수 

있다.

다음으로, 노드 이산화 방법이 고유치에 미치는 

영향을 확인하기 위하여, 노드 이산화를 Fig. 5와 같

이 임의 간격으로 하였다. 이 경우에 대한 고유치 

해석 결과는 Table 3과 같으며, c = 4.0일 때 고유치 
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(a) 1st mode          (b) 2nd mode

  

(c) 3rd mode           (d) 4th mode

  

(e) 5th mode           (f) 6th mode

Fig. 4 Mode shapes of the clamped rectangular plate 
(63 nodes, c = 7)

Table 2 Eigenvalues of the clamped plate using 63 
nodes as c varies (equal space; the paren-
theses values: percentage errors for the 
ANSYS results)

 
Proposed  method (63 nodes) ANSYS

(961 nodes)c = 4.5 c = 5.0 c =5.5 c = 6.0 c = 6.5 c = 7.0

1 6.328
(6.35)

5.993
(0.72)

5.972
(0.37)

5.975
(0.42)

5.976
(0.44)

5.977
(0.45) 5.950

2 None
7.743
(0.48)

7.744
(0.49)

7.746
(0.52)

7.747
(0.53

7.748
(0.55) 7.706

3 None 9.187
(0.70)

9.176
(0.58)

9.178
(0.60)

9.180
(0.62)

9.181
(0.64)

9.123

Ave.
error None (0.63) (0.48) (0.51) (0.53) (0.54)  

평균 오차가 0.46 %로 오차가 조금 줄어들었음을 

확인할 수 있다. 참고로, c값을 너무 작게 설정할 

경우 고유치가 수렴하지 못하는 경우가 발생하므로, 

수렴되지 않는 결과를 제공하는 c값의 최댓값을 찾

은 다음에, c값을 단계적으로 크게 하면서 고유치 

해석을 수행하는 방법이 이 논문에서 이용되었다. 

상기와 같이 c값에 따라 고유치가 추출이 안되는 경

Fig. 5 Random-space discretization of the rectangular 
plate using 63 nodes

Table 3 Eigenvalues of the clamped plate using 63 
nodes as c varies (random space; the paren-
theses values: percentage errors for the 
ANSYS results)

 
Proposed  method (63 nodes) ANSYS

(961 nodes)c = 3.5 c = 4.0 c =4.5 c = 5.0 c = 5.5 c = 6.0

1 5.857
(-1.56)

5.971
(0.35)

5.975
(0.42)

5.980
(0.50)

5.983
(0.55)

5.987
(0.62) 5.950

2
7.668

(-0.49)
7.744
(0.49)

7.741
(0.45)

7.746
(0.52)

7.751
(0.58)

7.756
(0.65) 7.706

3 None
9.173
(0.55)

9.172
(0.54)

9.186
(0.69)

9.192
0.76)

9.199
(0.83) 9.123

Ave.
error

None (0.46) (0.47) (0.57) (0.63) (0.70)  

우가 발생하는데, 이러한 특성은 제안된 방법이 유

한요소법에 비해 가지는 단점이라고 말할 수 있으며 

이를 개선하기 위한 추가 연구가 필요하다.

한편, 노드의 개수가 고유치 해석 오차에 미치는 

영향을 확인하기 위해, 노드의 개수를 130개(가로 

13개, 세로 10개)로 증가시켰다. 노드는 모두 가로 

세로 0.1 m의 등간격으로 이산화 되었다. 이 경우에 

대한 해석 결과는 Table 4와 같다. Table 4에서 알 

수 있듯이, c = 12.5일 때 ANSYS 결과와 가장 작은 

평균 오차를 보이며, 평균 오차가 0.24 %로 63개의 

노드를 사용한 Table 2와 Table 3의 결과에 비해 오

차가 확연히 줄어들었음을 확인할 수 있다. 

마지막으로 130개의 노드를 임의 간격으로 Fig. 6

와 같이 이산화 하였다. 이 경우에 대한 고유치 해석 

결과는 Table 5와 같다. Table 5를 살펴보면, c = 9.5일 

때 평균 오차가 0.20 %로 최소가 됨을 알 수 있으며, 

130개의 노드를 균일하게 이산화 한 Table 4의 결과

와 비교해볼 때 오차가 많이 감소했음을 확인할 수 

있다.
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Table 4 Eigenvalues of the clamped plate using 130 
nodes as c varies (equal space; the paren-
theses values: percentage errors for the 
ANSYS results)

 
Proposed method (63 nodes) ANSYS

(961 
nodes)c = 11 c = 11.5 c = 12 c = 12.5c = 13.0c = 13.5

1
5.958
(0.13)

5.962
(0.20)

5.962
(0.20)

5.962
(0.20)

5.962
(0.20)

5.963
(0.22) 5.950

2 7.760
(0.70)

7.728
(0.29)

7.724
(0.23)

7.725
(0.25)

7.726
(0.26)

7.726
(0.26)

7.706

3 None 9.549
(4.67)

9.186
(0.69)

9.149
(0.28)

9.161
(0.42)

9.153
(0.33) 9.123

Ave.
error None (1.72) (0.38) (0.24) (0.29) (0.27)  

Fig. 6 Random-space discretization of the rectangular 
plate using 130 nodes

Table 5 Eigenvalues of the clamped plate using 130 
nodes as c varies (random space; the paren-
theses values: percentage errors for the 
ANSYS results)

 
Proposed method (63 nodes) ANSYS

(961 
nodes)c = 8.5 c = 9.0 c = 9.5c = 10.0c = 10.5c = 11.0

1 5.913
(-0.62)

5.939
(-0.18)

5.958
(0.13)

5.960
0.17)

5.962
(0.20)

5.963
(0.22)

5.950

2 7.546
(-2.08)

7.723
(0.22)

7.720
(0.18)

7.723
(0.22)

7.724
(0.23)

7.727
(0.27)

7.706

3 8.871
(-2.76)

9.192
(0.76)

9.148
(0.27)

9.147
(0.26)

9.143
(0.22)

9.148
(0.27) 9.123

Ave.
error (-1.82) (0.39) (0.20) (0.22) (0.22) (0.26)  

4. 결  론

이 논문에서는 유한요소법이나 경계요소법과는 

달리, 요소를 이용하지 않고 단지 노드로만 고정단 

평판을 이산화하여 정확한 고유치 해석을 수행할 수 

있는 무요소법에 대한 이론을 정식화하였다. 예제 

연구를 통해, 기저 함수의 형상 파라미터가 고유치

의 정확도에 민감한 영향을 미침을 확인하였으며, 

노드의 개수를 증가 시키면서 임의 간격으로 노드 

이산화를 하였을 때 가장 정확한 고유치가 얻어짐을 

검증하였다. 향후 연구에서는 보다 다양한 임의 형

상에 대한 예제 연구가 수행될 예정이며, 정확한 고

유치를 제공할 수 있는 최적의 형상 파라미터 값을 

찾는 방법에 대한 연구도 병행될 것이다. 또한, 제

안된 방법의 고유치 추출 계산 시간을 최소화하기 

위한 연구도 향후 연구에서 진행될 예정이다.
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