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ABSTRACT

This paper presents inference methods for inner operations of a multi-server queue when historical data are limited 

or system observation is restricted. In a queueing system analysis, autocorrelated arrival and service processes 

increase the complexity of modeling. Accordingly, numerous analysis methods have been developed. In this paper, 

we introduce an inference method for specific situations when  external observations exhibit autocorrelated structure 

and and  observations of internal operations are difficult. We release an assumption of the previous method and 

provide lemma and theorem to guarantee the correctness of our proposed inference method. Using only external 

observations, our proposed method deduces the internal operation of a multi-server queue via non-parametric 

approach even when the service times are autocorrelated. The main internal inference measures are waiting times 

and service times of respective customers. We provide some numerical results to verify that our method performs 

as intended.
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요   약

본 연구는 다중서버 대기행렬시스템의 관측이 제한되어 있는 경우에 시스템 내부 행태를 추론하는 데에 그 목적이 

있다. 대기행렬시스템 분석에 있어 도착 및 서비스시간에 자기상관성이 존재하면 이론적으로 모형화하기가 매우 복잡하

고 어렵다. 이에 따라 다양한 분석 기법 및 확률과정 모형들이 개발되었다. 본 논문에서는 외부 관측치에 존재하는 자기상

관성과 내부 행태를 관측하기 어려운 경우에 대한 추론 방법을 소개한다. 선행연구의 가정을 완화하여 추론 방법을 제시

하고 그에 대한 보조정리 및 정리를 제시한다. 제시된 비모수적 방법을 적용하면 서비스시간에 자기상관성이 존재하더라

도 외부 관측치만을 사용하여 다중서버 대기행렬의 내부 행태를 추론할 수 있다. 주요 내부 추론 결과로는 대기시간과 

서비스시간을 사용하였다. 또한 제시된 방법의 타당성 검증을 위해 실험 결과를 제시하였다.

주요어 : 다중서버 대기행렬, 자기상관적 서비스, 대기행렬 추론, 대기시간, 서비스시간
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1. 서론

최근 대기행렬시스템 모형이 다양화됨에 따라 모형 분

석 방법이 점점 복잡해지고 있다. 특히 대기행렬시스템의 

도착 및 서비스시간이 자기상관성을 갖는 상황이 빈번하

게 발생함에 따라 마코프 도착과정(MAP, Markovian 

arrival process)[8]
과 같은 다양한 확률 모형이 개발되어 

왔다. 또한 인터넷 트래픽과 같이 자기유사성(self- 

similarity)이 내포된 데이터의 분석에는 확산과정 근사방

법(diffusion process approximation)이 적용된 선행 연구

가 있다
[7, 12]. 그러나 이러한 해석적 모형은 대기행렬시

스템에 적용하여 원하는 성능척도를 구하기 어려울 뿐만 

아니라 실제 시스템에 적용함에 있어서도 여러 가지 제

약이 따른다. 이러한 제약 극복을 위해 Larson의 대기행
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렬 추론 엔진(QIE, queue inference engine)[4-6]
을 필두로 

다양한 대기행렬 추론 방법이 대안으로 제안되었다.  

Baccelli et al.[2]
은 기존에 연구되었던 대부분의 추론연

구들을 통합하여 발표하였으며 최근에는 베이시안 추론 

(Bayesian inference) 방법
[10, 11]

과 최대공산(maximum 

likelihood)[1]
을 이용한 방법도 연구된 바 있다. 그러나 이

러한 방법들은 대부분 분포적 특성을 가정한 모수적 접

근 방법(parametric approach)들이다. 따라서 실제 시스

템에 적용하기에는 한계점들이 다소 존재한다. 본 논문에

서는 이러한 한계 상황을 극복하기 위해 비모수적 접근 

방법(non-parametric approach)을 통한 추론을 소개한다.

본 논문은 2011년 발표된 Park et al.[9] 연구의 확장으

로서 외부 관측치인 도착 및 이탈시점을 이용하여 대기

행렬시스템의 내부 관측치인 대기시간과 서비스시간을 

추론하는 데 그 목적이 있다. 본 연구의 선행연구인 Park 

et al.[9]
의 연구는 기본적으로 서비스시간의 독립성을 가

정하고 출발한다. 그러나 인터넷과 같이 도착 및 서비스

과정이 복잡한 시스템에서는 서비스시간의 독립성이 보

장되지 않는 경우가 많다. 따라서 본 연구에서는 서비스

시간의 독립가정을 양의 자기상관성을 갖는 서비스시간

으로 확장한다. 

서버의 수를 아는 경우에 대한 추론은 선행연구의 결

과를 그대로 사용 가능하며 서버의 수를 모르는 경우도 

마찬가지로 Park et al.[9]
의 결과를 그대로 사용할 수 있

다. 그러나 서버수를 모르는 경우의 추론 방법인 최적화 

문제가 정확한 해를 도출할 수 있는 지는 확신할 수 없다. 

따라서 이에 대한 보조정리와 정리를 추가 개발하고 이

를 증명한다. 또한 제시된 추론 방법의 타당성과 보조정

리, 정리의 적용 가능성을 확인하기 위해 가상의 대기행

렬시스템을 구성하여 시뮬레이션을 수행하고 그 결과를 

이용하여 추론을 수행한다.

본 논문은 다음과 같이 구성되어 있다. 먼저 2장에서는 

본 연구의 선행연구에서 제안된 방법에 대해 상세히 분

석하고 고찰한다. 3장에서는 선행연구의 가정 완화와 이

에 필요한 보조정리 및 정리를 제시하고 증명한다. 4장에

서는 가상으로 구성한 시스템에 대해 시뮬레이션을 수행

하여 외부 관측치를 생성하고 본 연구에서 제안하는 추

론 방법을 적용한다. 이로부터 제시된 보조정리 및 정리

에 대한 재검증을 수행한다. 5장에서는 본 연구의 결론 

및 추후 연구 과제를 제안한다.

2. 선행연구 고찰

2.1 시스템 정의 및 가정

본 절에서는 선행연구인 Park et al.[9]
의 결과를 상세히 

고찰한다. 선행연구에서 분석된 대기행렬시스템은 선입

선출 (FIFO, first in first out) 또는 후입선출 (LIFO, last 

in first out) 대기정책을 갖는 GI/G/c 대기행렬시스템이

다. 관측은 초기 (empty & idle) 상태에서 시작하며 도착

과 이탈의 두 외부 관측만 가능하다. 선행연구의 유일한 

가정은 서비스시간의 독립성이다. 이는 제시된 정리 및 

그 증명을 위해 사용되며, Park et al.[9]
의 연구결과에 상

세히 기술되어 있다.

GI/G/c 대기행렬시스템 추론을 위해서 먼저 다음과 같

은 관측치 및 추론항목을 정의한다.

 : 서버의 수

 : 총 고객수

 : 고객 의 도착시점

 : 고객 의 이탈시점

 : 번째 이탈시점 (의 순서통계량)

 : 고객 의 서비스 시작시간

 : 고객 의 대기시간

: : 고객 의 서비스시간

 : 고객 의 시스템 체재시간

여기서 ,  ,  , , 의 값들은 관측가능하거나 

관측 결과로부터 도출 가능한 항목들이다. 와 는 관

측 불가능하지만 를 추론할 경우 모두 유도 가능한 항

목이다. 의 값을 모르는 경우 이를 찾아내는 것이 본 추

론의 최종 목표이다.  

2.2 추론 방법 및 모형

앞서 언급한 바와 같이 만 정확히 추론되면 다음과 

같은 식에 의해 와 의 도출이 가능하다. 

     (1)

     (2)

를 도출하기 위해서는 시스템의 특성을 파악해야 하

는데 선입선출과 후입선출의 경우 각각 그 추론방법이 

다르다. 그러나 서버의 수를 아는 경우는 간단한 수식에 
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의해 의 추론이 가능하다.

선입선출 대기행렬시스템의 경우 다음과 같은 간단한 

식에 의해 를 유도할 수 있으며 Hall[3]
에 의해 이미 소

개된 바 있다. 

    ≦ 

max    
 (3)

후입선출 시스템의 경우 나중에 도착한 고객이 먼저 

서비스를 시작하므로 선입선출의 경우와 같이 단순한 식

으로는 서비스 시작시점의 도출이 어렵다. 따라서 다음과 

같은 항목을 먼저 정의해야 한다. 


 : 고객  도착시점의 시스템 고객수


 : 고객  이탈시점의 시스템 고객수

 : 시점  이후 
인 이탈시점

이를 이용하면 를 다음과 같이 추론할 수 있다.

   
 


   

≧ 
        (4)

서버의 수를 모르는 경우 그 수를 정확히 추론하면 

들은 식 (3) 또는 (4)에 의해 자동적으로 도출된다. 따라

서 다음과 같은 목적함수를 갖는 최적화식의 해인 을 

구하면 자동적으로  및  , 가 도출된다.

Minimize
 

 




 


(5)

이에 대한 공통 제약조건은 다음의 (6), (7), (8)과 같다.

  
      (6)

  (7)

 integer (8)

여기서 와 는 서버수가 라는 조건하에서 각각 

와 의 추정치이다. 식 (6)에 사용된 는 선입선출

의 경우 식 (3)에 대응하여 다음 식 (9)와 같은 제약조건

식으로 표현된다. 

 ≦max   
 (9)

후입선출의 경우는 식 (4)에 대응하여 다음의 제약조건 

(10)으로 표현된다.

 



  

≧
(10)

최적의   값을 찾기 위한 가장 간단한 방법은 1부터 

까지의 값을 차례로 대입하는 격자탐색법(grid search)을 

사용하는 것이다.

3. 대상 시스템의 확장

본 절에서는 선행연구의 한계를 극복하기 위해 보조정

리 및 정리를 제시하고 증명한다. 선행연구의 한계점은 

서비스시간의 독립성이다. 따라서 본 절에서는 서비스시

간이 양의 자기상관적 특성을 갖는 경우로 확장한다. 먼

저 서버의 수를 아는 경우는 서비스시간이 자기상관성을 

갖더라도 식 (3)과 (4)를 그대로 사용할 수 있다는 것을 

직관적으로 알 수 있다. 또한 식 (5)부터 (10)으로 구성된 

최적화 문제는 서버의 수를 모르는 경우에 대한 추론에 

그대로 적용할 수 있다는 것이 본 연구의 핵심이다. 이를 

입증하기 위해 먼저 다음과 같은 보조정리를 제시한다.

보조정리 1. 식 (5)부터 (9)로 구성된 선입선출 시스템

의 최적화 문제에서 가 과소 추정된 경우를 가정하자. 

만일 가 과소 추정되면 ( ) 관측치의 수 의 값이 

커질수록 (→∞) 식 (5)의 목적함수가 비가시해

(infeasible solution)를 갖게 된다.

증명. 서버수 이 과소 추정되면 즉, 양의 정수 에 대

해  이면 는 (9)에 의해 다음과 같이 계산된다.

 max       (11)

식 (11)은 상황에 따라 다음의 두 경우로 분기한다.

1)   →
 
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2)   →
 

과소 추정 시 가시해가 존재하기 위해서는 모든 에 대

해 가 보다 커야만 한다. 그러나 서비스시간

의 자기상관적 특성은 그 분산을 증가시키고 분산의 증

가는  의 가능성을 내포한다. 즉 이 무한

히 증가하면 확률 1로  의 상황이 발생하여 

제약조건 (7)을 위배한다. 따라서 보조정리 1이 성립한다. 

□

보조정리 1에 의하면 관측치의 수가 일정량을 초과하

면 과소 추정 시 항상 비가시해가 존재한다. 또한 다음의 

정리 1은 제시된 최적화 문제의 해가 정확한 서버수를 찾

는다는 것을 보장할 수 있다.

정리 1. 관측치의 수 의 값이 커질수록 (→∞) 선

입선출 시스템의 최적화 문제 (5)부터 (9)는 유일 해인 

 를 갖는다. 

증명. 서버의 수 가 과소 추정되면 보조정리 1에 의해 

비가시해가 도출된다. 따라서 과다 추정된 경우에 대해서

만 증명하면 된다.

서버의 수 가 과다 추정된 경우, 즉 양의 정수 에 대

해  이면 서비스 시작시간 는 식 (11)과 유사하

게 다음과 같이 유도된다.

 max       (12)

식 (12)의 경우 항상 가시해가 존재하기 때문에 가능한 

상황을 고려해 보자. 먼저 (12)로부터 의 참값 와의 

관계를 다음의 식 (13)과 같이 얻을 수 있다.

  max 
 max -max 

  (13)

식 (13)은 다음의 세 가지 상황에 따라 분기된다.

1)   
→      

2)    →
     

3)    →
 

이 세 가지 상황을 종합하여 참값 와의 관계를 다음

과 같이 표현할 수 있다. 

    ≧      (13)

만일 서비스시간이 양의 자기상관성을 갖는다면 의 

분산이 의 분산보다 큰 것은 자명하다. 즉 서버의 수를 

과다 추정하면 (5)의 목적함수는 그 값이 증가한다.

보조정리 1과 과다 추정시의 상황을 종합하면 (5)의 목

적함수는 의 참값 에서 ( ) 유일한 최솟값을 갖는

다. □

보조정리 1과 정리 1은 선입선출 시스템의 문제에서뿐

만 아니라 후입선출 시스템 문제에도 그대로 적용이 가

능하다. 물론 선입선출에서와 동일한 과정을 이용하면 그 

증명도 가능하다. 따라서 본 논문에서는 후입선출에 대한 

정리 및 증명을 생략한다. 해를 도출하는 과정은 선행연

구에서와 마찬가지로 격자탐색법을 이용하는 방법이 가

장 단순하면서도 확실한 방법이라 할 수 있겠다.

본 연구에서 제안된 보조정리 1과 정리 1은 “관측치의 

수가 증가할수록”이라는 단서가 달려 있다. 이는 실제 관

측치를 이용하여 추론을 수행할 경우 관측치의 수가 적

으면 실패할 가능성이 있음을 내포한다. 따라서 본 논문

에서는 가상의 시스템을 구성하고 시뮬레이션 수행결과

를 이용하여 실험을 통해 보조정리 1과 정리 1이 어느 정

도  수준의 관측치 수에서 적용 가능한지 검토해 보도록 

한다.

4. 실험 결과 및 분석

4.1 시스템 구성

본 절에서는 제안된 방법 및 보조정리, 정리의 타당성

을 재검증하기 위해 실제 자료를 이용하여 실험을 수행

한다. 먼저 다양한 가상의 시스템을 구성하여 시뮬레이션

을 수행하고 외부 관측치를 구한다. 다음으로 시뮬레이션

으로부터 얻은 데이터에 제시된 추론방법을 적용해 보도

록 한다. 자기상관성이 존재하는 확률과정으로는 MAP과 

자기회귀(AR, autoregressive) 과정을 수정하여 사용한

다. 

대기행렬시스템의 도착율을 단위시간당 1로 고정하기 

위해 다음과 같은 모수 행렬을 갖는 MAP을 사용한다. 
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Table 1. Service processes used in simulation

 process parameters

5
MSP   ,   

MAR   

10
MSP  ,  

MAR   

    
 

     
 

도착율 1의 수정된 AR (MAR, modified AR) 과정은 

다음과 같이 정의한다.

   

여기서 는 순수 AR(1) 과정으로 다음과 같은 식에 

의해 정의된다. 

   ,   ∼

서비스의 경우 서버의 수가 5개인 경우와 10개인 경우

로 구분하고 제공로드 (workload, i.e., traffic intensity) 

값을 0.9로 고정한다. 서비스과정은 MAP과 동일한 과정

인 마코프 서비스과정(MSP, Markovian service process)

과 MAR 과정으로 구성한다. 각 서버수에 대한 확률과정 

및 모수는 Table 1과 같이 정의한다. Table 1에 사용된 

 , , 는 도착과정에서 사용된 항목들을 지칭한다.

앞서 제시한 도착과정과 서비스과정, 서버의 수, 그리

고 대기정책을 조합하면 총 16개의 대기행렬시스템이 구

성된다. 각 시스템의 시뮬레이션 결과로부터 도착 및 이

탈시점 1,000 쌍(pairs)을 관측하여 본 논문에 제시된 방

법론을 적용, 추론을 시도한다. 또한 보조정리 1과 정리 

1이 어느 정도의 관측 수준에서 적용 가능한지 알아보기 

위해 입력 관측치 수를 변경하면서 해를 도출해 본다.

4.2 적용 결과

먼저 서버의 수를 아는 경우에 대한 결과는 선행연구

에서와 마찬가지로 정확한 추론 값을 도출하기 때문에 

본 결과에서 제외한다. 다음으로 서버의 수를 모르는 경

우에 대해 1,000 쌍의 관측치를 이용, 최적화 문제를 해

결한 결과 모든 시스템에 대해 올바른 해를 얻을 수 있다. 

대표적인 결과를 그림으로 제시해 보면  Fig. 1, Fig. 2와 

같다. 두 그래프는 서버수의 변화에 따라 식 (5)에 제시된 

목적함수 평가 값의 행태를 보여준다.  값이 표현되지 않

은 부분은 해당 서버수에서 보조정리 1의 제약조건이 위

배되는 비가시해임을 나타낸다. 또한 Fig. 1은 선입선출 

시스템 추론 결과를, Fig. 2는 후입선출 시스템의 결과를 

보여준다.  Fig. 1과 Fig. 2에서 보는 바와 같이 선입선출

과 후입선출 시스템 모두에 대해 1,000 쌍의 관측치는 보

조정리 1과 정리 1을 만족시킨다. 두 그림에 표시되지 않

은 시스템들도 모두 대동소이한 결과를 보이므로 생략하

도록 한다.

Fig. 1. Behavior of objective function for FIFO systems 

Fig. 2. Behavior of objective function for LIFO systems 

 

보조정리 1과 정리 1이 어느 정도 수준의 관측 수에서 

적용 가능한지 확인하기 위한 실험결과는 Table 2와 같

다. Table 2는 관측치 쌍의 수를 10개씩 증가시키면서 최

초로 정확한 해를 찾는 관측치 수를 나타낸 것이다. 
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Table 2. Minimum number of observations finding the 
exact solutions

arrival
service MAR MSP

 5 10 5 10

MAR
FIFO 30 70 110 160

LIFO 30 60 120 160

MAP
FIFO 50 50 100 170

LIFO 20 50 100 140

Table 2에서 보는 바와 같이 제시된 추론 방법은 비교적 

적은 수의 관측치로 정확한 서버의 수를 찾는다. 본 논문

에 제시된 16개 시스템 이외에도 다양한 시스템을 구성

하여 실험해 보면 제시된 추론 방법이 비교적 적은 수의 

관측치를 이용하더라도 올바를 해를 도출함을 확인할 수 

있다. 따라서 본 논문에 제시된 보조정리 및 정리는 관측

치 수 의 값이 적정 수준만 되면 적용 가능하다고 판단

된다. 또한 본 논문에 제시된 방법이 올바른 추론 결과를 

도출함을 다시 한 번 확인할 수 있다.

5. 결론 및 추후연구과제

본 논문은 기존의 선행연구
[9]
에 대한 확장연구로서 선

입선출 및 후입선출의 대기정책을 갖는 다중서버 대기행

렬시스템 추론을 시도하였다. 고객의 도착시점과 이탈시

점을 알면 이로부터 서비스 시작시점을 추론하여 대기시

간과 서비스시간을 유도할 수 있다. 또한 서버의 수를 모

르는 경우에는 제안한 최적화식을 이용하여 이를 추론할 

수 있다. 본 연구는 선행연구의 기본 가정인 서비스시간

의 독립가정을 완화하여 양의 자기상관적 서비스과정으

로 확장하였으며 보조정리 및 정리를 이용하여 제시된 

최적화식이 정확한 해를 찾을 수 있다는 결론을 도출하

였다. 또한 실험적 방법을 통해서 본 연구의 타당성을 다

시 한 번 검증하였다.

본 논문은 양의 자기상관적 특성을 갖는 서비스시간에 

대한 보조정리, 정리를 개발하고 이를 증명하였지만 보다 

일반화된 결론을 도출하기 위해서는 음의 자기상관적 특

성을 갖는 경우까지 확장되어야 한다. 음의 자기상관관계

를 갖는 경우 정리 1의 증명이 어려워지기 때문에 실제 

서버수를 찾을 수 있는 새로운 목적함수를 개발해야 할 

것이다. 또한 본 연구는 관측 자료를 쌍으로 이용하지만 

실제로 관측을 수행할 경우 쌍으로 얻을 수 없는 경우도 

많다. 따라서 자료가 쌍이 아닌 단순한 순서로 관측된 경

우에 대한 추론 방법의 개발도 가치 있는 연구가 될 것이

라 판단된다. 
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