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역함수와의 교점을 구하는 과제에 대한 분석1)

허남구(대전송촌고등학교)

Ⅰ. 서론

국가 수준의 교육 과정은 학교 교육을 위한 기본적인

지침이며, 교과서는 이를 바탕으로 내용을 선정하고 조

직한 공식적인 교수 학습 자료로서(Schmidt, McKnight,

& Raizen, 2002) 학교 현장에서 필수적인 교수 학습 자

료로 사용된다. 우리나라의 교사들은 교과서를 매우 중

요한 교수 학습 자료로 인식하고 있으며, 학교 수업의

대부분은 교과서를 중심으로 이루어지고 있다(이주연,

2000; 허강 외, 2004, 88p; 진재관 외, 2007, 10p). 특히

수학 교과의 경우, 다수의 수학 교사들이 교과서와 교사

용 지도서의 학습 내용을 바탕으로 수업 목표, 수업 내

용, 평가 내용을 선정하고 있는 경향을 보인다(김민혁,

2013). 이러한 교실 환경에 비추어 볼 때, 수학교과서에

제시된 학습 과제는 교실에서 일어나는 교수 학습에 영

향을 미치게 되며 결과적으로 학생의 수학적 지식에 영

향을 미친다.

수학교과서에 제시된 학습 과제의 중요성이 부각됨에

따라 이를 분석하는 연구가 지속적으로 이루어지고 있

다. 이와 관련된 선행 연구들을 살펴보면 수학 과제의

인지적 수준을 기준으로 학습 과제를 분석한 연구(권지

현, 김구연, 2013; 김동중 외, 2015; 김미희, 김구연, 2013;

김성희, 방정숙, 2005; 방정숙, 2007; 홍창준, 김구연,

2012; 황혜정, 박현파, 2013), 답안 유형을 기준으로 학습

과제를 분석한 연구(김동중 외, 2015), 스토리텔링 유형

을 기준으로 학습 과제를 분석한 연구(김동중 외, 2015),

융복합교육의 맥락과 방식을 중심으로 학습 과제를 분석

한 연구(문종은 외, 2015; 박모라, 주미경, 문종은, 2014)
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등이 있다. 이러한 연구들은 수학교과서의 전체 과제 또

는 대수, 함수, 기하 등 특정 영역의 전체 과제에 대한

분석이 이루어지고 있어 수학교과서에서 제공하는 수학

과제의 전반적인 경향을 제공해주지만 피타고라스 정리

와 같이 특정한 수학적 지식에 관한 학습 과제들의 세밀

한 정보는 제공해주지 못하고 있다.

수학교과서에서 특정한 수학적 개념을 포함한 수학

과제가 제공될 경우, 특수한 상황에서의 해결 전략보다

는 일반적인 해결 전략이 제시될 필요가 있다. 만약 수

학교과서에 특수한 상황에서만 성공적인 해결 전략이 문

제 해결 전략으로 제시될 경우, 학생들은 교과서에 제시

된 해결 전략을 통해 성공적으로 과제를 해결한다면 그

전략을 하나의 일반적인 수학적 지식으로 인식할 수 있

다. 이러한 경우 학생들이 기존의 학습 과제와 유사하다

고 생각한다면 기존의 해결 전략으로는 해결할 수 없는

새로운 과제라 하더라도 기존의 전략을 사용하여 문제를

해결하려고 노력할 것이다. 이와 같이 학생들은 과도한

일반화의 오류로부터 인지적 갈등을 유발될 수 있으며

그 결과 학생들이 다른 수학적 개념을 학습하는데 걸림

돌이 될 수 있다(우정호, 2000). 따라서 다수의 학생이나

교사가 특수한 조건에서만 성공적인 해결 전략을 다른

문제 상황에서도 지속적으로 사용한다면 그 원인을 찾기

위해 수학교과서에 제시된 수학 과제와 그 해결 전략을

분석해 볼 필요가 있다.

홍선미(2011)의 연구와 한국교육방송공사(이하 EBS)

(2016a, 2016b)에는 주어진 함수   와 그 역함수

  의 교점을 구하는 과제가 제시되어 있다. 홍

선미는 학생들이   와   의 교점을

  와   의 교점과 같다는 내용을 이용하여

문제를 해결할 경우에만 정답으로 처리하고 있으며([그

림 1], [그림 2] 참조), EBS(2016a, 2016b) 강의에서는 학

생들에게   와   의 교점은   

와   의 교점이 된다고 지도하고 있다([그림 3] 참



허남구336
조). 하지만 일반적으로   와   의 교점을 구

함으로써   와   의 교점을 구하는 해

결 전략은 성공을 보장하지 않는다. 예를 들어

 에 대한 역함수는  가 되어

은 두 함수의 교점이 되지만  와

  의 교점은 아니다. 이처럼 일반적으로 성립하지

않는 문제 해결 전략을 다수의 교사가 학생들에게 하나

의 수학적 지식으로서 가르치고 있거나, 다수의 학생들

이 성공 경험을 통해 이 전략을 하나의 수학적 지식으로

인식하고 있다면 그러한 원인과 해결 방안을 찾을 필요

가 있으며 학교수학에 있어 중요한 교수 학습 자료인 수

학교과서를 우선적으로 분석할 필요가 있다.

[그림 1] 홍선미(2011)의 연구에서 사용된 과제

[Fig. 1] Task used in the Hong’s study

[그림 2] 홍선미(2011) 연구의 정답과 오답의 예시

[Fig. 2] Examples of correct and incorrect answers of

the Hong’s study

[그림 3] 정유빈의 강의 화면 (12강 37분 31초)

[Fig. 3] Capture of the Chung’s lecture (Ch. 12)

이런 의미에서 학생과 현직교사, 예비교사는

‘  와   의 교점은   와   

의 교점을 구함으로써 구할 수 있다.’는 전략이 성공적이

지 않는 과제를 해결하기 위해 어떠한 전략을 사용하는

지를 알아보고, 2009 개정교육과정이 반영된 수학Ⅱ 교

과서와 교사용 지도서에 주어진 함수와 그 역함수와의

교점을 구하는 과제의 해결 전략에 대해 어떻게 서술하

였는지를 분석하는 것은 향후 학생들에게 역함수를 지도

하는데 도움을 줄 것이다. 본 연구의 목적은 교사와 학

생의 풀이 전략, 그리고 수학교과서의 서술 방법을 파악

하여 교사들의 교수학습지도 방법과 교과서의 서술에 대

한 시사점을 도출하려는 것이다. 이를 위해 아래와 같은

연구문제를 도출하였다.

1. 학생, 현직교사, 예비교사는 ‘  와

  의 교점은   와   의 교점을 구

함으로써 구할 수 있다.’는 전략이 성공적이지 않는 과제

의 해결 과정에서 어떠한 특징을 보이는가?

2. 2009 개정교육과정이 반영된 수학Ⅱ 교과서와 교

사용 지도는 주어진 함수와 그 역함수와의 교점을 구하

는 과제의 해결 전략에 대한 서술 방법에서 어떠한 특징

을 보이는가?

Ⅱ. 이론적 배경

1. 역함수와 관련된 선행연구

함수는 실생활에서 일어나는 변화 현상을 설명하고

기술하는 도구로서 도입되었다(우정호, 1998). 우리는 함
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수를 통해 변화하는 둘 이상의 대상 사이의 종속성을 기

술하고 해석하고 예측할 수 있어 함수는 실세계에서 변

화하는 현상을 모델링하는데 가장 일반적으로 사용되고

있다(우정호, 1998; 김남희 외, 2006). 수학적 대상으로서

함수는 기존의 기본적인 연산(덧셈, 뺄셈, 곱셈, 나눗셈)

과 새로운 연산으로서 합성이 정의되며, 합성함수와 역

함수는 함수의 개념을 신장시키는 데 밑거름이 되었다

(김남희 외, 2006; 김부윤, 정영우, 2010; Freudenthal,

1983).

역함수는 학교 수학에서 중요하게 다루어지고 있다.

학생들은 무리함수를 제한된 범위에서 정의된 이차함수

의 역함수임을 이용하여 지도하고 있으며, 로그함수는

지수함수의 역함수임을 이용하여 그래프를 그리고, 로그

함수의 성질과 점근선을 학습한다(김남희 외, 2006). 또

한 학생들은 주어진 함수에서의 미분과 역함수에서의 미

분 사이의 관계를 학습하고, 주어진 함수에서의 정적분

값과 역함수에서의 정적분 값 사이의 관계를 학습하기도

한다(황선욱 외, 2014a). 이와 같이 학생들은 역함수를

통해 새로운 함수를 학습하고, 본래의 함수와 역함수와

의 관계를 통해 미분과 적분을 학습하고 있다.

학교 수학에서 역함수가 중요한 역할을 하고 있지만

그에 대한 연구는 미비한 편이다(김효정, 2008; 신옥숙,

2009; Lucas, 2005). 지금까지 역함수와 관련된 국내 연

구를 살펴보면, 교육과정과 교과서를 분석하여 역함수

지도의 문제점과 대안을 제시한 연구(박순철, 1996), 테

크놀로지를 활용하여 역함수의 지도 방법을 제시한 연구

(김효정, 2008; 심태연, 2002; 최규원, 2002), 학생들의 역

함수 개념의 이해와 오류에 관한 연구(박정선, 2005; 신

옥숙, 2009; 홍선미, 2011) 등이 있다. 역함수와 관련된

해외 연구를 살펴보면, 기존과 달리 새로운 방법으로 역

함수의 지도 방법을 제시한 연구(Boas, 1985; Snapper,

1990; Van Dyke, 1996), 되돌림(undoing)의 의미를 강조

하여 역함수의 지도 방법을 제시한 연구(Even 1990,

1992), 다양한 표현을 통한 역함수의 지도 방법에 관한

연구(Bayazit & Gray, 2004), 학생들의 역함수 개념의

이해에 관한 연구(Kimani & Masingila, 2006)가 있다.

2. 주어진 함수와 그 역함수의 교점을 구하는 다양한

풀이 방법

역함수가 존재하는 함수   에 대하여 그 역함

수를   라 할 때, 고등학교 수준에서 두 함수

  와   의 교점을 구하는 방법은 아래

와 같이 4가지가 있다.

첫째,   의 역함수인   를 직접 구

한 후 두 식을 연립하여 교점을 구할 수 있다(이하 ‘전

략 1’로 표현하기로 한다). 이는 주어진 함수와 그 역함

수와의 교점을 구할 수 있는 가장 기본적인 방법으로 학

생들이 쉽게 접근할 수 있다. 예를 들어   

과 그 역함수   와의 교점을 구하고자 할 때,

학생들은   로부터  


를 구

한 후 연립방정식









  

 

 의 해를 구함으로써 두

함수의 교점 을 구할 수 있다. 이와 같이 학생

들이 쉽게 접근할 수 있는 전략이라는 장점에도 불구하

고   과 같이 역함수가 존재하지만 역함수

의 함수식을 쉽게 구할 수 없는 경우에는 문제를 해결할

수 없다는 단점이 있다.

둘째,   ∘와   를 연립하여

  와   의 교점을 구할 수 있다(이하

‘전략 2’로 표현하기로 한다). 주어진 함수와 그 역함수

와의 교점의 좌표는 방정식   의 실근과

같다. 를 방정식   의 해라 하면

  이고    가 성

립한다. 즉, 는 ∘  의 해이다. 마찬가지

로 를 방정식   의 해라 하면

  이고   가 성립한다.

즉, 는   의 해이다. 따라서

  의 해집합은 ∘  의 해집합

과 같고, 그 결과 ∘  의 해를 구함으로써

  의 해를 구할 수 있다. 예를 들어

  과 그 역함수   와의 교점을

구하고자 할 때,   이 되어

  의 실근은  이다. 즉,   와

  의 교점의 좌표가 이고 두 함수의 그

래프의 교점은 이다. 이 전략은 주어진 함수가
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해 교점을 찾을 수 있다는 장점이 있다. 하지만 이와 같

은 풀이 전략은 가 차식일 경우 는 

차식이 되어 방정식   를 풀이하는 데 있어

복잡한 계산 과정을 수반할 수 있다는 단점이 있다.

셋째, 좌표평면에   의 그래프를 그리고 이를

  에 대칭시켰을 때 나타나는 그래프와의 교점을 구

함으로써   와   의 교점을 구할 수

있다(이하 ‘전략 3’으로 표현하기로 한다). 이는

  의 그래프와   의 그래프가   

대칭관계임을 이용하여 풀이하는 방법으로 학생들은 역

함수 그래프의 성질로서 대칭변환이라는 기하학적 사고

와 연립방정식의 풀이로서 대수적 사고를 연결할 수 있

다. 하지만 학생들은 두 함수의 그래프의 교점이 격자

점이 아닐 경우 정확한 교점의 좌표를 구하기기 힘들고,

  가 일차함수가 아닐 경우에는 좌표평면에

  의 그래프를 정확히 나타낼 수 없어 교점의

좌표를 구할 수 없다.

넷째,   와   를 연립함으로써   

와   의 교점을 구할 수 있다(이하 ‘전략 4’로

표현하기로 한다). 이는   의 그래프와

  의 그래프가    대칭관계에 있으므로

  와   의 교점은    위에 있다는

아이디어로부터 출발한다. 이와 같은 방법은 역함수를

구할 필요가 없으며, 방정식   의 차수가 

의 차수와 같아 복잡한 풀이를 요구하지 않는다. 하지만

이와 같은 문제 해결 방법은 일반적으로 성립하지 않는

다. 집합 를   와   의 교점의 집합

이라 하고, 집합 를   와   의 교점의 집

합이라고 한다면 ⊂가 성립한다. 즉,   와

  의 교점을 구함으로써   와   

의 모든 교점을 구할 수 있는 것이 아니다.1) 예를 들어

 에 대한 역함수는  가 되어

은 두 함수의 교점이 되지만  와

  의 교점은 아니다. 따라서 교사는 학생들에게 전

1)   가 증가함수일 경우에는  가 되어   

와   의 교점을 구함으로써   와     

의 모든 교점을 구할 수 있다.

략 4와 같이 특수한 상황에서만 성공적인 문제 해결 방

법을 지도할 경우에는 일반적으로 성립하지 않는다는 내

용과 함께 다른 문제 해결 방법을 함께 제시해주어야 할

필요가 있다.

Ⅲ. 연구 방법

교육부(2015)는 2015 개정 교육과정에서 “역함수의 의

미를 이해하고 주어진 함수의 역함수를 구할 수 있다.”

를 성취기준으로 제시하고 있으며, 교수학습 방법으로

“역함수의 의미는 구체적인 예를 통해 이해하도록 한

다.”고 제시하고 있다. 하지만 2015 개정 교육과정에서는

역함수를 구하기 위해 제공되는 함수의 범위를 제시하고

있지 않으며 이는 2009 개정 교육과정에서도 제시하고

있지 않다(교육과학기술부, 2011; 교육부, 2015). 2007 개

정 교육과정에서 “합성함수와 역함수는 이차 이하의 다

항함수, 유리함수, 무리함수를 통해 이해한다.”를 교수

학습상의 유의점으로 제시하고 있다(교육인적자원부,

2007). 2009 개정 교육과정 시기의 수학교과서에서 무리

함수를 이차함수의 역함수로서 도입하고 있다. 따라서

이차함수의 범위에서 개발된 역함수와 관련된 과제는 고

등학교 교육과정의 수준을 벗어나지 않는다.

연구문제 1을 해결하기 위해 교사, 학생, 예비교사의

문제 해결 전략을 알아보기 위한 과제를 아래와 같이 개

발하였다.

≥ 에서 정의된 함수   


와

그 역함수   의 교점의 좌표를 구하시오.

개발한 과제에 대해 전략 1, 전략 2, 전략 3, 전략 4를

적용한 풀이 방법은 다음과 같다. 전략 1을 사용할 경우

  


로부터   이 되어

 가 된다. 두 그래프의 교점의 

좌표를 구하기 위해   를 풀이하면   

또는    또는    또는   가 된

다. 주어진 범위를 만족하는 의 값은    또는

   또는   가 되어 교점의 좌표는  ,

 ,   가 된다. 전략 2를 사용할 경
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우 두 그래프의 교점의 좌표를 구하기 위해 방정식

  의 실근을 구해야 한다.

  


이므로   

를 풀이하면    또는    또는    또

는   가 된다. 주어진 범위를 만족하는 의

값은    또는    또는    가 되어 교

점의 좌표는  ,  ,   가 된

다. 이 문제의 경우 그래프를 정확히 그리기 힘들어 지

필환경에서는 전략 3을 사용할 수 없다. 전략 4의 방법

을 사용할 경우 두 그래프의 교점의 좌표를 구하기 위

해   를 풀이하여야 한다.   의 근은

  ±가 되어 주어진 범위를 만족하는 의 값은

  가 된다. 따라서 교점의 좌표는

  가 된다. 즉, 전략 4를 이용할 경우

에는    위에 있지 않는 교점인 와 를

구할 수 없어 올바른 해결 전략이라고 할 수 없다.

개발한 과제의 해결 전략을 알아보기 위하여 고등학

생, 예비교사, 현직교사로부터 과제의 풀이 과정을 받았

다. 주어진 과제의 풀이 과정을 보낸 64명의 직업은 [표

1]과 같다.

직업 인원

고등학생 34

예비교사 25

현직교사 5

총 64

[표 1] 연구 대상의 직업 (단위 : 명)

[Table 1] The occupation of the subjects

34명의 고등학생은 D광역시에 소재한 S고등학교 2학

년 자연계열 학생 6명과 S특별자치시에 소재한 G고등학

교의 인문계열 학생 28명을 대상으로 실시하였다. S특별

자치시의 28명의 학생은 일반 학급의 학생으로 선정하였

으며, D광역시의 6명의 학생은 주어진 과제에 대한 최상

위권 학생들의 과제 해결 방법을 확인하기 위해 자연계

열 학생 중 전교 1등에서 6등까지의 수학성적을 보이는

학생을 선정하였다. 예비교사는 수도권의 K대 수학교육

과 학생 1명과 충청북도 소재의 K대 수학교육과 학생

24명으로 선정하였다. 또한 학생들에게 수학을 가르치고

있는 선생님들의 과제 해결 전략을 살펴보기 위해 5명의

현직교사를 선정하여 조사하였다. 현직교사는 C도의 중

소도시에서 근무하고 있는 10년 이상의 교육 경력을 지

닌 4명의 수학교사와 D광역시에서 근무하고 있는 20년

이상의 교육경력을 지닌 부장교사 1명으로 선정하였다.

고등학생, 예비교사, 현직교사로부터 받은 풀이 과정을

정답의 여부와 풀이에 사용한 전략에 따라 분류하였다.

풀이 과정 중 오류가 발견되거나 논리적으로 이유가 서

술되지 않을 채 풀이 과정을 작성한 연구 대상자는 인터

뷰를 실시하였으며, 전략 4를 사용한 대상자 중 평소

자신의 의견에 대한 적극적으로 표현하는 예비교사를 인

터뷰하였다. C도에 거주하고 있는 1명의 현직교사는 전

화로 인터뷰를 하였으며, 그 외의 경우 일대일로 면대면

인터뷰를 진행하였다. 연구자는 인터뷰를 통해 연구대상

자가 작성한 풀이와 그러한 풀이를 사용한 이유, 문제를

해결할 수 있는 또 다른 풀이 방법 등을 알아보았다. 인

터뷰 내용은 전사하였으며 전사한 내용을 분석한 결과에

대해 수학교육학 박사 1인과 수학교육전공 박사과정 1인

의 검토를 받았다.

연구문제 2를 해결하기 위하여 2009 개정교육과정에

맞추어 개발된 수학Ⅱ 교과서와 교사용지도서를 분석하

였다. 2009 개정교육과정에 맞추어 개발된 수학Ⅱ 교과

서는 총 10종이 있으며, 본 연구에서는 10종의 수학Ⅱ

교과서와 교사용지도서에 제시된 과제를 모두 분석하였

다. 본 연구에서 분석한 10종의 교과서와 교사용 지도서

에 제시된 주어진 함수와 그 역함수와의 교점을 구하는

과제2)는 총 25개였으며, 교과서별 과제의 수는 [표 2]와

같다.3)

2) 함수와 그 역함수의 교점의 좌표가 주어진 과제의 경우에는

두 함수의 교점을 구하는 방법보다는 역함수의 성질을 이용

하여 문제를 해결하므로 본 연구의 대상으로 포함시키지 않

았다. 예를 들면 류희찬 외(2014)의 수학Ⅱ 교과서에 제시된

과제 ‘일차함수   의 그래프와 그 역함수의 그

래프가 모두  를 지날 때, 두 상수 의 값을 구하

는 풀이 과정과 그 답을 써라.’ 는 일반적으로  ,

   를 연립하여 문제를 해결하므로 본 연구의 대상

으로 포함시키지 않았다(88p).

3) 교과서와 교사용 지도서에 동일한 과제가 제시되었을 경우

에는 교사용 지도서의 과제로는 포함시키지 않고, 교과서의

과제에만 포함시켰다.
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[표 2] 교과서별 과제의 수4) (단위 : 개)

[Table 2] The number of tasks on the textbooks

A B C D E F G H I J 계

교 2 0 1 2 5 1 2 1 1 1 16

지 3 1 0 0 2 3 0 0 0 0 9

계 5 1 1 2 7 4 2 1 1 1 25

교과서와 교사용지도서에 제시된 과제는 사용된 함수

의 종류와 해설지에 제공된 풀이 방법의 두 가지 기준에

대해 빈도분석을 하였다.

첫째, 과제에서 사용된 함수의 종류에 따라 일차함수,

이차함수, 삼차함수, 기타로 나누어 분석하였다. 학생들

은 역함수를 학습하기 이전에 이미 일차함수와 이차함수

에 대한 학습이 이루어졌으며, 이차함수의 역함수로서

무리함수를 학습한다. 따라서 수학Ⅱ의 교과서는 무리함

수를 지도하기 이전 일차함수를 사용하여 과제를 제시할

수 있으며, 무리함수를 지도한 이후 이차함수, 무리함수,

유리함수를 사용하여 과제를 제시할 수 있다.

둘째, 해설지에 제공된 풀이 방법에 따라 전략 1, 전

략 2, 전략 3, 전략 4로 나누어 분석하였다. 특히, 전략 4

를 이용한 풀이 방법을 제시하고 있는 경우, 교과서는

전략 4의 풀이가 일반적으로 사용할 수 있는 전략이 아

님을 학생들에게 안내하고 있으며, 일반적으로 문제를

풀이할 수 있는 또 다른 전략을 제시하고 있는지를 살펴

보았다.

Ⅳ. 결과 분석 및 논의

1. 과제에 대한 응답 분석

1) 빈도분석의 결과

주어진 함수와 그 역함수와의 교점을 구하는 과제

‘≥ 에서 정의된 함수   


와 그

역함수   의 교점의 좌표를 구하시오.’에 대한

응답 결과는 [표 3]과 같다.

4) 2행 1열의 ‘교’와 3행 1열의 ‘지’는 각각 교과서와 교사용지

도서를 의미한다.

고등학생 예비교사 현직교사 계

정답 0 4 1 5

오답 34 22 4 60

전략1 5 2 0 7

전략2 0 0 0 0

전략3 2 0 0 2

전략4 26 21 4 51

기타 1 2 1 4

계 34 25 5 64

[표 3] 과제에 대한 응답 결과 (단위 : 명)

[Table 3] Response of the tasks

64명의 대상 중 5명(7.81%)만이 정답을 제시하였으며

60명(92.19%)는 오답을 제시하였다. 특히 고등학생은 정

답자가 0명이었으며, 예비교사는 25명 중 4명(16%)이 정

답을 제시하였으며 21명(84%)이 오답을 제시하였다. 또

한 현직교사는 5명 중 1명(20%)가 정답을 제시하였으며

4명(80%)이 오답을 제시하였다.

과제 해결에 사용한 전략을 기준으로 살펴보면, 64명

중 7명(10.94%)이 전략 1을, 2명(3.13%)이 전략 3을, 51

명(79.69%)이 전략 4를, 4명(6.25%)이 기타의 방법을 사

용하였다.

문제 해결에 사용한 전략에 따른 정답자와 오답자의

빈도는 [표 4]와 같다.

정답자 오답자 계

전략1 2 5 7

전략2 0 0 0

전략3 0 2 2

전략4 0 52 52

기타 2 1 3

계 4 60 64

[표 4] 문제 해결에 사용한 전략에 따른 정오 결과 (단위 : 명)

[Table 4] Result of correct and incorrect answers with the

strategy

전략 1을 사용한 7명 중 2명은 정답을 제시하였으며,

5명은 오답을 제시하였다. 전략 2를 사용한 사람은 없었

으며, 전략 3을 사용한 2명과 전략 4를 사용한 51명은

모두 오답을 제시하였다. 전략 1, 전략 2, 전략 3, 전략 4

의 풀이가 아닌 기타 전략을 사용한 4명 중 3명은 정답
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을 제시하였으며, 1명은 오답을 제시하였다.

2) 정답자의 풀이 과정 분석

정답을 제시한 예비교사 P3와 P5는 전략 1을 사용하

여 문제를 해결하였으며, 교사 I3와 예비교사 P4, P6의

경우에는 전략 1, 전략 2, 전략 3, 전략 4의 풀이가 아닌

다른 방법을 사용하여 문제를 해결하였다.

[그림 4]와 [그림 5]는 예비교사 P3와 P5의 풀이과정

을 나타낸 것이다. P3와 P5는   의 역함수를 직

접 구한 후, 방정식   의 해를 구하는 전

략 1을 사용하여 주어진 과제를 해결하였다. [그림 4]와

같이 예비교사 P3는   


로 나타내

었으며 꼭짓점의 좌표를 이용하여    ,   

임을 나타내었다. 그 후   의 역함수인

  를 구하는 전략 1을 사용하여 주어진 과제

를 해결하였다. [그림 5]에서 예비교사 P5는 전략 4를

이용하여 주어진 과제의 근 중   를

구하였다. 하지만 그래프를 그리던 중    위의

점 가    위의 점이라는 것을 알게 되어

전략 1을 사용하여 다시 과제를 해결하게 된다. 전략 1

을 사용한 과제의 해결 과정에서 두 이차방정식

  와  가 서로 같다는 오류를

범하였으며 교점의 좌표가 아닌   ,    ,

  로 나타내었지만 면담 결과 풀이과정 중 발생한

사소한 실수라 판단이 되어 P5를 정답자로 간주하였다.

P3와 P5를 면담한 결과, 두 예비교사 모두   와

  임을 알게 되어 전략 1을 사용하였으며, 전략

1의 사용에서 나타나는 무리방정식의 무연근에 대해 크

게 고려하고 있지 않았다.

[그림 4] 예비교사 P3의 풀이 방법

[Fig. 4] Answer of the preservice teacher P3

[그림 5] 예비교사 P5의 풀이 방법

[Fig. 5] Answer of the preservice teacher P5

[그림 6]은 교사 I3의 풀이과정을 나타낸 것이다. 교

사 I3은 전략 4를 사용하여   와   의 교점

인   를 구하였으며,   이고

  라는 사실을 이용하여 와 도

  와   의 교점이 된다고 제시하였다.

풀이 과정에서 와 가   와

  의 교점이 되는 이유가 서술되지 않아 I3교

사와 면담을 실시하였다.

[발췌문 1] 문제 해결 과정에 대한 I3교사의 설명

1 T 이 문제를 풀이한 방법에 대해서 설명해주

시겠어요?

2 I3   와   의 교점은   

위에 있으니깐   를 풀었습니다.

3 T 오른쪽에 보면 ‘꼭짓점 에 대하여

  이므로 도 근이다.’라고 표

현하셨는데 이 부분은 어떻게 하신 건가요?
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4 I3 우선 주어진 이차함수의 꼭짓점의 좌표가

이고, 역함수인 무리함수는 가

꼭짓점이므로 를   에 대입

해보았어요.

5 T 그래서 ‘꼭짓점 에 대하여

  이므로 도 근이다.’라고

생각한 거군요.

6 I3 네. 가 교점이니깐 도 교점이

되구요.

7 T 혹시  , 와 같이    위에 있

지 않는 또 다른 교점이 있을까요?

8 I3 (침묵한 채 시간이 흐름)

9 T 아니면 와 만이    위에

있지 않는 교점이라는 것을 어떻게 설명할

수 있을까요?

10 I3 (침묵한 채 시간이 흐름)

교사 I3은   이고   임을 생각하게 된

것은 우연히 꼭짓점의 좌표인 의 좌표와 좌표를

바꾸어 를   에 대입해 본 결과였다고 말하

였다(1.4). 하지만 세 점    ,  ,

을 제외한 다른 점들은 교점이 되지 않는 이유는

설명하지 못하였다(1.8, 1.10). 이와 같은 I3의 풀이 과정은

와 가 교점이 된다는 점을 인식한 이후 예비

교사 P3와 P5의 풀이 과정과 차이를 보였다. P3는 

와 가 교점이 된다는 것을 인식한 이후 전략 1을

선택하였으며, P5는 전략 4에서 전략 1로 수정하여 문제

를 해결하였다. 하지만 I3는 전략 4를 바탕으로    위

의 교점을 구하였으며,    위에 있지 않는 두 교점에

대해서는 논리적 사고 없이 우연하게 구하였다.

[그림 6] 교사 I3의 풀이 방법

[Fig. 6] Answer of the inservice teacher I3

[그림 7]은 예비교사 P4의 풀이를 나타낸 것이다. 예

비교사 P4는   와   의 교점이   

위에 있지 않을 수 있음을 인식하고 있었다. P4는 주어

진 과제를 해결하기 위해 교점이    위에 있는 경우

와    위에 있지 않는 경우로 나누어 풀이하였다.

   위에 있는 교점은 전략 4를 이용하였으며,   

위에 있지 않는 교점은 역함수의 성질 ‘  이면

  ’을 이용하여 두 연립이차방정식   ,

  의 해를 구함으로써 과제를 해결하였다.

[그림 7] 예비교사 P4의 풀이 방법

[Fig. 7] Answer of the preservice teacher P4

[그림 8]은 예비교사 P6의 풀이를 나타낸 것이다. P6

은 전략 4를 사용하여   와   의 교점인

  를 구하였으며,   와 그 역함

수   의 정의역의 끝점이 각각 와

를 확인한 결과 3개의 교점이 나온다고 하였다. 하

지만 면담 결과, P6는 교사 I3과 마찬가지로  ,

   , 를 제외한 다른 점들은 교점

이 되지 않는 이유는 설명하지 못하였다.
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[그림 8] 예비교사 P6의 풀이 방법

[Fig. 8] Answer of the preservice P6

3) 오답자의 풀이 과정 분석

주어진 과제를 해결하기 위해 고등학생 5명(S4, S9,

S10, S11, S12)은 전략 1을 사용하였다.

[그림 9], [그림 10], [그림 11]은 학생 S4, S10, S11의

풀이 과정을 나타낸 것이다. S4, S10, S11은 주어진 함

수의 역함수를 직접 구한 후, 방정식   의

해를 구함으로써   와   의 교점의 

좌표를 구하려고 시도하였다. 하지만 S4는

  의 해를 구하는 과정에서 양 변의 공통

인수를 약분해버리는 실수와 이차방정식의 근을 구하지

않은 실수로 인해 두 그래프의 교점 중 만 구하였

으며, S10은 조립제법의 과정에서 실수를 범하여 두 그

래프의 교점 중 만 구하였다. 또한 S11은 이차방

정식의 근의 공식을 이용하여 근을 구하지 않은 채 두

그래프의 교점 중 와 만 구하였다. 반면 S9

와 S12는 주어진 함수의 역함수를 직접 구한 후, 방정식

  의 해를 구하는 전략을 사용해야 한다고

서술하였으나 S9는   를 틀리게 구하였으며

S12는 사차방정식의 근을 구하지 못하였다.

[그림 9] 학생 S4의 풀이 방법

[Fig. 9] Answer of the student S4

[그림 10] 학생 S10의 풀이 방법

[Fig. 10] Answer of the student S10

[그림 11] 학생 S11의 풀이 방법

[Fig. 11] Answer of the student S11

2명의 고등학생(S7, S13)은 주어진 과제를 해결하기

위한 방법으로 전략 3을 선택하였다.

[그림 12]과 [그림 13]은 S7과 S13의 풀이과정을 나타

낸 것이다. S7은   의 그래프와   의

그래프를 그린 후 교점의 좌표를 찾으려 했으나

  의 그래프를 그리지 못해 문제를 해결하지

못하였다. S13은   의 그래프를 그린 후   

에 대칭시켜   를 구하려고 하였으나

  를   에 대칭시켜 생각하여 교점 중

만 구하였다.
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1 T 혹시 만약 이 문제를 다른 풀이 방법으

로 해결할 수 있을까?

2 P23 이게 항상 통하는 방법이 아닌데. 역함수

[그림 12] 학생 S7의 풀이 방법

[Fig. 12] Answer of the student S7

[그림 13] 학생 S13의 풀이 방법

[Fig. 13] Answer of the student S13

전략 4를 사용한 51명의 응답을 분석한 결과, 다수의

응답자들은 ‘  와   의 그래프는

  에 대해 대칭관계에 있으므로   와

  의 교점의 집합은   와   의 교

점의 집합과 같다.’는 오개념을 보였다. [그림 14], [그림

15]과 [그림 16]는 각각 교사 I1, 예비교사 P2, 학생 S2

의 풀이 과정 중 일부를 나타낸 것이다. 응답자들은 직

업과 무관하게   와   의 대칭관계로

부터   와   의 교점은   와

  의 교점과 같다고 생각하여 세 개의 교점 중

  만 구하였으며, 와 에 대

한 언급은 풀이 과정에 나타나지 않았다.

[그림 14] 교사 I1의 풀이 방법

[Fig. 14] Answer of the inservice teacher I1

[그림 15] 예비교사 P2의 풀이 방법

[Fig. 15] Answer of the preservice teacher P2

[그림 16] S2의 풀이 방법

[Fig. 16] Answer of the student S2

전략 4를 이용한 풀이 방법은   가 증가함수

인 경우처럼 특정한 조건을 만족하는 경우에는 문제 해

결 과정에서 성공을 보장해주지만 일반적인 경우에는 성

공을 보장하지 않는다. 하지만 다수의 현직교사, 예비교

사, 고등학생은 전략 4를 이용한 풀이 방법이 항상 성공

을 보장해 줄 것이라 생각하고 있었다. 다음은 주어진

과제를 해결하기 위한 방법으로 전략 4를 사용한 예비교

사 P23과의 면담 내용의 일부이다.

[발췌문 2] 문제 해결 과정에 대한 P23교사의 설명



역함수와의 교점을 구하는 과제에 대한 분석 345
를 직접 구해서    이렇게

해도 나오긴 나오겠죠.

3 T 그럼 여기에서 ‘항상 통하는 방법이 아니

다’라는 말의 의미는 어떤 의미였어?

4 P23 함수가 복잡해서 역함수를 구하기가 불

가능하거나 구하기 어려운 문제가 있더

라구요. 그럴 때는 바로 그냥 로 해

서 풀죠.

5 T 여기서는 역함수를 구할 때   와의

교점을 구했잖아. 그 이유가 있을까?

6 P23 (손으로 공중에  와 같이 증가하

면서 위로 볼록인 함수를 그리면서 설명

함.) 역함수라는 것 자체가 기하학적으로

봤을 때 어떤 그래프를   에 대칭시

킨 것이기 때문에   와의 교점이 없

으면 그 선으로 이렇게 접었을 때 똑같

이 떨어진 만큼 이렇게 그려지기 때문에

역함수와의 교점도 없을테고,   와의

교점이 생긴다면 그 부분이 딱 접히는

부분에 들어가잖아요. 그 선에 들어가니

깐 역함수도 반드시 그 부분을 지나게

될 거라는 확신을 가지고 이렇게 푼 거

죠.

7 T 예를 들어 방금 ‘접는다’와 같은 표현을

할 때 손으로 그래프를 대충 그렸단 말

이야. 손으로 공중에다 그래프를 그리면

서 이야기를 했잖아.

8 P23 네. 그렇죠.

9 T 그 그래프가 어떤 그래프의 형태였는지

말을 해 줄 수 있을까? 예를 들어 증감

의 상태라든가 아니면 변곡점이나 오목

볼록성이라든가. 아니면 어떤 특정한 함

수    또는   의 형태였다든가.

10 P23 (위로 볼록한 증가함수를 손으로 그리면

서) 제가 쉽게 그린 것은 지수함수나 로

그함수의 형식이었는데..

11 T 그러면 역함수와의 교점을 이렇게   

와의 교점을 구하는 방법이 항상 성립하

는 걸까? 아니면 성립하지 않을 수 있을

까?

12 P23 음...

13 T 다시 말하면 역함수와의 교점의 해집합

과   와의 교점의 해집합은 두 개가

같을까?

14 P23 그러게요. 아..

그냥 지금까지 습관대로 풀었어요. 다른

친구들도 거의 다 이렇게 풀던데..

15 T 친구들도 비슷하게 풀었어?

16 P23 그러니깐 어떻게 보면 친구들도 같은 맥

락인거죠. 지금까지 이렇게 풀어왔으니깐

비슷한 방법으로 접근하면 될거야라고요.

그렇지 않을까요?

P23은 역함수와의 교점을 구하는 풀이 방법으로 전략

1을 사용한 방법을 알고 있었으나(2.2)   를

구하기 어려운 경우가 있어 방정식   의 근을

구함으로써 교점을 구하고자 하였다(2.4). 이는 전략 4를

이용하여 문제를 해결하고자 노력한 다수의 현직교사,

예비교사, 학생들이 언급한 것과 같이   와

  는   에 대해 대칭관계에 있어

  와   의 교점이 아닐 경우   와

  의 교점이 아니라고 하였다(2.6). P23은 위로

볼록이면서 증가하는 함수의 형태를 손으로 나타내면서

설명하였으며(2.6, 2.10), 기존의 유사한 문제에서도 전략

4를 이용한 풀이 방법을 지속적으로 사용해왔으며 친구

들도 같은 방법을 이용하여 풀이한다고 설명하였다(2.14,

2.16).

4) 응답자의 풀이 과정에서 나타난 특징

본 연구에서는 64명의 현직교사, 예비교사, 학생을 대

상으로 역함수와의 교점을 구하는 과제를 해결하는 과정

을 분석하였다. 응답자의 풀이 과정에서 나타난 특징은

다음과 같다.

첫째,   와   의 교점이    위의

점이 아닐 경우,    또는   의 정의역

의 끝점에 위치한다는 오개념을 보였다. 예비교사 P3,

P5, P6, 현직교사 I3의 풀이 과정과 면담 내용으로부터

주어진 이차함수의 그래프와 그 역함수인 무리함수의 그

래프를 그리는 과정에서 정의역의 끝점이 와
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가   와   를 만족함을 알게 되

었으며, 이를 바탕으로 정답을 구할 수 있었다고 말하였

다. 특히 예비교사 P4는   의 정의역의 시작점인

와   의 정의역의 시작점인 를 확

인함으로써    위에 있지 않은 점을 구하였다고 하

였다([그림 8] 참고). 하지만    위에 있지 않는

  와   의 교점이 항상    또

는   의 정의역의 끝점에 위치하는 것은 아니

다. 예를 들면,  


≥ 와 그 역함수

 의 교점은  ,  ,







이 된다.   와

  의 두 교점 와 은   에 있지

않지만 두 함수의 정의역의 끝점에 위치하지도 않는다.

둘째, 전략 1을 사용한 응답자는 모두 무리방정식의

무연근을 고려하지 않았다. 전략 1을 사용한 7명의 응답

자(고등학생 5명, 예비교사 2명)는 무리방정식의 해를 구

하기 위해 노력하였다. 하지만 무리방정식의 양 변을 제

곱하여 구한 사차방정식의 해가 무연근이 되는지를 확인

해보지 않은 채 주어진 무리방정식의 근으로 간주하는

모습을 보였다.

셋째,   과 그 역함수의 교점의 해집합이

  와   의 교점의 해집합과 같지 않다는 사

실을 알고 있지만 문제 해결 과정에서는 활용을 하지 못

하는 경우가 있었다. [그림 17]과 같이 예비교사 P18은

  와   의 교점이 항상    위에 있

지 않음을 알고 있었다. 하지만 주어진 과제를 해결하는

과정에서는 전략 4를 이용하여   의 해를 구함

으로써   와   의 교점을 구하는 모습

을 보였다. P18이 지닌 지식과 모순된 풀이 과정을 보인

이유를 살펴보고자 면담을 실시한 결과, P18은

  와   의 교점이    위에 있지 않

는 반례가 존재한다는 것을 알고는 있었지만 교점을 구

하는 방법에 대해서는 알고 있지 않았으며, 지금까지

  와   의 교점을 구하는 문제는

  와   의 교점을 구함으로써 해결할 수 있

었다고 말하였다.

[그림 17] 예비교사 P18의 풀이 방법
[Fig. 17] Answer of the preservice teacher P18

넷째, ‘  와   가   에 대하여

대칭관계에 있다.’는 성질이 ‘  와   의

교점이    위에 있다.’는 잘못된 지식을 유발하였다.

주어진 과제를 해결하기 위하여 전략 4를 사용한 대부분

의 응답자는 ‘  와   가   에 대하

여 대칭이므로   와   의 교점이

   위에 있다.’라고 주장하였다([그림 14], [그림 15],

[그림 16], [발췌문 2] 참조). 이는 신옥숙(2009)과 홍선

미(2011)의 연구에서 학생들이 전략 4를 이용하지 않고

역함수와의 교점을 구하는 풀이 과정을 역함수의 이해

과정에서 나타나는 오류로 간주하는 것과는 상반된다.

2. 교과서의 과제 분석

다수의 현직교사, 예비교사, 고등학생은 역함수와의

교점을 구하는 과제를 풀이하는 과정에서 인지적 갈등을

보여주었다. 특히 전략 4를 이용한 풀이 방법을 제시한

응답자의 경우, 증가함수와 같이 특수한 상황에서 성공

적인 풀이 방법이 일반적인 상황에서도 성공을 보장할

것이라는 과도한 일반화의 양상을 보였다. 다수의 현직

교사, 예비교사, 고등학생에게서 동일한 오류가 나타나는

현상은 원인이 개인이 아닌 교육과정 또는 교과서에 있

을 수 있는 가능성을 시사해준다. 이에 본 연구에서는

2009 개정교육과정을 반영한 10종의 수학Ⅱ 교과서와 교

사용 지도서에 제시된 역함수와의 교점을 구하는 과제에

대해 분석하였다.

1) 과제의 학습 내용에 따른 분류
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주어진 함수와 그 역함수의 교점을 구하는 문제에 대

해 10종의 수학Ⅱ 교과서와 교사용 지도서를 분석하였다.

10종의 교과서와 교사용 지도서에 제시된 과제를 다항함

수5)와 관련시켜 분류하면 [표 5]와 같다.

[표 5] 다항함수에 따른 과제의 분류 (단위 : 개)

[Table 5] Classified the tasks according to the polynomial

일차함수 이차함수 삼차함수 기타 계

A 2 3 0 0 5

B 1 0 0 0 1

C 0 0 1 0 1

D 1 1 0 0 2

E 1 0 0 0 1

F 1 5 0 1 7

G 1 3 0 0 4

H 1 1 0 0 2

I 0 1 0 0 1

J 0 1 0 0 1

계 8 15 1 1 25

교과서에 제시된 25개의 과제 중 24개의 과제는 다항

함수와 관련되어 있었으며, 1개의 과제는 [그림 18]와 같

이 역함수와의 교점을 구하는 과제를 해결하는 과정에서

일반적으로 전략 4를 이용할 수 있는지를 묻는 과제였다.

[그림 18] 우정호 외(2014a, 92p)에 제시된 과제

[Fig. 18] Task on the Woo’s textbook

다항함수와 관련된 24개의 과제 중 8개의 과제는 일

차함수와 관련되어 있었으며 15개의 과제는 이차함수와

관련이 있었으며 1개의 과제는 삼차함수와 관련되어 있

었다. 일차함수와 관련된 과제를 제공할 경우, 주어진 함

수의 역함수를 직접 구하기 쉬우며 복잡한 계산 과정이

5) 제한된 구간에서 정의된 이차함수의 역함수는 무리함수이므

로 무리함수와 관련된 과제는 이차함수 문제에 포함시켰다.

나타나지 않는다. 또한 일차함수의 역함수는 일차함수가

되어 유리함수와 무리함수를 어려워하는 학생들에게도

역함수와의 교점을 구하는 과제로 제시할 수 있다. 제한

된 구간에서 정의된 이차함수와 관련된 제공할 경우, 이

차함수의 역함수는 무리함수가 되어 학생들에게 이차함

수와 무리함수의 연결성을 강조하여 지도할 수 있다. 하

지만 학생들에게 삼차 이상의 고차함수와 관련된 역함수

의 과제를 제공하는 것은 주의할 필요가 있다. 고차함수

의 경우, 학생들이 주어진 함수의 그래프를 그릴 수 없

어 역함수를 갖는 함수인지를 판단할 수 없으며, 역함수

를 갖더라도 거듭제곱근을 학습하지 않아 역함수의 대수

식을 직접 표현할 수 없다. 예를 들어, [그림 19]의 과제

에서 제시된 삼차함수    ≥ 

을 살펴보면 학생들은    ≥ 

의 그래프를 그리는 방법을 학습하지 않아   가

역함수를 갖는지를 확인할 수 없고,   의 역함수

가 존재한다고 가정하더라도 가 세제곱식

으로 표현되지 않아   의 함수식을 구하기 힘

들다. 따라서 학생들은 주어진 함수에 대한 고려 없이

역함수와의 교점을 구하는 과제를 해결하기 위한 전략의

학습에만 초점이 이루어질 수 있다. 실제 [그림 19]의 과

제에서 제시된 삼차함수의 그래프를 Microsoft

Mathematics를 이용하여 그려보면 [그림 20]과 같이 나

타난다. [그림 20]의 그래프에서 알 수 있듯이, 주어진

함수는 ≥ 의 범위에서 일대일함수가 되지 않는다.

즉, 주어진 함수   는 역함수가 존재하지 않아

역함수와의 교점을 구하는 문제 자체가 오류를 포함하고

있지만, 학생들은 삼차함수의 역함수가 존재를 판별할

수 없어 주어진 문제의 오류 가능성을 고려하기 힘들다.

이는 교사용 지도서에 제시된 풀이과정에서도 드러난다.

[그림 21]에서 알 수 있듯이 과제의 풀이와 채점 기준은

전략 4를 하나의 지식으로서 알고 있는지를 중요시하고

있을 뿐,   의 역함수가 존재하는지에 대해서는

언급하지 않고 있다.

[그림 19] 김창동 외(2014b, 123p)에 제시된 과제

[Fig. 19] Task on the Kim’s textbook
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전략

1

전략

2

전략

3

전략

4
기타 계

A
교 0 0 0 2 0 2

5
지 0 0 0 3 0 3

B
교 0 0 0 0 0 0

1
지 0 0 0 1 0 1

C
교 0 0 0 0 1 1

1
지 0 0 0 0 0 0

D
교 0 0 0 2 0 2

2
지 0 0 0 0 0 0

E
교 1 0 0 4 1 6

8
지 0 0 0 2 0 2

F
교 0 0 0 0 1 1

4
지 0 0 0 3 0 3

G
교 0 0 1 1 0 2

2
지 0 0 0 0 0 0

H
교 0 0 0 1 0 1

1
지 0 0 0 0 0 0

I
교 0 0 0 1 0 1

1
지 0 0 0 0 0 0

J
교 0 0 0 1 0 1

1
지 0 0 0 0 0 0

계 1 0 1 21 3 26

[그림 20]    ≥ 의 그래프

[Fig. 20] Graph of the    ≥ 

[그림 21] [그림 19]의 풀이와 채점기준표 (김창동 외,

2015b, 125p)

[Fig. 21] Solution and rubric of the Fig. 19

이와 같이 학생의 수학적 수준과 연결성의 측면을 고

려하였을 때, 역함수와 관련된 과제는 일차함수와 이차

함수를 이용하여 제시되어야 한다. 이는 2007 개정교육

과정에 제시된 “합성함수와 역함수는 이차 이하의 다항

함수, 유리함수, 무리함수를 통해 이해한다.”는 교수 학

습상의 유의점과 유사하다(교육인적자원부, 2007).

2) 풀이 방법에 따른 과제의 분류

주어진 함수와 그 역함수의 교점을 구하는 과제에 대

해 10종의 수학Ⅱ 교과서와 교사용 지도서를 분석하였

다. 10종의 교과서와 교사용 지도서에 제시된 과제를 해

설지에 제시된 풀이 방법과 관련시켜 분류하면 [표 6]과

같다.

[표 6] 풀이 방법에 따른 과제의 분류 (단위 : 개)

[Table 6] Classified the tasks according to the strategy

교과서에 제시된 25개의 과제 중 E교과서에 제시된

과제 중 1개는 2가지의 풀이 방법을 제시하고 있었다.

연구자는 이 과제를 서로 다른 2개의 과제로 간주하여

총 26개의 과제를 분석하였다.

26개의 과제 중 21개의 과제는 전략 4를 이용한 풀이

방법을 제시하고 있으며 9종 교과서에 제시되어 있다.

전략 1을 이용한 풀이 방법을 제시한 과제는 1개이다.

[그림 22]과 같이 E교과서에서는 전략 4에 대한 다른 풀

이로서 전략 1을 이용한 방법을 제시하였다. 또한 [그림

23]와 같이 1개의 과제는   를   에 대칭시

켜   의 그래프를 그린 후 교점의 좌표를 구
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했다는 점에서 전략 3에 대한 풀이 과정을 제시한 것으

로 분류하였다. 하지만 이 과제의 풀이 과정에서도 ‘함수

  의 그래프와 그 역함수   의 그래프

의 교점의 좌표는 오른쪽 그림과 같이 함수   의

그래프와 직선   의 교점과 같다.’로 전략 4의 방법

과 유사하게 서술되어 있다(이준열 외, 2012b, 134p).

[그림 22] 전략 1을 제시한 과제(우정호 외, 2012b, 82p)

[Fig. 22] Task used strategy 1

[그림 23] 전략 3을 제시한 과제(이준열 외, 2012b, 134p)

[Fig. 23] Task used strategy 3

기타로 분류된 3개의 과제는 일반적으로 전략 4를 이

용하여 주어진 함수와 역함수와의 교점을 구할 수 있는

지에 대하여 [그림 18], [그림 24]와 같이 토론을 하거나

[그림 25]과 같이 공학 도구를 이용하여 탐구하도록 제

시되어 있다.

[그림 24] 류희찬 외(2012a, 84p)에 제시된 과제

[Fig. 24] Task on the Lew’s textbook

[그림 25] 이준열 외(2012a, 99p)에 제시된 과제

[Fig. 25] Task on the Lee’s textbook

위와 같이 3종의 교과서에서는 수학적 의사소통 또는

공학 도구를 활용한 탐구의 결과 학생들이 전략 4가 일

반적인 풀이 방법이 아님을 알 수 있도록 과제를 제시하

고 있다. 3종의 교과서에서는 공통적으로 반례를 통하여

전략 4가 일반적인 전략이 될 수 없음을 제시하고 있다.

하지만 E교과서만이 일반적인 풀이 방법 중 하나인 전

략 1을 사용한 풀이 방법을 제시하고 있으며, 나머지 2

종의 교과서에서는 일반적인 풀이 방법을 제시하고 있지

않다. 특히 F교과서에서는 학생들이 전략 4가 일반적인

풀이 방법이 아님을 알 수 있도록 하는 과제를 제시하였

음에도 불구하고 역함수와의 교점을 구하는 3개의 과제
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에서 모두 전략 4를 이용한 풀이만을 제시하고 있었다.

또한 [그림 25]의 F교과서는 “무리함수   와 그

역함수   의 그래프의 교점은 일반적으로 직

선    위에 있다.”라고 서술하여 학생들이 전략 4가

일반적인 풀이 방법지만 예외적으로 전략 4를 사용할 수

없는 경우가 있는 것처럼 받아들일 여지가 있었다.

10종 교과서는 전략 2를 풀이 방법으로 제시하고 있

는 과제가 하나도 없었다. 전략 2는 합성함수와 역함수

의 성질에 의해   와   의 교점의 집

합과   ∘와   의 교점의 집합이 같다는

사실을 이용하는 방법이다. 전략 2를 사용함에 있어

∘의 차수가 높아진다는 단점이 있지만, 이는

이차함수와 관련된 역함수 문제의 해결에 도움을 줄 수

있다. 실제로 10종 교과서에 제시된 이차함수와 관련 과

제들은 모두 전략 4를 풀이 방법으로 제시하고 있다. 이

차함수의 경우 지필환경에서는 그래프를 정확히 나타낼

수 없기 때문에 전략 3을 사용하기가 힘들고, 이차함수

의 역함수는 무리함수가 되어 전략 1을 사용하면 무리방

정식 문제가 되어 교육과정에서 벗어나게 된다. 하지만

전략 2를 사용한다면 ∘는 4차식이 되어 방정

식 ∘  는 사차방정식이 된다. 즉, 전략 2는

이차함수와 그 역함수의 교점을 구하는 과제의 일반적인

문제 해결 전략으로서의 가치를 지니고 있다.

Ⅴ. 결론 및 제언

본 연구에서는 주어진 함수와 그 역함수의 교점을 구

하는 과제에 대한 현직교사, 예비교사, 고등학생의 풀이

방법을 알아보고, 주어진 과제의 해결 전략에서 나타난

문제점의 원인을 알아보기 위하여 2009 개정교육과정을

반영한 전체 10종의 교과서와 교사용지도서에 제시된 과

제를 분석하였다.

교과서의 분석에 앞서 2007 개정 교육과정에서 제시

한 교수 학습상의 유의점을 반영하여 자체 개발한 이차

함수와 그 역함수와의 교점을 구하는 과제를 64명의 연

구 참여자에게 제공하여 그 풀이 방법을 살펴보았다. 그

결과, 연구 참여자들은 역함수와의 교점을 구하는 과정

에서 다음과 같은 오류를 보였다.

첫째, 다수의 현직교사, 예비교사, 고등학생은

  와   가   에 대해 대칭이라는

사실로부터   와   의 교점의 해집합

과   와   의 해집합이 같다는 오류를 보였

다.

둘째,    위에 있지 않는   와 그 역함수

의 교점은 정의역의 끝점에 위치한다는 오류를 보였다.

셋째, 약 80%의 연구 참여자들은   와   

의 교점을 구함으로써   와   의 교점

을 구하는 풀이 방법을 사용하였으며, 대부분 특수한 상

황에서의 성공적인 경험으로부터 일반적인 상황에서도

성공을 보장해 줄 것이라는 과도한 일반화로부터 유발되

었다.

연구 대상들의 역함수와의 교점을 구하는 과제의 풀

이 과정에서 드러난 문제의 원인을 교과서에서 찾아보고

자 10종의 수학Ⅱ 교과서와 교사용 지도서를 분석하였으

며, 그 결과는 다음과 같다.

첫째, 역함수와의 교점을 구하는 과제는 대부분 일차

함수, 이차함수(또는 무리함수)와 관련되어 있다. 25개의

과제 중 23개가 일차함수, 이차함수와 관련되어 있었으

며 1개는 삼차함수와 관련되어 있었다. 학생들은 일차함

수와 이차함수의 그래프를 그릴 수 있어 주어진 함수가

일대일대응이 되는지를 판단할 수 있으며 일차함수와 이

차함수의 역함수는 각각 일차함수와 무리함수가 되어 학

생들이 역함수의 함수식을 구할 수 있다. 하지만 학생들

은 삼차 이상의 고차함수의 그래프를 그릴 수 없어 일대

일대응이 되는지를 판별할 수 없으며 역함수의 함수식도

구할 수 없다. 이와 같은 이유로 대부분의 과제는 학생

의 수학적 수준과 연결성의 측면을 고려하여 일차함수

또는 이차함수와 관련시켜 제시되었다. 이는 2007 개정

교육과정에서 역함수는 이차 이하의 다항함수, 유리함수,

무리함수를 통해 다루어야 한다는 교수 학습상의 유의점

과도 일맥상통하다고 볼 수 있다(교육인적자원부, 2007).

둘째, 대부분의 과제는 과도한 일반화를 유발할 가능

성이 있는 전략 4를 풀이 방법으로 제시하고 있다. 25개

의 과제 중 1개의 과제는 전략 1과 전략 4의 두 가지 풀

이 방법을 제시하고 있어 학생들이 일반적인 풀이 방법

과 특수한 풀이 방법을 모두 학습할 수 있도록 하였지만

20개의 과제는 풀이 과정에 전략 4만을 제시하여 학생들

이 전략 4를 하나의 수학적 지식으로 인식할 가능성을



역함수와의 교점을 구하는 과제에 대한 분석 351
제공하고 있었다. 하지만 전략 4는 일반적인 상황에서

유사한 과제의 성공 가능성을 보장해주지 못해 전략 4만

을 풀이 과정으로 제시할 경우, 학생들에게 과도한 일반

화를 유발할 수 있다는 문제가 있다.

셋째, 10종의 교과서 중 3종의 교과서만이 전략 4가

일반적인 상황에서 과제의 해결에 성공을 보장해주지 못

한다는 것을 지적하고 있었다. 학생들에게 전략 4를 풀

이 전략으로 제시하였을 때 나타날 수 있는 문제점은 전

략 4를 수학적 지식으로 받아들일 수 있다는 점이다. 하

지만   또는   


와 같이 학생들이 평

소에 자주 다루는 함수에서도 전략 4는 문제 해결 방법

에 있어 성공을 보장해주지 못한다. 따라서 학생들에게

전략 4가 일반적인 풀이 방법으로 사용될 수 없음을 제

시해 줄 필요가 있지만, 3종의 교과서만 수학적 의사소

통과 관련된 과제 또는 수학공학도구를 활용하는 과제를

통해 제시하고 있다.

넷째, 전략 2를 풀이 방법으로 제시된 과제는 10종

교과서에 제시되지 않았다. 지필환경에서 대수적인 계산

을 통해 문제를 해결할 수 있는 일반적인 풀이 방법은

전략 1과 전략 2이다. 전략 1은   를 직접 구

하여 계산하므로   의 함수식을 구하기 힘들

경우에는 사용하기 힘들다. 이러한 경우 대안적인 방법

으로 전략 2를 사용할 수 있다. 특히 가 이차식일

경우, 전략 1은 무리방정식의 문제로 환원되어 교육과정

에 위배되지만 전략 2는 사차방정식의 문제로 환원되어

교육과정에 위배되지 않는다.

본 연구에서는 역함수와의 교점을 구하는 과제에 대

해 현직교사, 예비교사, 고등학생의 풀이 과정을 분석하

였으며, 이와 관련된 수학Ⅱ 교과서와 교사용 지도서의

과제를 분석하였다. 64명의 풀이 과정을 분석한 결과, 다

수의 학생, 예비교사, 현직교사는 과도한 일반화를 보이

고 있었다. 또한 10종의 교과서는 일반적인 문제 상황에

서 오류를 일으킬 수 있는 전략을 역함수와의 교점을 구

하는 과제의 풀이 방법으로서 제공하고 있었다.

본 연구를 통해 수학교과서 집필자들은 역함수와의

교점을 구하는 과제에서 학생들이 오개념을 갖지 않도록

문제 해결 과정과 교과서의 내용을 서술하는데 도움을

줄 수 있을 것이며, 예비교사와 현직교사는 학생들에게

역함수와의 교점을 구하는 문제를 지도하는 데 있어 새

로운 교수 학습상의 유의점을 제공해 줄 수 있을 것이

다.
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Analysis of the Tasks to Find Intersection Points of a Function and

Its Inverse Function
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The purpose of this study is to analyze tasks to find intersection points of a function and its inverse

function. To do this, we produced a task and 64 people solved the task. As a result, most people had a

cognitive conflict related to inverse function. Because of over-generalization, most people regarded intersection

points of a function and    as intersection points of a function and its inverse.

To find why they used the method to find intersection points, we investigated 10 mathematics textbooks.

As a result, 23 tasks were related a linear function, quadratic function, or irrational function. 21 tasks were

solved by using an equation    . 3 textbooks presented that a set of intersection points of a function

and its inverse was not equal to a set of intersection points of a function and    . And there was no

textbook to present that a set of intersection points of a function and its inverse was equal to a set of

intersection points of   ∘ and    .
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