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대칭을 이용한 문양의 음악적 표현1)
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우리 주변에서 쉽게 접할 수 있는 문양과 음악에서 다양한 수학적 요소를 발견할 수 있다. 특히, 대칭 등의 수학적

개념을 활용하면 다양한 예술 작품을 보다 쉽게 만들어 낼 수 있다. 바흐의 음악, 레오나르도 다 빈치의 미술 작품에

서부터 우리나라의 도자기, 궁궐, 전통 의상 등에 사용된 문양 중에는 대칭을 활용하여 만들어진 예술 작품이 많다.

이 연구에서는 대칭을 통해 음악과 미술 작품을 분석하고 활용하여 음악과 미술 작품을 만들고 이를 융합 교육 현장

에 활용할 수 있는 한 가지 방안으로 제시하고자 한다. 이를 위하여, 수학적 개념을 매개로 디자인이 음악으로 어떻

게 표현되는지 구체적으로 살피고 융합 교육에 활용할 수 있는 예를 만들어 QR-코드로 제시한다.

Ⅰ. 서론

1. 연구의 필요성 및 목적

대칭(symmetry), 피보나치수열(Fibonacci sequence), 황금비(golden ratio) 등의 수학적 개념을 활용하면 다양

한 예술 작품을 보다 쉽게 만들 수 있고, 실제 그러한 작품들이 많이 있다. 따라서 예술 작품을 감상하는데 있어

수학적 개념은 유용한 분석 도구가 될 수 있다. 보통의 경우에 미술 작품은 눈으로 보고 음악은 귀로 들으며 이

해하고 감상하지만 수학적 개념을 매개로 하면 음악을 눈으로 보고 미술 작품을 귀로 듣는 등의 융합적인 감상

이 가능하고, 이를 통하여 그 속에 내재된 수학적인 아름다움을 더욱 잘 느낄 수 있다.

많은 예술 작품에서 대칭 개념이 활용되는데 이는 대칭의 원리를 통한 디자인에서 균형감과 안정감을 느낄

수 있기 때문이다(Shin & Sheen, 2014). 우리나라의 도자기, 궁궐, 전통 의상 등에 사용된 문양에서도 대칭의 원

리를 찾아볼 수 있다.

일정한 문양이 좌·우로 반복될 때 그 문양을 띠(frieze)라고 하고 이러한 띠 문양은 일곱 개의 형태(type) 밖

에 없음을 증명할 수 있다(Shin, Lyu, Moon, Shin, & Sheen, 2015). 선행 연구를 통해 이러한 일곱 개 형태의

문양을 우리나라 전통 문양에서 발견하였고 일곱 개 형태의 문양 모두를 동시에 배치하여 새로운 문양을 제시

하였다(Shin & Sheen, 2014, Shin, Na, & Sheen, 2014). 이 연구에서는 대칭 개념을 통해 음악과 미술 작품을

이해하고 적절한 작품을 만들며 이를 융합 교육 현장에 활용할 수 있는 방안으로 제안하고자 한다.
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2. 연구 문제

이와 같은 연구의 목적을 달성하기 위하여 다음과 같은 연구 문제를 설정하였다.

연구문제 1. 대칭 개념을 이용하여 만들어진 전통 문양과 음악의 예는 무엇인가?

연구문제 2. 띠의 일곱 가지 형태를 모두 표현하고 있는 전통 문양의 예와 이를 완성된 음악으로 표현하는

방법은 무엇인가?

3. 용어의 정의

이 연구에서 사용하는 용어는 다음과 같다. 여기에 정의되지 않은 용어는 관례에 따른다.

(1) 띠와 기본 조각

일정한 조각이 좌·우로 반복되는 문양을 ‘띠(frieze)’라고 하고, 반복되는 일정한 조각을 ‘기본 조각

(fundamental domain)’이라고 한다. 예를 들어, 아래 그림에서 점선으로 그린 네모 안의 부분이 기본 조각이며,

전체 문양이 띠이다.

(2) 형태

아무리 복잡한 띠 문양이라도 대칭의 관점에는 일곱 가지 경우밖에 없다는 것이 수학적으로 증명된다. 이 일

곱 가지 경우 각각을 ‘형태(type)‘라고 부른다.

4. 연구 방법 및 절차

이 연구에서는 실제 융합 교육에 활용할 수 있도록 수학적 개념을 활용하여 음악과 미술이 함께 융합된 예술

작품을 만들고 이를 현장에서 쉽게 활용할 수 있도록 QR-코드로 제시하기 위하여 각각의 연구 문제를 설정하

였다.

<연구문제1>을 해결하기 위하여 선행 연구와 다양한 문헌과 인터넷 자료를 조사하였다. 조사한 자료들을 통

해 우리나라 전통 문양에서 대칭의 개념이 어떻게 사용되고 있는지, 대칭의 개념을 활용하여 작곡한 음악의 예

를 구체적으로 제시하였다.

<연구문제2>를 해결하기 위하여 수학, 음악, 미술 분야 전문가가 함께 논의하여 작품 개발을 위한 제작 방향

을 설정하였다. 설정된 제작 방향에 따라 적절한 전통 문양을 선정하고 이를 대칭 개념으로 분석하였다. 이후,

띠의 일곱 가지 형태를 음악적 표현으로 변환하여 음악을 작곡하였다. 완성된 음악과 대칭 개념 그리고 전통 문

양이 어떻게 융합되어 표현되는지를 나타내기 위하여 멀티미디어 동영상으로 제작하였으며 연구 결과는 QR-코
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드로 제시하였다.

Ⅱ. 이론적 배경

1. 띠의 기본 조각

기본 조각이 어떠한 특징을 갖는지에 따라 띠의 특징이 결정된다. 기본 조각이 갖는 중요한 특징은 다음 네

가지의 경우이다.

(1) 180°회전이 있는 경우

예를 들어, 다음 띠에서 기본 조각을 다음과 같이 선택하자1).

선택한 기본 조각을 기본 조각의 중심을 기준으로 180°회전을 시켜보자.

180° 회전

선택한 기본 조각의 중심을 기준으로 180°회전을 시켜도 원래의 기본 조각과 같은 문양임을 알 수 있다. 이러

한 경우에 기본 조각에 180°회전이 있다고 한다.

(2) 상•하 반사가 있는 경우

예를 들어, 다음 띠에서 기본 조각을 다음과 같이 선택하자.

선택한 기본 조각을 점선으로 표시된 축을 중심으로 상•하 반사를 시켜보자.

1) 문양의 수학적 분석에서는 보통 색을 고려하지 않고 문양의 윤곽만을 고려한다. 따라서 이 연구에서는 모든 문양을 흑백으

로 나타내거나 윤곽선만을 표현하여 소개하였다. 이 논문에서 사용하는 띠 문양은 Shin & Sheen(2014)과 Shin, Sheen,

Kwon, & Mun(2016)에 소개된 것이다.
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`
상•하 반사

선택한 기본 조각의 점선으로 표시된 축을 중심으로 상•하 반사를 시켜도 원래의 기본 조각과 같은 문양임

을 알 수 있다. 이러한 경우에 기본 조각에 상•하 반사가 있다고 한다.

(3) 좌•우 반사가 있는 경우

예를 들어, 다음 띠에서 기본 조각을 다음과 같이 선택하자.

선택한 기본 조각을 점선으로 표시된 축을 중심으로 좌•우 반사를 시켜보자.

좌•우 반사

선택한 기본 조각의 점선으로 표시된 축을 중심으로 좌•우 반사를 시켜도 원래의 기본 조각과 같은 문양임

을 알 수 있다. 이러한 경우에 기본 조각에 좌•우 반사가 있다고 한다.

(4) 미끄럼 반사가 있는 경우

기본 조각의 너비의 반만큼 오른쪽으로 이동한 후 상•하 반사를 시키는 것을 미끄럼 반사라고 한다. 예를

들어, 다음 문양에 대해 생각해보자.

먼저, 기본 조각을 다음과 같이 선택하자.

선택한 기본 조각을 점선으로 표시된 기본 조각의 너비의 반만큼 오른쪽으로 이동 시키자. 그런 다음에 점선
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으로 표시된 축을 중심으로 상•하 반사를 시키자.

상•하 반사

오른쪽 이동

그 결과로 만들어진 조각을 좌•우로 반복하여 띠를 만들면 원래의 띠와 같음을 알 수 있다. 이러한 경우에

원래의 기본 조각에 미끄럼 반사가 있다고 한다.

2. 띠 형태

위에서 살펴본 띠의 기본 조각에서 나타나는 특징에 따라 띠의 형태를 분류할 수 있다. 이에 따른 띠의 형태

는 모두 일곱 가지 뿐이라는 사실을 대수적으로 증명할 수 있다1). 이 연구에서는 띠의 형태가 일곱 가지 뿐이

라는 사실을 경우의 수로 나누어 알아보자.

기본 조각은 180°회전, 상•하 반사, 좌•우 반사, 미끄럼 반사 총 네 가지의 특징을 가지고 있다. 기본 조각

은 위의 네 가지 특징을 각각 갖고 있는지 갖고 있지 않는지에 따라 모두 ×××  가지 경우가 있

다.

이제 다음의 경우들에 대해 생각해보자.

① 180°회전, 상•하 반사, 좌•우 반사의 경우에는 이 중 어느 두 개가 있으면 나머지는 자동적으로 있게 된

1) 대수적 증명은 Shin, Lyu, Moon, Shin, & Sheen(2015)에서 소개되었다.
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다. 예를 들어, 기본 조각 에 대해 두 가지 경우로 나누어 생각해보자.

먼저 상•하 반사를 시킨 후 좌•우 반사를 시켜보자.

상•하 반사 좌•우 반사

이제 180°회전을 시켜보자.

180° 회전

두 가지 경우 모두 동일한 결과임을 알 수 있다.

② 상•하 반사와 미끄럼 반사는 동시에 존재할 수 없다. 예를 들어, 상•하 반사가 존재하는 동시에 미끄럼

반사가 존재한다면 다음과 같은 경우를 생각할 수 있다.

먼저, 다음처럼 원래의 기본 조각을 상•하 반사시킨 조각으로 띠를 만들어보자.

Ⓐ

이제 원래의 기본 조각을 미끄럼 반사시킨 조각으로 띠를 만들어보자.
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Ⓑ

그러면 다음처럼 상•하 반사시킨 조각으로 만든 띠(Ⓐ)와 미끄럼 반사시킨 조각으로 띠(Ⓑ)는 기본 조각의

위치가 기본 조각의 너비의 반만큼 차이가 나므로 같은 띠가 아니다.

Ⓐ

Ⓑ

따라서 상•하 반사와 미끄럼 반사는 동시에 존재할 수 없다.

③ 정해진 기본 조각에 대하여 180°회전, 좌•우 반사, 미끄럼 반사가 동시에 존재할 수 없다. 왜냐하면 180°

회전, 좌•우 반사, 미끄럼 반사가 동시에 존재한다고 하면 앞에서 살펴본 ①에 의하여 180°회전, 좌•우 반사가

동시에 존재하므로 자동적으로 상•하 반사가 존재하게 된다. 그러면 상•하 반사와 미끄럼 반사가 동시에 존재

하게 되고 이는 ②에 이유로 모순이 된다. 따라서 180°회전, 좌•우 반사, 미끄럼 반사는 동시에 존재할 수 없다.

이제 띠의 기본 조각에서 180°회전, 상•하 반사, 좌•우 반사, 미끄럼 반사 각각의 특징을 갖는 경우와 갖지

않는 경우로 나누어서 다음과 같이 생각해보자. 다음 표에서 ○ 표시는 회전 또는 반사가 존재함을 의미하고 ×

표시는 회전 또는 반사가 존재하지 않음을 의미한다.
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180° 회전 상•하 반사 좌•우 반사 미끄럼 반사 존재 가능 여부(이유)

○

○
○

○ 불가능(②와 ③)
× 가능

×
○ 불가능(①과 ②)
× 불가능(①)

×
○

○ 불가능(①과 ③)
× 불가능(①)

×
○ 가능
× 가능

×

○
○

○ 불가능(①과 ②)
× 불가능(①)

×
○ 불가능(②)
× 가능

×
○

○ 가능
× 가능

×
○ 가능
× 가능

위의 표는 각각의 경우에 대해 존재 가능 여부를 표시한 것이다. 불가능한 경우 괄호 안에 그 이유를 표시하

였다. 여덟 가지 경우만이 가능하다.

그런데, 위의 표에서 일곱 번째(180°회전과 미끄럼 반사만 존재하는 경우)와 열세 번째(좌•우 반사와 미끄럼

반사만 존재하는 경우)는 기본 조각은 다르지만 기본 조각에 의해 만들어진 띠는 같다. 즉, 다음처럼 같은 동일

한 띠에서 기본 조각을 선택하는 방법에 따라 일곱 번째와 열세 번째처럼 달라질 수 있음을 알 수 있다.

예를 들어, 다음 띠에 대해 생각해보자.

위의 띠에서 다음 두 가지 방법으로 기본 조각을 선택해보자. 먼저, 180°회전과 미끄럼 반사를 갖는 경우이다.

다음으로 좌•우 반사와 미끄럼 반사를 갖는 경우이다.

두 경우 모두 기본 조각에 의해 생성된 띠는 동일함을 알 수 있다. 따라서 두 번째와 다섯 번째는 동일한 띠

형태로 분류된다. 이에 따라, 가능한 띠의 형태는 총 일곱 가지 경우임을 알 수 있다. 이를 표로 나타내면 다음
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과 같다. 참고로, 앞에서 설명한 것처럼 띠는 기본 조각을 좌•우로 반복하여 만든 것이므로 모든 경우 좌•우로

반복되는 특징을 갖는다.

기호1) 기본 조각의 특징 기본 조각 띠



좌•우로 반복

180° 회전

상•하 반사

좌•우 반사


좌•우로 반복

180° 회전


좌•우로 반복

상•하 반사



좌•우로 반복

좌•우 반사

미끄럼 반사


좌•우로 반복

좌•우 반사


좌•우로 반복

미끄럼 반사

 좌•우로 반복

3. 대칭과 음악

음악에서도 대칭을 아이디로 활용하여 작곡하는 경우가 있다. 특히, 바흐는 대칭을 적극적으로 활용한 음악가

로 잘 알려져 있다. 다음은 바흐의 인벤션(Inventionen) 제8번(BWV 779)의 일부이다.

1) 기호는 선행 연구 Shin, Lyu, Moon, Shin, & Sheen(2015)의 표기에 따라 나타내었으며, 는 좌•우로 반복하는 띠(frieze),

은 좌•우 반복 이외의 대칭이 없는 경우, 는 180° 회전, 는 축 반사 즉 상•하 반사, 는 축 반사 즉 좌•우 반

사, 는 미끄럼반사(glide–reflection)를 의미한다.
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①

②

③

④

위 악보를 살펴보면, ①부분을 좌•우 반사시켜 ②를, ②를 상•하 반사시켜

③을, ③을 180°회전시켜 ④를 만들었음을 알 수 있다. 오른쪽의 QR-코드를

인식하면 위의 음악을 감상할 수 있다.

Ⅲ. 연구 결과

선행 연구에서 주어진 띠 문양을 음악으로 표현하려는 시도는 있었다(Hart, 2009; Shin, Lyu, Moon, Shin, &

Sheen, 2015). 하지만, 음악성을 충분히 고려하지 못했고, 모든 형태의 띠 문양을 함께 표현하지 못했다. 이를 위

해서는 전문 작곡가의 도움이 필수적이기 때문일 것이다. 이 연구에서는 일곱 가지 형태의 문양을 음악으로 작

곡하기 위하여, 일곱 가지 형태를 하나의 디자인으로 표현한 후, 이를 대칭의 관점에서 수학적으로 분석하고, 수

학적 개념을 음악적 표현으로 변환하여 작곡하였다. 마지막으로, 완성된 음악과 디자인한 문양을 대칭 즉 띠의

형태를 매개로 표현한 멀티미디어 동영상 자료를 제작하였다.

1. 대칭을 활용한 미술 작품

선행 연구에서 다섯 개의 전통 띠를 동심원으로 배치하고 오방색(五方色)으로 소개하였고(Shin & Sheen,

2014), 일곱 개의 전통 띠를 동심원으로 배치하고 열일곱 개의 전통 벽지를 정17각형의 각 모서리에 배치하여

소개하였다(Shin, Na, & Sheen, 2014). 이 연구에서는 선행 연구에서 소개하였던 전통 띠를 바탕으로 음악으로

표현하기 위한 문양을 일곱 가지 형태의 전통 띠를 모두 선택하여 다음과 같이 선화(line drawing)로 디자인하

였다.
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Figure 1 Seven Concentric Circles Consisting of Korean Traditional Frieze Patterns

왼쪽 QR-코드1)를 인식하면 위의 문양을 원래의 전통 띠 색으로 볼 수

있고, 오른쪽 QR-코드2)를 인식하면 오방색으로 착색한 것을 볼 수 있다.

2. 대칭을 활용한 음악 작품

일곱 개의 띠 형태의 문양을 음악으로 표현하기 위해 주 멜로디 부분(제1단)을 대칭으로 고려하여 구현하고

제2단은 음악의 완성도를 높이기 위하여 작곡하였다.

①  (1 마디 – 4 마디)3)

1) http://m.site.naver.com/0fo7I
2) http://m.site.naver.com/0fo7M
3) 괄호 안의 번호는 완성된 곡(부록)의 마디 번호를 의미한다.
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아래에서 두 마디로 이루어진 점선 안을 기본 조각으로 한다. 이 기본 조각을 몇 차례 반복하여 을 만든

다.

②  (5 마디 – 8 마디)

두 마디로 이루어진 부분을 좌•우 반사 시켜 네 마디로 된 기본 조각을 얻는다. 제2단은 음악의 완성도를

고려한 것이다.

좌•우 반사

③  (13 마디 – 14 마디)

제1단에 위치한 두 마디를 상•하 반사시켜 제2단을 얻고, 제1단 두 마디와 제2단 두 마디가 함께 기본 조각

이 된다.

상•하 반사

④  (20 마디 – 23 마디)

제1단의 두 마디를 적절한 축으로 상•하 반사시킨 후 두 마디 길이만큼 평행이동 시켜 네 마디로 된 기본

조각을 얻는다. 제2단은 음악의 완성도를 고려한 것이다.
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반사 후 이동

⑤  (27 마디 – 30 마디)

제1단의 두 마디를 적절한 회전축으로 180°회전시켜 네 마디로 된 기본 조각을 얻는다. 제2단은 음악의 완성

도를 고려한 것이다.

180° 회전

⑥  (39 마디 – 46 마디)

제1단의 두 마디를 좌•우 반사시켜 네 마디로 된 부분을 얻고, 이 네 마디를 두 마디만큼 오른쪽으로 평행

이동 시켜 여덟 마디로 된 기본 조각을 얻는다. 제2단은 음악의 완성도를 고려한 것이다.

좌•우 반사
상•하 반사
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⑦  (54 마디 – 61 마디)

두 마디를 좌•우 반사시켜 네 마디로 된 부분을 얻고, 이 네 마디를 상•하 반사시켜 기본 조각을 얻는다.

기본 조각은 제1단 네 마디와 제2단 네 마디로 이루어진다. 이때, 일부 대칭이 되지 않는 음들은 음악적 완성도

를 위해 삽입된 꾸밈음들이다.

좌•우 반사

상•하

반사

⑧ 완성곡

①부터 ⑦까지의 가락을 모두 이용하되 음악성을 고려하여 추가 가락들을 작곡하여 완성한다. 완성된 음악의

악보는 부록에 제시한다.

3. 융합 자료의 개발

완성된 곡의 실제 연주와 연주되는 부분에 해당하는 전통 문양을 대칭의 개념을 매개로 표

현하기 위하여 멀티미디어 동영상을 제작하였다. 제작한 동영상에서는 위에서 디자인한 문양,

작곡한 음악 그리고 이와 관련된 수학적 표현이 동기화되어(synchronized) 표현된다.

Ⅳ. 결론 및 제언

디자인을 이해하고 분석함에 있어서 수학적 기법을 함께 활용하면 유의미한 도움을 받을 수 있다. 수학적으

로 분석된 디자인은 새로운 디자인으로 재창조 하고자 할 때에는 더 큰 의미를 가지게 될 것이다. 음악에서의

수학의 역할도 이와 비슷하다. 따라서 디자인을 음악으로 표현하고 음악을 디자인으로 표현하는 과정은 수학을

매개로 가능하게 될 수 있다.

이 연구에서는 실제 융합 교육에 활용할 수 있도록 수학적 개념을 매개로 하여 음악과 미술이 함께 융합된

예술 작품을 만들고 이를 현장에서 쉽게 활용할 수 있도록 QR-코드로 제시하기 위하여 먼저, 문헌 조사를 통하

여 미술 작품이 대칭의 개념으로, 음악 작품이 대칭의 개념으로 분석될 수 있음을 확인하였다. 이를 통하여 수학

적 개념을 매개로 미술을 음악으로, 음악을 미술로 표현할 수 있는 구체적인 방안을 모색하여 멀티미디어 동영
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상 자료를 제작하였다.

즉, 이 연구에서는 대칭적 관점에서 가능한 일곱 개 형태의 띠 문양을 디자인하여 ‘시각적’ 예술로 표현하고

이를 분석하여 ‘청각적’을 음악으로 표현하였다. 이는 ‘시각적’ 예술인 디자인을 ‘청각화’ 할 수 있음과 동시에 수

학의 심미성을 느낄 수 있는 좋은 예가 될 수 있을 것이다. 또한, 이러한 연구 결과는 수학과 예술을 융합하는

수업 모형과 스마트 환경에서의 교육적 활용방안이 될 수 있을 것이다.

더불어, 띠가 일차원적 문양이라면 벽지(wallpaper)는 이차원적 문양이다. 수학은 띠의 형태로는 일곱 개밖에

없음을 증명하듯이 벽지의 형태로는 열일곱 개밖에 없음을 증명한다. 특정한 문화권에서 열일곱 개 형태 각각에

해당하는 벽지문양을 제시하는 것은 그 문화에서 문양의 다양성을 뜻한다고 볼 수 있다. 한국의 전통 문양에서

도 이러한 시도가 있었다(Shin, Sheen, Kwon, & Mun, 2016).

이 연구에서와 같이 벽지 문양을 음악으로 표현해 볼 수 있을 것이다. 각각의 형태에 해당하는 문양의 수학

적 요소를 추출하여 이를 음악으로 표현하고 그 전체를 적절히 배치하여 하나의 음악으로 완성할 수 있기 때문

이다. 다만 이 경우에는 각 문양이 이차원적 요소를 가지고 형태가 열일곱 개이기 때문에 작곡할 음악의 규모가

제법 클 것으로 예상된다. 따라서 이와 관련된 후속 연구가 지속적으로 이루어져야 할 것이다.
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Musical presentation of patterns through mathematics 
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Mathematics(group theory, in particular) makes it partially possible to present and create music and patterns. This 
means that patterns can be presented by music through mathematics. In this work, we first produce musical piece for 
each type of frieze patterns. Based on the musical pieces, we compose a music presenting the combined pattern of all 
frieze types. We finally produce a video for hearing design through music. Through a QR-code, anyone can access the 
product of this work. The results of this research might be examples for integration of mathematics and arts and for 
utilizing smart circumstances.   
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<부록>
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