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전달행렬법을 사용하여 균열이 있는 티모센코 보의 동특성 해석
Dynamic Analysis of Cracked Timoshenko Beams 

Using the Transfer Matrix Method
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ABSTRACT

This paper presents a numerical method that can evaluate the effect of crack for the in-plane 
bending vibration of Timoshenko beam. The method is a transfer matrix method that the element 
transfer matrix is deduced from the element dynamic stiffness matrix. An edge crack is expressed as 
a rotational spring, and then is formulated as an independent transfer matrix. To demonstrate the ac-
curacy of this theory, the results computed from the present are compared with those obtained from 
the commercial finite element analysis program. Based on these comparison results, a parametric 
study is performed to analyze the effects for the size and locations of crack.

* 

1. 서  론

산업용 기계나 구조물들은 산업에서 중요한 역할

을 하고 있지만 균열이 발생하면 기계에 심각한 피

해를 주기도 한다. 이처럼 균열은 구조물의 안정성

과 동특성을 변화시켜 구조물의 불안정 및 파괴의 

주요 원인이 된다. 구조물 파괴의 원인이 되는 균열

을 조기 탐지하고 위험을 예방하기 위해 다양한 연

구가 진행되고 있으며 구조물의 손상 없이 결함을 

탐지할 수 있는 비파괴검사 방법은 경제성 및 편의

성 측면에서 매우 효과적이며 깊게 연구되고 있다. 
이에 대해 Wei Fan 등은(1) 균열이 고유진동수에 미

치는 영향에 대한 여러 연구들을 조사하였다.
세장비가 길고 균열이 존재하는 구조물의 경우 

오일러 보 이론을 사용하여도 구조물의 동특성 변화

를 잘 예측(2)하지만 균열의 깊이가 깊고 세장비가 

비교적 짧은 경우에는 오차가 증가하므로 회전관성

과 전단변형이 고려된 티모센코 보를 적용하여 해석

한다. 
지금까지 균열이 있는 티모센코 보의 동특성 해

석을 위해 유한요소법(3~6)이 많이 사용되어 왔지만 

요소의 수가 많아질수록 질량 및 강성행렬이 증가되

며 소요시간이 오래 걸리는 단점이 있다. 이에 반해 

전달행렬법은 유한요소법과는 달리 자유도 수가 

증가하여도 전달행렬이 일정하기 때문에 연산 속

도가 빠르고 계산 과정이 간단하다는 장점이 있어 

보와 같은 요소에 많이 사용된다. 그러나 전달행

렬법을 사용한 경우 티모센코 보를 집중질량으로 

모델링(7~10)하거나 해석적으로 모델링(11~14)하였다. 
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집중질량으로 모델링하면 용이하게 동특성을 구할 

수 있지만 오차가 많이 발생하고 해석적 방법은 엄

밀 해를 구할 수 있지만 매우 복잡하기 때문에 티모

센코 보를 분포질량으로 고려하여 해석할 수 있는 

전달행렬법이 필요하게 되었다. 
이 연구에서는 티모센코 보의 동강성행렬을 질량 

및 강성행렬로 구하고 이를 이용하여 새로운 전달행

렬법으로 제안하였으며 이 전달행렬법을 사용하여 

균열의 위치와 깊이에 따른 티모센코 보의 동특성 

변화를 예측하였다. 또한 제안된 방법의 타당성을 

검증하기 위하여 ANSYS를 사용하여 계산된 결과

들과 비교하였다. 

2. 이  론

2.1 균열을 갖는 보의 탄성거동

Chondros와 Dimarogonas(15) 등은 Fig. 1과 같이 

보에 균열이 있는 경우 균열을 등가 회전 스프링 

  로 모델링하였다. 여기서 은 보의 길이, 
는 단면이차모멘트, 는 단면적, 는 세로탄성

계수, 는 푸아송 비, 는 보의 높이, 는 균열의 

깊이이다. 
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Fig. 1 Crack model in cantilever beam 
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2.2 티모센코 보의 질량행렬과 강성행렬

전단변형과 회전관성이 고려된 티모센코 보의 

질량 행렬과 강성행렬은 식 (3) ~ (6)과 같이 나타

낼 수 있다(16). 여기서  는 전단변형을 고려한 

병진운동의 질량행렬이고  은 전단변형을 고

려한 회전 관성의 질량행렬이며 는 밀도, 는 전

단수정계수이다. 또한  과 는 질량행렬과 강
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성행렬이다. 유한요소법의 자유 진동방정식은 다음

과 같이 나타낼 수 있다.

    (7)

여기서  
로 가정하면 다음과 같이 된다.

      (8)

여기서  는 동강성행렬이며 정리하면 다음과 같다.
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여기서 식 (9)에 나타나 있는 행렬의 성분은 다음과 

같다.

  
  

   


 
  

  

  


 

   


 

   


 


   


 

  


 


  
  

   


 
 

  

   


 

  


 

  


 


   


 

  


 


여기서 



이다.

2.3 보의 전달 행렬

전달행렬법은 경계조건을 이용하여 행렬을 연속

적으로 곱하여 각 부재의 상태량을 구하는 방법이

다. Fig. 2에서 점과 점은 다음과 같은 관계가 

있다.

     (10)

여기서   은 번째 요소의 전달행렬이며

은 번째 요소의 상태량을 나타내는 벡터이고 다음

과 같다.

 

























(11)

여기서 와 는 처짐과 기울기를 나타내며 과 

는 모멘트와 전단력을 나타낸다. 외팔 보는 Fig. 3
과 같은 전달행렬의 결합으로 표시할 수 있고 마지

막 요소의 상태벡터는 다음과 같다.

   (12)

여기서  ⋯  ⋯  이고  는 번

째 보의 전달행렬,  는 회전스프링의 전달행렬이

다. 외팔보의 경계조건은 fix-free이며 각 요소의 상

태벡터는 다음과 같다.

 























 
























(13)

2.4 유한요소법을 전달행렬법으로 변환

(1) 유한요소행렬의 전달행렬 변환

식 (9)의 유한요소행렬의 형태는 다음 식과 같다.
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Fig. 2 Model of beam

Fig. 3 An assembled beam element using transfer 
matrix method





























 































     




 




































(14)

여기서 식 (14)는 식 (15)와 식 (16)으로 분해된다.
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식 (15)를 정리하면 식 (17)이 되며, 식 (16)에 식

(17)을 대입하면 식 (18)과 같이 된다.
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 (18)

이 행렬은 다음과 같이 나타낼 수 있다. 
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(19)

(a) Transfer matrix method 

(b) Finite element method 

Fig. 4 Sign conversion between TMM and FEM

여기서  ′       ,  ′     ,
 ′          ,  ′     이다.

(2) 방향 벡터와 힘 벡터의 방향

유한요소법과 전달행렬법의 절점 , 에서의 방

향벡터와 힘 벡터의 방향은 Fig. 4와 같이 표시되

어진다. 유한요소법과 전달행렬법에 절점 에서는 

힘 벡터의 방향이 반대이므로 식 (19)는 다음과 같

이 된다.
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(3) 회전스프링의 전달행렬

균열이 있는 경우 등가 회전 스프링의 전달행렬

은 다음과 같다.

 






   
   
   
   





           (21)

여기서   이며 는 식 (1)과 같다.

3. 적용 예

제안된 방법을 검증하기 위하여 Table 1에서 주어

진 제원이 사용되었으며 보 요소의 모델링은 Fig. 5와 
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Fig. 5 Model of Timoshenko beam with crack 

Table 1 Material properties
Notation Description Value 
 Elastic modulus 210 GPa
 Density of beam material 7850 kg/m3

 Length of beam 1 m
 Width of cross-section 0.1 m

Fig. 6 ANSYS model of Timoshenko beam with crack 

같이 하였다. Fig. 5에서 은 균열의 위치이며 는 

보의 높이, 는 균열의 깊이이다. 균열의 깊이 는 

는 0, 0.25, 0.5로 하였으며 요소의 수는 100개

로 하였다. 
Fig. 6에 Table 1의 제원을 가지며 균열의 위치 

= 0.5 m이고 보의 균열의 깊이가  = 0.25일 때의 

ANSYS의 모델을 나타내었다. 절점 수는 50 075개, 
요소 수는 10 740개이며 요소는 육면체요소를 사용하

였고 선형 자유 진동해석을 하여 고유진동수를 구하

였다. 

4. 결과 및 고찰

Table 2에는 보에 균열이 없는 오일러 보, 티모센

Table 2 The first four natural frequencies when a = 0

Mode
number

Natural frequencies(Hz) Ratio
Euler
(E) 

Timoshenko
(T) 

Ansys
(A) E/A T/A

1 83.30 82.84 83.28 1.000 0.995

2 516.12 496.80 499.45 1.033 0.995

3 1419.59 1307.82 1315.10 1.079 0.994

4 2713.17 2374.78 2388.80 1.136 0.994

Fig. 7 Comparison of natural frequencies according 
to the height of beam

코 보와 ANSYS에서 구한 고유진동수를 4차까지 

나타내었다. 보 요소는 길이 L = 1 m, 폭 B = 0.1 m, 
높이 H = 0.1 m로 모델링하였다. 오일러 보와 티모

센코 보를 ANSYS 결과와 비교하였을 때 오일러 

보의 경우에 1차 고유진동수는 0 %, 2차 고유진동

수는 3.3 %, 3차 고유진동수는 7.9 %, 4차 고유진동

수는 13.6 %의 오차가 발생하였고 고유진동수의 차

수가 높아질수록 오차가 크게 발생하였다. 티모센코 

보의 경우에 1차 고유진동수는 0.5 %, 2차 고유진동

수는 0.5 %, 3차 고유진동수는 0.6 %, 4차 고유진동

수는 0.6 %의 오차가 발생하였지만 오일러 보인 경

우보다 ANSYS에서 구한 고유진동수와 잘 일치한

다는 것을 알 수 있다. 이는 보의 전단 변형과 회전

관성을 고려하였기 때문이다.
Fig. 7은 보의 높이에 따른 고유진동수의 변화를 

보여준 것으로 보의 높이 는 0.05 m부터 0.5 m까지 

증가하였으며 오일러 보를 기준으로 티모센코 보에 

대해서 검토하였다. 고유진동수의 차수가 높아질 수

록 차이가 크게 나타나게 되는데 오일러 보 보다 티

모센코 보의 고유진동수가 낮았다. 
Fig. 8은 균열 위치와 깊이에 따른 고유진동수의 
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변화를 보여준 것으로 보의 높이는 길이의 10 %로 

하였고 오일러 보와 티모센코 보에 대해서 1차부터 

4차 고유진동수까지 검토하였다. 균열의 깊이는 보의 

높이의 0 %, 25 %, 50 %로 하였으며 균열의 위치는 

고정단에서 시작하여 길이 방향으로 길이의 1 %씩 

증가하였다. 균열의 위치 및 균열의 깊이에 따라 보

의 고유진동수가 변하였으나 1차 고유진동수의 경우

는 자유단 위치에서 고유진동수 변화가 없었다. 
2차 고유진동수는 자유단을 비롯하여 2곳, 3차 고

유진동수는 3곳, 4차 고유진동수는 4곳이 균열 깊이

에 관계없이 고유진동수의 변화를 보이지 않았다. 
이 곳은 각 고유진동수의 진동모멘트 모드의 노드 

점(nodal point)에 해당하는 위치로 노드 점에 균열

이 있어도 변형에너지의 변화가 발생하지 않기 때문

이다. 

(a) Euler beam

(b) Timoshenko beam

Fig. 8 The change of the four natural frequencies ac-
cording to the location of crack 

Table 3 The first four natural frequencies when L1 =
0.5 m, H = 0.1 m and a/H = 0.25

Mode
number

Natural frequencies(Hz) Ratio
Euler
(E) 

Timoshenko
(T) 

Ansys
(A) E/A T/A

1 82.18 81.73 82.17 1.000 0.995
2 488.20 471.39 473.93 1.030 0.995
3 1419.59 1307.38 1314.60 1.080 0.995
4 2580.16 2282.79 2296.40 1.124 0.994

Table 4 The first four natural frequencies when L1 =
0.5 m, H = 0.1 m and a/H = 0.5

Mode
number

 Natural frequencies (Hz) Ratio
Euler
(E) 

Timoshenko
(T) 

Ansys
(A) E/A T/A

1 77.72 77.36 77.61 1.001 0.997
2 412.47 401.25 400.52 1.030 1.002
3 1419.58 1306.17 1310.70 1.083 0.997
4 2309.48 2084.85 2126.70 1.086 0.980

(a) Euler beam

(b) Timoshenko beam

Fig. 9 The change of the four natural frequencies 
according to the depth of crack
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Table 3은 균열의 위치  = 0.5 m이고 보의 균열의 

깊이가  = 0.25일 때, Table 4는 균열의 길이를 

 = 0.5일 때 고유진동수의 변화를 오일러보와 티

모센코 보로 비교한 것이다. 해석결과 티모센코 보

인 경우가 오일러 보인 경우보다 ANSYS에서 구한 

고유진동수와 잘 일치한다는 것을 알 수 있다. 
Fig. 9는 균열의 깊이에 따른 고유진동수의 변화

를 보여준 것으로 경우에 대하여 오일러 보와 티모

센코 보에 대하여 1차부터 4차 진동수까지 검토하

였다. 균열의 깊이는 보의 높이의 0 %부터 50 %까

지 증가하였으며 균열의 위치 L1은 고정단에서 

0.25 m, 0.5 m, 0.75 m로 하였다. 균열의 깊이 가 

증가할수록 고유진동수가 낮아졌으나 균열의 위치 

L1이 0.25 m인 경우 2차 고유진동수와 0.5 m인 경

우 3차 고유진동수는 각 고유진동수의 진동모멘트 

모드의 노드 점(nodal point) 부근에 위치하여 균열

이 존재하므로 균열 깊이에 관계없이 고유진동수의 

변화가 거의 없었다.

5. 결  론

균열이 있는 티모센코 보의 동특성을 새로 제안

한 전달행렬법을 이용하여 구하였으며 다음과 같은 

결론을 얻었다. 
(1) 유한요소법의 동강성행렬을 이용하여 전단변

형과 회전관성이 고려되어진 분포질량 전달행렬법을 

개발하였다.
(2) 개발한 전달행렬법을 이용하여 균열이 있는 

오일러 보와 티모센코 보의 고유진동수를 해석하였

으며, ANSYS에서 구한 고유진동수와 비교한 결과 

티모센코 보의 경우가 오일러 보의 경우보다 

ANSYS 해석 결과에 잘 일치하였다.
(3) 균열이 진동모멘트의 노드 점에 있는 경우 고

유진동수의 변화가 거의 없음을 알 수 있었다.
(4) 균열이 있는 보에 대한 균열의 영향을 조사하

기 위하여 균열의 위치와 균열의 깊이와 보의 높이의 

비를 증가시켜가며 비교하여 검토하였으며, 보에 균

열이 커질수록 고유진동수가 낮아짐을 알 수 있었다.
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