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1. 서 론1)

산업용 로봇에 대한 관심이 지속되면서 로봇을 다양

한 작업에 적용하기 위한 노력이 계속되고 있다. 특히 

직접 티칭 등과 같이 로봇에 숙련되지 않은 사람들도 

로봇의 작업을 티칭 할 수 있는 방법이 제안되면서 실

제 로봇을 구동하기 위한 다양한 궤적 생성(Trajectory 

planning) 방법에 대한 연구가 진행되고 있다.1)

기존에는 작업자가 로봇이 이동해야 할 위치를 티

칭(Teaching) 후 해당 위치를 로봇 제어기에 저장 한 

후 PTP(Point To Point) 또는 CP(Continuous Path) 모션

을 통해 단순히 반복 운동하는 형태가 대부분이었지

만 최근에는 여러 점들을 거쳐 정지 없이 이동하기 위

한 스플라인(Spline) 모션 등이 필요하게 되었다. 

스플라인 궤적 생성은 크게 관절 좌표 공간(Joint 

space)에서의 궤적 생성과 직교 좌표 공간(Task space)
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에서의 궤적 생성으로 나눌 수 있다. 관절 좌표 공간에

서의 궤적 생성은 각 관절의 각도 변화가 정지 없이 연

결되도록 하는 것으로 큐빅 스플라인(Cubic spline) 방

법2)이 주로 이용되고 있다. 작업자는 실제 현장에서의 

로봇 끝 점 좌표에 관심을 두어 로봇을 티칭하게 되므

로 직교 좌표 공간에서의 궤적 생성이 보다 직관적이

라 할 수 있으며, 본 연구에서는 캣멀-롬(Catmull-rom) 

스플라인을 이용한 로봇의 직교 좌표 공간에서의 궤

적 생성에 대한 방법과 그 결과를 기술한다.

캣멀-롬 스플라인은 기본적으로 주어진 2점을 연결

하기 위해서 두 점 사이의 궤적 외부에 조절점(control 

point) 이라 불리는 각각 1점씩을 추가하여 모두 4점을 

연결하는 방법이다. 궤적 외부의 2개의 조절점에 따라 

궤적의 곡률 등이 변하게 되므로 이 조절점들을 선정

하는 방법에 대한 고려가 필요하다. 또한, 실제 산업용 

로봇에 적용하기 위해서는 로봇의 작업 시간(cycle 

time)을 최소화하여 생산성을 최대한으로 높일 필요
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가 있으므로, 로봇의 최대 속도와 최대 가속도 등의 물

리적인 제한 조건을 고려하여 로봇 궤적의 속도와 가

속도를 최적화할 필요가 있다. 

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 직교 좌

표 공간에서의 스플라인 방법에 대한 이론적인 설명

을 하고 3장에서는 시뮬레이션을 통해 제안된 방법을 

검증한다. 이후 4장에서는 본 연구에 대한 결론과 향

후 필요한 연구에 대해 기술한다.

2. 직교 좌표계에서의 스플라인 방법

2.1 캣멀-롬 스플라인 

캣멀-롬 스플라인 방법은 Fig. 1과 같이 두 개의 점

(knot)을 보간 하기 위해 두 점을 연결하는 궤적의 외

부 앞뒤에 두 개의 조절점(control point)을 배치한다. 

Fig. 1 Single path using catmull-rom spline

이 때 시간에 따른 로봇의 위치 궤적을 P(t)라 하면, 

위치와 속도에 대한 구속조건은 식 (1)과 같다. 여기서 

α는 스플라인의 텐션(tension)을 조절하는 파라미터로

써 0과 1사이의 값을 가진다. α의 값이 1에 가까워질수

록 각 중간점에서의 꼬임이 적어지게 되고, α가 0.5 인 

경우를 일반적으로 캣멀-롬 스플라인이라 한다.

 

   (1)

  

 ′    

 ′    

실제 궤적 생성을 위해서는 각 중간점(knot)를 거치

는 시간에 대한 결정이 필요하다. 캣멀-롬 스플라인에

서의 시간은 식(2) 과 같이 β에 의해 결정할 수 있으며 

이 β는 각 시점의 시간을 결정하는 파라미터로 0과 1

사이의 값을 가진다. 0의 경우 모든 구간이 동일한 시

Fig. 2 Comparison of uniform, chordal, and centripetal 
splines

간을 가지는 균일(uniform) 스플라인이라 하며, 1의 경

우 상대 거리에 비례하는 코달(chordal) 스플라인이라 

한다. 다만, 균일 스플라인의 경우 중간점들의 실제 위

치에 따라 Fig. 2와 같은 자기 교차(self-intersection) 가 

발생할 수 있다. 이는 실제 로봇 적용 시 급격한 궤적 

변화에 의한 작은 곡률반경에 의해 큰 가속도를 발생

시킬 수 있으므로 적절하지 않다. 또한 코달 스플라인 

경우 상대적으로 완만한 궤적으로 이동거리가 길어지

는 단점이 있으므로 본 연구에서는 β가 0.5 값을 가지

는 구심적(centripetal) 스플라인을 적용하고자 한다.

           

  (2)

식 (2)와 같이 각 점에서의 시간이 결정되는 경우, 

시간에 대한 궤적의 위치 함수는 식 (3)에 의해 결정된

다.3) 식 (4)는 속도를 의미하는 함수로 식 (3)을 시간에 

대해 미분함으로써 유도할 수 있고, 식 (4)를 시간에 

대해 한번 더 미분함으로써 식 (5)와 같이 가속도의 함

수를 유도할 수 있다. 

  

 
  


 (3)

where,   

 
  


  

  

 
  




  

 
  


  
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  

 
  




  

 
  




 ′ 
  

 

 

′  



′ (4)

where, 
′ 
 

 

 

′  



′  


′ 
  

 

 

′  



′


′ 
     

′ 
     

′ 
  

 ′′ 


′ ′ 
 

 

′′ 



′′ (5)

where, 
′′


′ ′     
′′


′ ′ 

2.2 여러 개의 점에 대한 궤적 생성 

여러 개의 중간점을 거치는 궤적을 생성하기 위해

서는 2.1절에서 설명한 캣멀-롬 스플라인 방법을 순차

적으로 적용해야 한다. Fig. 3에서와 같이 P1에서 시작

하여 Pn에 도달하는 궤적을 생성하는 경우를 가정하

고 P1 과 Pn에서의 속도는 0이라 한다. 

첫 번째 구간(segment) 에서는 P0~P3까지의 4개의 

점을 기반으로 P1 과 P2 사이의 궤적을 생성한다. 이 경

Fig. 3 Path via multiple knots using catmull-rom spline

우 두 개의 조절점이 필요하게 되며 그 중 하나는 다음 

점(knot)인 P3을 적용함으로써 연속한 궤적을 생성할 

수 있다. 다른 한 조절점의 경우 P1에서의 속도가 0이 

되어야 하는 구속 조건을 이용하여 P0를 선정할 수 있

다. 식(4)에서  ′   이라는 조건을 이용하면, P0을 

P2와 동일하게 할 경우 만족하는 것을 알 수 있다. 이 

후의 중간점의 경우 각 조절점은 해당 궤적의 바로 앞 

점과 뒤의 점을 이용하여 연속성을 유지하도록 한다. 

Pn-2~Pn+1로 이루어지는 마지막 구간의 경우는 첫 번째 

구간과 유사하게 조절점 Pn+1을 Pn-1과 동일하게 하면 

Pn에서의 속도가 0이 되도록 할 수 있다. 따라서 전체 

궤적에 대한 첫 번째 조절점 P0와 마지막 조절점 Pn+1

을 결정할 수 있으므로 식(2)~(5)를 반복적으로 적용

하여 전체 궤적에 대한 시간에 따른 위치, 속도, 가속

도를 구할 수 있다. 

2.3 속도 및 가속도 최적화

2.2 절에서 생성된 궤적은 식 (2)에 의해 각 점을 지

나는 시간이 결정되므로 속도와 가속도의 크기는 실

제 로봇의 물리적인 최대 속도와 최대 가속도를 고려

하지 않았다. 로봇의 동작 시간을 최소화하기 위해서

는 궤적을 이동하는 속도와 가속도를 로봇이 움직일 

수 있는 최대 속도와 최대 가속도에 근접하도록 하는 

것이 중요하다. 궤적 내에서 로봇의 속도와 가속도의 

최대값은 각 값의 미분값이 0인 점이 된다. 

하나의 구간(segment) 내에서 실제 로봇이 이동하

는 궤적에 해당하는 시간은 t1~t2에 해당하고 식 (4)와 

(5)로부터 해당 구간 내에서의 최대 속도와 최대 가속

도를 예측할 수 있다. 이를 전체 구간에 대해 적용하는 

경우 전체 궤적에서의 최대 속도 vmax와 최대 가속도 

amax를 예측할 수 있다. 

이를 최적화하기 위해서 실제 로봇의 직교 좌표 공

간에서의 최대 속도 vr,max와 최대 가속도 ar_max를 이용

한다. 초기 속도와 종료 속도가 0인 경우 로봇의 최대 

속도와 최대 가속도는 로봇의 모션 시간의 비율에 따

라 변화시킬 수 있다. 속도는 시간과 선형적인 관계를 

가지고 가속도는 제곱에 비례하는 관계를 가지게 되

므로 식 (6)과 같이 이 비율을 의미하는 파라미터 kvel 

과 kacc를 각각 계산할 수 있다.4) 이 두 개의 파라미터 

중 식 (7)과 같이 최대값을 찾아 이를 기존 모션 시간 T 

에 곱해주게 되면, 식 (8)과 같이 새롭게 비율이 적용

된 모션 시간 Tm을 구할 수 있다. 즉, 비율에 따라 모션 
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시간을 재분배함으로써 로봇의 실제 속도와 가속도를 

물리적인 최대값에 근접하게 하고 로봇의 운동을 최

적화할 수 있다.

 max
max    


max
max (6)

max  (7)

  (8)

3. 시뮬레이션

로봇의 직교 좌표 공간에서 Table 1과 같이 5개의 

좌표가 주어진 경우에 대한 시뮬레이션을 수행하였

다. 시작점과 끝점에서의 속도는 0으로 가정한다. 식 

(2)~(5)에 의해 주어진 5개의 점을 거치는 궤적을 생성

한다. 이 때 조절점은 2.2절에서 언급한 바와 같이 초

기 속도와 최종 속도를 0으로 하기 위해 P0는 P2, P6는 

P4와 동일하게 하여 적용하였다. P1과 P5는 동일한 원

점으로써 Fig. 4의 결과와 같이 루프(loop)를 구성하는 

궤적임을 알 수 있다. Fig. 4에서 각 점은 o로 표기되어 

Table 1 Positions of example multiple knots for simulation 
(mm)

X Y Z

P1 0 0 0

P2 500 500 300

P3 0 1000 -200

P4 -500 1500 0

P5 0 0 0

Fig. 4 3-D path of example multiple knots

(a) position vector

(b) velocity vector

(c) TCP speed

(d) acceleration vector

Fig. 5 Trajectory of example 

있으며 모든 점을 정확히 거치는 것을 확인할 수 있다.  

Fig. 5의 (a), (b), (d) 는 x, y, z 축의 각각에 대한 위치, 속

도, 가속도 변화를 나타낸 그래프이며 속도의 크기를 

확인하기 위해 (c)와 같이 로봇의 끝점(TCP: Tool 

Center Point)의 속도를 계산하였다. 이 경우 최대 속도

는 59.144 mm/s, 최대 가속도는 5.90 mm/s^2임을 알 수 

있다. 

로봇의 최대 속도와 최대 가속도가 Table 2와 같이 

주어진 경우 첫 번째 시뮬레이션 결과를 보면 실제 생

성된 궤적의 속도와 가속도는 최대값에 미치지 못해 

실제 로봇이 더 빠른 속도로 움직일 수 있는 마진

(margin)을 가지고 있음을 알 수 있다. 이를 최적화 하

기 위해서 2.3절에서 제안한 모션 시간 재분배를 적용
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Table 2 Parameters for maximum velocity and acceleration 
(mm/s, mm/s^2)

parameter value parameter value

vmax 59.114 amax 5.90

vr,max 200 ar,max 1000

kvel 0.2956 kacc 0.0768

(a) position vector

(b) velocity vector

(c) TCP speed

(d) acceleration vector

Fig. 6 Trajectory of example when maximum parameter 
are considered

하였다. kvel과 kacc를 계산한 결과 각각 0.2956, 0.0768

을 가짐을 알 수 있었다. 이는 로봇의 최대 속도에 의

해 로봇 모션이 구속됨을 알 수 있고 그 비율인 0.2956

를 첫 번째 결과 궤적의 전체 시간 124.014초에 곱하게 

되면 모션 시간을 36.655초로 단축시킬 수 있음을 알 

수 있다. 이를 적용한 시뮬레이션 결과는 Fig. 6과 같

다. 로봇의 끝점 속도 그래프인 (c)를 보면 최적화를 

통해 새롭게 생성된 궤적의 속도가 로봇의 최대 속도

는 200mm/s와 같음을 알 수 있다. 

4. 결 론

본 논문에서는 로봇이 직교 좌표 공간에서 여러 개

의 점들을 정지 없이 이동하도록 하는 스플라인 방법

을 이용하여 로봇의 궤적 생성 방법에 대해 기술하였

다. 캣멀-롬 스플라인을 적용함에 있어 로봇의 초기 

속도와 최종 속도가 0이 되도록 궤적 외부의 조절점의 

선정하는 방법을 제안하였고 실제 로봇에서의 운동을 

최적화하기 위해서 로봇의 물리적인 최대 속도와 최

대 가속도를 반영한 시간 재분배를 제안하여 실제 로

봇의 운동 시간을 최적화 할 수 있었다.

본 논문에서는 캣멀-롬 스플라인이 잘 적용될 수 있

음을 보였으나 이 방법은 속도의 연속만 보장하고 가

속도의 연속이 보장되지 않는 단점도 가지고 있다. 또

한 현재는 로봇의 끝점 위치만 고려하였고 이후에는 

로봇의 방향(orientation)까지 포함하여 궤적을 생성할 

수 있는 방법에 대한 연구가 필요하다. 
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