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Abstract

This paper discusses how to establish estimable functions when there are fixed and random effects in design

models. It proves that estimable functions of mixed models are not related to random effects. A fitting

constants method is used to obtain sums of squares due to random effects and Hartley’s synthesis is used

to calculate coefficients of variance components. To test about the fixed effects the degrees of freedom

associated with divisor are determined by means of the Satterthwaite approximation.
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1. 서론

실험자료의 분석에 이용되는 고정효과모형의 모수들은 일반적으로 추정가능하지 않다. 이는 자료로부

터 추정가능한 모수들의 수보다 더 많은 모수들이 모형에 포함되어 있기 때문이다. 최소제곱법으로 모

형내 모수를 추정할 때 추정가능한 모수의 수가 제한되어 있음으로 인해 선형적 제약조건하에서 구해지
는 모수의 추정값은 유일하게 결정되지 않는다. 고정효과모형에서 모수들의 추정가능한 함수는 중요하

게 취급되고 많은 문헌들이 추정가능함수들의 구성과 특성에 관하여 논의하고 있다. 추정가능함수에 관
한구체적논의는 Searle 등 (1971), Graybill (1976) 그리고 Milliken과 Johnson (1984) 등에서살펴볼

수있다.

고정효과모형의 추정가능함수와 관련된 논의로 추정가능한 함수의 구성과 확인, 추정가능한 함수들의

기저집합 그리고 추정가능함수들의 추론 등이 다루어져 왔다. 모형내 모수 또는 모수들의 함수에 대한

추정가능성(estimability)은 모수에 대한 추론이 행해지기 전에 필수적으로 확인되어야 한다. 추정가능

하지 않은 모수 또는 모수들의 함수에 관한 추론은 의미가 없다. 고정효과모형의 추정가능함수는 불편

추정량이 존재하는 모수들의 선형함수로 정의되거나 모수들의 함수에 대한 추정값이 최소제곱해의 선택

에 상관없이 일정한 값으로 주어지는 모수들의 함수로 정의되기도 한다. 즉, 모수들의 함수로 주어지는

불편추정량이존재하거나최소제곱해에불변인최소제곱추정치를갖는함수로간주된다.

고정효과모형의 행렬표현식에서 모수벡터의 계수행렬은 일반적으로 불완전계수의 모형행렬로 주어진

다. 불완전계수의 모형행렬을 갖는 모수벡터의 해를 구하는 최소제곱방법은 벡터공간에서 사영을 구하
는방법과동일하다. 고정효과모형에서추정가능함수와관련된사영의활용에관한논의는 Choi (2011,

2012, 2014)에서보여진다.
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실험의 반응에 영향을 주는 요인으로 고정요인외에 확률요인이 추가될 때 자료를 분석하기 위한 모형은

혼합모형으로 주어진다. 요인들의 수와 요인들의 관계가 교차요인인 가 또는 지분요인인 가에 따라 혼
합효과모형도 다양한 형태로 주어질 수 있다. 그러나 혼합효과모형은 고정효과들로 주어지는 고정성분
과 확률효과로 주어지는 확률성분 그리고 오차항으로 주어지는 세 성분을 포함하게 된다. 혼합모형에서

고정효과들의선형함수로주어지는추정가능함수와관련된문제를다루어보기로한다.

본 연구에서 다루고자 하는 부분은 고정효과모형에서 정의되는 추정가능함수에 관한 논의가 혼합효과모
형에서도 동일하게 적용될 수 있는 가를 살펴보고 고정효과들의 선형함수가 추정가능함수인 가에 관한
판단이 어떻게 이루어져야 하는 가에 두고 있다. 추정가능함수의 추론과 관련하여 추정가능함수에 관
한 추정량의 분산이 분산성분들의 선형함수로 표현되기 때문에 추정량의 분산을 추정하기 위한 방법으

로 Satterthwaite의 근사적 방법을 다루게 된다. 그리고 확률효과에 따른 분산성분의 추정을 위한 잔차
모형의적합에서사영제곱합을구하는방법과제곱합의기댓값계산방법을다루고있다.

2. 혼합모형의 추정가능함수

일반적인혼합모형은실험단위의반응벡터를 y라둘때

y = X1β +X2δ + ϵ (2.1)

이다. 단, y는 크기가 n × 1인 관측벡터이고 X1은 n × p인 계수행렬이다. X1의 계수는 k (k < p)로

가정한다. β는 크기가 p × 1인 모수벡터이다. X2는 n × r인 계수행렬이고 δ는 r × 1인 q개 확률효과

의 분산성분과 관련된 확률효과벡터로 크기가 r × 1이다. 즉, δ = (δ1, δ2, . . . , δq)
′이고 r = r1 + r2 +

· · ·+ rq이다. 크기가 rj × 1인 δj는서로독립이고 N(0, σ2
j Ij)인분포를가정한다. ϵ은 n× 1인오차벡

터이고 N(0, σ2
ϵI)인분포를가정한다. 관측벡터 y의분산은

Σ = Var(y) (2.2)

= X2Var(δ)X
′
2 + σ2

ϵI

이다. 단, X2 = (X21,X22, . . . ,X2q)이다. 식 (2.1)의 혼합모형에서 고정효과들의 추정가능함수를

생각해 보기로 한다. 추정가능함수에 대한 정의가 고정효과모형에서 이루어졌으나 혼합모형에서도 고

정효과들의 함수로 주어지는 추정가능한 함수에 대한 추론을 위해 추정가능함수에 관한 유형과 성질
을 파악하는 것이 중요하다. 추정가능함수에 대한 Searle 등 (1971)의 정의는 모수들의 한 선형함수

가 관측벡터 y의 기댓값의 어떤 함수와 일치하면 추정가능하다고 정의한다. 즉, 어떤 벡터 a′에 대해

l′β = a′E(y)이면 l′β는 추정가능함을 의미한다. 다시말하면 l′β = a′E(y)이 되는 a′이 존재하면

l′β는 추정가능함수로 간주된다. 추정가능함수의 정의는 단순히 y의 기댓값의 한 선형함수 a′E(y)가

l′β되는 a′이 존재함을 보여주는 것으로 만족된다. a′E(y) = E(a′y)이므로 l′β되는 y의 많은 선형함

수중임의하나로추정가능성을입증하는데충분하다.

식 (2.1)에서 모수벡터 β의 한 선형함수 l′β가 추정가능함수이기 위해서는 E(a′y)가 l′β되는 a′가

존재함을 보여야 한다. β는 모형행렬 X1의 행공간에서 한 좌표를 나타내는 모수점이다. 따라서

X−
1 X1β = β인 성질을 만족한다. 여기서 X−

1는 Moore-Penrose의 일반화된 역행렬(genealized

inverse)을나타낸다. l′β가모수벡터 β의선형함수로추정가능하면

l′X−
1 X1β = l′β (2.3)

가만족된다. 따라서

l′X−
1 X1 = l′ (2.4)
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이다. 식 (2.4)는 모수벡터 β의 한 선형함수가 추정가능한 함수인가의 판단을 위한 계수벡터 l′의 조건

을나타내고있다. l′β되는 a′은

a′E(y) = a′X1β (2.5)

= (a′X1)X
−
1 X1β

= l′β

이므로 a′X1 = l′임을 알 수 있다. X1이 비정칙이므로 l′되는 많은 해가 존재하게 되고 그 중 임의
의 a′를 구할 수 있다. 고정효과모형에서 정의된 추정가능함수 l′β는 불편추정량이 존재하는 β의 선형

함수이어야 하므로 l′은 X1의 행공간에 존재하는 벡터가 되어야 함을 보였다. 이는 모수벡터 β의 추

정가능함수를 얻기 위한 계수벡터 l′는 X1의 행벡터들의 한 선형결합으로 얻을 수 있음을 의미하고 있

다. 크기가 n × p인 모형행렬 X1의 계수가 k이므로 k개의 선형독립인 추정가능함수들을 구할 수 있
고 이들의 집합이 β의 한 기저집합으로 정의된다. 추정가능함수들의 한 기저집합은 X1X1

′의 기약가

우스 행렬을 이용하는 등의 다양한 방법으로 구할 수 있다. 이러한 논의는 Choi (2012)와 Elswick 등

(1991)에서볼수있다.

모수벡터 β의 추정가능함수의 형태는 계획행렬 X1의 행벡터들의 선형결합에 의해 결정되므로 β의 추

정량이 불편추정량이기만 하면 추정가능함수의 정의를 만족하게 된다. 불편성의 성질을 만족시키는 고

정효과의선형함수는혼합모형에서도추정가능함을살펴보기로한다.

3. 분산성분의 추정

혼합모형은 고정효과의 고정성분과 확률효과와 오차로 주어지는 확률성분으로 구분될 수 있다. 혼합모

형의 분석은 고정효과의 추론에 앞서 분산성분의 추론을 위한 확률모형으로 시작한다. 확률모형은 모형

의 고정효과부분을 적합시켜 얻은 잔차에 대한 모형으로 주어진다. 고정효과가 제외된 확률효과모형은

식 (2.1)의 고정성분 X1β를 적합시켜 구해진 잔차벡터를 r이라 둘 때 r = y − X1β̂으로 주어진다.

Henderson (1953)의 방법 3 또는 상수적합법에 의한 고정효과의 적합에 따른 제곱합은 확률성분의 분

산성분과 무관하게 구해진다. 분산성분의 추정에 관한 논의는 Corbeil과 Searle (1976) 그리고 Searle

등 (1992)에서보여진다. r의모형은

r = (I −X1X
−
1 )y (3.1)

= (I −X1X
−
1 )X2δ + ϵr

이다. 단, ϵr은 (I −X1X
−
1 )ϵ이다. 확률벡터 δ의 분산성분벡터를 σ2

δ라 두면 σ2
δ = (σ2

1,σ
2
2, . . . ,σ

2
q)

′

이다. 확률벡터 δ의 분산성분 σ2
j (j = 1, 2, . . . , q)을 추정하기 위해 모형의 단계별 적합에 의한 확률모

형을 이용하게 된다. 단계별 적합의 확률모형에서 성분벡터 δj에 따른 모형행렬을 X2j라 두면 X2j로

의 사영을 이용한 제곱합과 제곱합의 기댓값을 Hartley (1967)의 합성법(synthesis)으로 구할 수 있다.

식 (3.1)로부터확률벡터 δ1에따른제곱합을구하기위한잔차모형은

r = (I −X1X
−
1 )X21δ1 + (I −X1X

−
1 )(X22δ2 + · · ·+X2qδq + ϵr) (3.2)

= (I −X1X
−
1 )X21δ1 + ϵ1

으로주어진다. 단, ϵ1 = (I−X1X
−
1 )(X22δ2 + · · ·+X2qδq + ϵr)이다. 식 (3.2)의모형행렬을M1이

라 두자. M1 = (I − X1X
−
1 )X21이고 M1으로의 사영은 M1M

−
1 r이고 사영까지의 거리제곱합은
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r′M1M
−
1 r이다. δ1에 따른 제곱합을 Q1이라 두면 Q1 = r′M1M

−
1 r로 구해진다. 식 (3.2)로부터 확

률벡터 δ2에따른제곱합을구하기위한잔차모형을 r1이라두면

r1 = (I −X1X
−
1 −M1M

−
1 )X22δ2 + (I −X1X

−
1 −M1M

−
1 )(X23δ3 + · · ·+X2qδq + ϵ1)

= (I −X1X1 −M1M
−
1 )X22δ2 + ϵ2 (3.3)

으로주어진다. 식 (3.3)의모형행렬을M2라두자. M2 = (I −X1X
−
1 −M1M

−
1 )X22이고M2로의

사영은 M2M
−
2 r1이고사영까지의거리제곱합은 r′

1M1M
−
1 r1이다. δ2에따른제곱합을 Q2이라두면

Q2 = r′
1M2M

−
2 r1로 구해진다. 분산성분 σ2

q과 관련된 확률벡터 δq에 따른 제곱합을 구하기 위한 잔
차모형을 rq라두면

rq−1 = (I −X1X
−
1 −M1M

−
1 − · · · −Mq−1M

−
q−1)X2qδq + ϵq (3.4)

으로 주어진다. 단, ϵq = (I − X1X
−
1 − M1M

−
1 − · · · − Mq−1M

−
q−1)ϵq−1이다. 식 (3.4)의 모형

행렬을 Mq라 두자. Mq = (I − X1X
−
1 − M1M

−
1 − · · · − Mq−1M

−
q−1)X2q이고 Mq로의 사영은

MqM
−
q rq−1이고 사영까지의 거리제곱합은 r′

q−1M1M
−
1 rq−1이다. δq에 따른 제곱합을 Qq이라 두면

Qq = r′
q−1MqM

−
q rq−1로구해진다.

확률요인에 따른 변동량들은 Q1, Q2, . . . , Qq로 구해지는 q개의 제곱합이고 이들은 반응벡터 y의 이차

형식으로 표현된다. 분산성분의 추정값들은 이들 변동량과 기댓값을 같게 두는 연립방정식의 해로 주어

지기때문에분산성분들의적률추정치가구해지면고정효과의선형함수이면서추정가능함수인 l′β의불

편추정량을구할수있다. l′ = l′X−
1 X1되는 a′X1의 a′은 X1의행벡터들의선형결합으로얻을수있

는 임의의 한 계수벡터이므로 β의 선형함수 l′β의 추정가능성을 보여주는 데 이용된다. 추정가능함수

l′β의불편추정량을구하는문제를생각해보기로한다.

4. 추정가능함수의 추정

혼합모형의 고정효과벡터에 대한 추정방법으로 가중최소제곱추정량을 이용해 보기로 한다. 식 (2.1)의

모형에 상수적합법을 이용하여 구한 식 (2.2)의 공분산행렬 Σ의 추정행렬을 Σ̂라 두자. 추정된 공분산

행렬 Σ̂을이용한모수벡터 β의추정량을 β̂이라두자. β̂은가중최소제곱법에의해

β̂ =
(
X ′

1Σ̂
−1

X1

)−
X ′

1Σ̂
−1

y (4.1)

로구해진다. l′ = l′X−
1 X1되는 l′β의추정량을 l′β̂라두면

E
(
l′β̂
)
= l′E

(
β̂
)

(4.2)

= l′
(
X ′

1Σ̂
−1

X1

)−
X ′

1Σ̂
−1
E(y)

= l′β

이다. l′β̂이 l′β의 불편추정량이고 β의 선형함수이므로 추정가능함수임을 나타내고 있다. l′β가 추정

가능함수일 때 불편추정량을 l′β̂라 두자. 식 (2.1)의 모형에 대한 가정으로부터 l′β̂은 평균이 l′β이고

분산은

Var
(
l′β̂
)
= l′

(
X ′

1Σ
−1X1

)−
l (4.3)

= l′
(
X ′

1

[
X2Var(δ)X

′
2 + σ2

ϵI
]−1

X1

)−
l
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= l′
[
X ′

1

(
σ2
1X21X

′
21 + σ2

2X22X
′
22 + · · ·+ σ2

qX2qX
′
2q + σ2

ϵI
)−1

X1

]−
l

이다. 추정가능함수 l′β의 추정량 l′β̂의 분포는 N(l′β,Var(l′β̂))이다. Var(l′β̂)가 미지이므로 분산의

추정값을 σ̂2
l으로나타내면식 (4.3)으로부터

σ̂2
l = l′

[
X ′

1

(
σ̂2
1X21X

′
21 + σ̂2

2X22X
′
22 + · · ·+ σ̂2

qX2qX
′
2q + σ̂2

ϵI
)−1

X1

]−
l (4.4)

로 추정된다. 식 (4.4)에서 분산성분 σ2
i의 추정값 σ̂2

i은 y의 이차형식들의 선형결합으로 구해진다. 이

들 이차형식은 변동요인에 따른 자유도를 갖기 때문에 σ̂2
l의 자유도를 Satterthwaite (1946)에 의해 근

사적으로구할수있다. σ̂2
l의자유도를구하기위한추정가능함수 l′β̂의분산식 (4.3)은

Var
(
l′β̂
)
= g

(
σ2
1 , σ

2
2 , . . . , σ

2
q , σ

2
ϵ

)
cl (4.5)

= E(MQl)cl

의 형태로 표현된다. 단, g(σ2
1 , σ

2
2 , . . . , σ

2
q , σ

2
ϵ )는 분산성분들의 선형결합으로 주어지는 함수이다. cl은

상수이고 MQl은 E(MQl) = g(σ2
1 , σ

2
2 , . . . , σ

2
q , σ

2
ϵ )이되는 추정량이고 MQl = k1MQ1 + k2MQ2 +

· · ·+ kqMQq + kϵMQϵ로구해진다. MQi는자유도가 dfi인 Qi의평균제곱을나타낸다. MQl의자유

도 dfl은 Satterthwaite의근사적자유도를이용하여구해진다. MQl의자유도 dfl은

dfl =
(MQl)

2

(k1MQ1)2/df1 + (k2MQ2)2/df2 + · · ·+ (kqMQq)2/dfq + (kϵQϵ)2/dfϵ
(4.6)

로구해진다. 추정가능함수 l′β의 100(1−α)% 신뢰구간은 (l′β̂−tα/2,dfl

√
σ̂2
l , l′β̂ + tα/2,dfl

√
σ̂2
l )이다.

5. 건조막 자료의 예

Table 5.1은 Hicks (1973)의 건조막 두께(dry-film thickness)에 대한 실험자료이다. 건조막 두께 측

정(Y )에 영향을 주는 요인으로 측정일, 측정기사 그리고 문설정의 세 요인을 생각한다. 실험에서 측정

일(D)는 실험이 예정된 시기의 그 달에 임의로 2일이 선정되고 세 고정수준의 문설정(G)에 광택액의
건조막측정을위한측정기사(O)는측정기사들의모집단에서임의로세사람이선정되어행해진실험으

로 요인 D와 O는 확률요인이고 G는 고정요인이다. D는 1, 2의 두 수준이고 O는 o1, o2, o3의 세 수준

이며 G는 g1, g2, g3의 세 수준이다. 세 요인의 결합수준에서 2회 측정된 자료를 나타낸다. 건조막 두께

의측정자료를분석하기위한모형은

y = jµ+Xdα+Xoγ +Xdo(αγ) +Xgτ +Xdg(ατ ) +Xog(γτ ) +Xdog(αγτ ) + ϵ (5.1)

= (jµ+Xgτ ) + [Xdα+Xoγ +Xdo(αγ) +Xdg(ατ ) +Xog(γτ ) +Xdog(αγτ )] + ϵ

= X1β +X2δ + ϵ

이다. 즉, 식 (2.1)의 세 성분으로 표현됨을 알 수 있다. 혼합효과모형의 분석은 확률효과모형으로 시작

하게 된다. 고정효과벡터에 종속되지 않는 확률효과모형은 고정효과를 적합시킨 잔차벡터에 대한 모형

이다. 식 (3.1)의모형으로부터 α에따른제곱합을얻기위한모형은

r = (I −X1X
−
1 )Xdα+ ϵ1 (5.2)

이다. 식 (5.2)의 적합에서 α에 따른 변동량을 나타내는 제곱합은 0으로 구해진다. 이때 제곱합을 구
하기 위한 사영공간으로의 사영행렬을 MdM

−
d라 두면 해당하는 사영제곱합은 r′MdM

−
d r가 된다.
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Table 5.1. Dry-film thickness data

Day Operator Gate setting Measurements Day Operator Gate setting Measurements

1 o1 g1 0.38, 0.40 2 o1 g1 0.40, 0.40

1 o2 g1 0.39, 0.41 2 o2 g1 0.39, 0.43

1 o3 g1 0.45, 0.40 2 o3 g1 0.41, 0.40

1 o1 g2 0.63, 0.59 2 o1 g2 0.68, 0.66

1 o2 g2 0.72, 0.70 2 o1 g2 0.77, 0.76

1 o3 g2 0.78, 0.79 2 o1 g2 0.85, 0.84

1 o1 g3 0.76, 0.78 2 o1 g3 0.86, 0.82

1 o2 g3 0.95, 0.96 2 o1 g3 0.86, 0.85

1 o3 g3 1.03, 1.06 2 o1 g3 1.01, 0.98

Md = (I − X1X
−
1 )Xd로 주어진다. γ에 따른 변동량을 구하기 위한 잔차벡터를 r1이라 둘 때 r1에

대한모형은

r1 = (I −X1X
−
1 −MdM

−
d )Xoγ + ϵ2 (5.3)

이다. 식 (5.3)에서 (I −X1X
−
1 −MdM

−
d )Xo를 Mo라 두면 γ에 따른 제곱합은 r′

1MoM
−
o r1에 의

해 구해지며 그 값은 0.1121이다. 요인 D와 O의 교호작용 DO에 따른 변동량을 구하기 위한 잔차벡터
를 r2라둘때 r2에대한모형은

r2 =
(
I −X1X

−
1 −MdM

−
d −MoM

−
o

)
Xdo(αγ) + ϵ3 (5.4)

이다. 식 (5.4)에서 (I − X1X
−
1 − MdM

−
d − MoM

−
o )Xdo를 Mdo라 두면 (αγ)에 따른 제곱합은

r′
2MdoM

−
dor2로 구해지고 그 값은 0.0060이다. (ατ )에 따른 변동량을 구하기 위한 잔차벡터를 r3라

둘때 r3에대한모형은

r3 = (I −X1X
−
1 −MdM

−
d −MoM

−
o −MdoM

−
do)Xdg(ατ ) + ϵ4 (5.5)

이다. 식 (5.5)에서 (I−X1X
−
1 −MdM

−
d −MoM

−
o −MdoM

−
do)Xdg를Mdg라두면 ατ에따른변

동량은 r′
3MdgM

−
dgr3로 구해지고 그 값은 0.0108로 주어진다. (γτ )에 따른 변동량을 구하기 위한 잔

차벡터를 r4라둘때 r4에대한모형은

r4 = (I −X1X
−
1 −MdM

−
d −MoM

−
o −MdoM

−
do −MdgM

−
dg)Xog(γτ ) + ϵ5 (5.6)

이다. 식 (5.6)에서 (γτ )의 계수행렬을 Mog라 두면 γτ에 따른 변동량은 r′
4MogM

−
ogr4로 구해지고

그값은 0.0455로주어진다. 세요인의교호작용 (αγτ )에따른변동량을구하기위한잔차벡터를 r5라

둘때 r5에대한모형은

r5 = (I −X1X
−
1 −MdM

−
d −MoM

−
o −MdoM

−
do −MdgM

−
dg −MogM

−
og)

×Xdog(αγτ ) + ϵ6 (5.7)

이다. Xdog(αγτ )의 계수행렬을 Mdog라 두면 αγτ에 따른 변동량은 r′
5MdogM

−
dogr5로 구해지

고 그 값은 0.0073으로 주어진다. 오차에 따른 제곱합은 0.0059로 구해진다. 적률법에 의해 7개

분산성분을 추정하기 위한 제곱합을 각기 Qd, Qo, Qdo, Qdg, Qog, Qdog와 Qϵ로 나타내면 Q =

(Qd, Qo, Qdo, Qdg, Qog, Qdog, Qϵ)
′인벡터를나타낸다.
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즉, Q = (0.0010, 0.1121, 0.0060, 0.0113, 0.0428, 0.0099, 0.0059)′이다. 합성법으로 Qi의 기댓값을 구하
여얻은연립방정식은교호작용에제약이없는경우에

Qd = 18σ2
d + 6σ2

do + 6σ2
dg + 2σ2

dog + σ2
ϵ , (5.8)

Qo = 24σ2
o + 12σ2

do + 8σ2
og + 4σ2

dog + 2σ2
ϵ ,

Qdo = 12σ2
do + 4σ2

dog + 2σ2
ϵ ,

Qdg = 12σ2
dg + 4σ2

dog + 2σ2
ϵ ,

Qog = 16σ2
og + 8σ2

dog + 4σ2
ϵ ,

Qdog = 8σ2
dog + 4σ2

ϵ ,

Qϵ = 18σ2
ϵ

이다. 분산성분들에대한적률추정값들은각기

σ̂2
d = −0.0003, σ̂2

o = 0.0037, σ̂2
do = 0.0001, (5.9)

σ̂2
dg = 0.0005, σ̂2

og = 0.0021, σ̂2
dog = 0.0011,

σ̂2
ϵ = 0.0003

으로구해진다. 식 (4.1)에의한모수벡터 β의추정벡터를구하기위해 Σ̂은

Σ̂ = σ̂2
dXdX

′
d + σ̂2

oXoX
′
o + σ̂2

doXdoX
′
do + · · ·+ σ̂2

dogXdogX
′
dog + σ̂2

ϵI (5.10)

이다. σ̂2
d = −0.0003이므로 0으로간주하면

Σ̂ = σ̂2
oXoX

′
o + σ̂2

doXdoX
′
do + · · ·+ σ̂2

dogXdogX
′
dog + σ̂2

ϵI (5.11)

이다. 식 (4.1)의 β̂은

X ′
1Σ̂

−1
X1β̂ = X ′

1Σ̂
−1

y (5.12)

의가능한한해이다. Table 5.1의자료로부터구해진행렬방정식은
607.8229 202.6076 202.6076 202.6076

202.6076 642.9605 − 220.1764 − 220.1764

202.6076 − 220.1764 642.9605 − 220.1764

202.6076 − 220.1764 − 220.1764 642.9605

 β̂ =


414.5015

−100.8738

180.3650

335.0103

 (5.13)

이고 β̂ = (0.5115,−0.1065, 0.2194, 0.3985)′으로 구해진다. 고정효과벡터 β에 따른 변동량을 Qg라 두

면 Qg = 1.5732로구해지고 E(Qg) = 12σ2
dg+8σ2

og+4σ2
dog+2σ2

ϵ +24ϕg로주어진다. H0 : α1 = α2 =

α3가 참이면 ϕg = 0이므로 MQg를 Qg의 평균평방합이라 두자. 검정통계량 F = MQg/MQu가 되는

MQu의기댓값은 E(MQu) = 6σ2
dg +4σ2

og +2σ2
dog +σ2

ϵ이고 MQu = c1MSd + c2MSo + · · ·+ cϵMSϵ

이다. Satterthwaite의 근사화에 의한 자유도는 식 (4.6)에 의해 r = 5.33으로 계산된다. 자유도 dfg =

2와 dfu = 5.33에서 유의수준 0.001의 F -값은 32.93으로 주어지고 계산값이 F = 80.3778이므로 H0를

기각한다. 즉, 문설정(G)의 세 수준 간의 효과는 같지 않음을 보여준다. 모수벡터 β의 한 선형함수

를 l′2β라 두고 l′2β = µ + β2라 하자. µ + β2가 추정가능함수이면 l2 = (1, 0, 1, 0)′이 식 (2.4)의 조

건이 성립되는 계수벡터이어야 한다. l′2 = l′2X
−
1 X1 = (1, 0, 1, 0)이므로 µ + β2는 추정가능함수이다.
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추정가능함수의 추정값은 식 (5.12)의 한 해인 β̂을 이용하여 µ̂ + β̂2 = 0.7308을 구할 수 있다. 모수

벡터 β의 다른 선형함수를 l′1β라 두고 l′1β = µ + β1이라 하자. l′1 = l′1X
−
1 X1 = (1, 1, 0, 0)이므

로 µ + β1은 추정가능함수이다. µ + β1의 추정값은 µ̂ + β̂1 = 0.4050으로 구해진다. 두 추정가능함수

l′1β = µ+ β1와 l′2β = µ+ β2의차이로주어지는모수벡터 β의함수도추정가능하다. 즉, l′1β− l′2β =

(l′1 − l′2)β이므로 l′을 l′ = (l′1 − l′2)으로 두면 l′β = β1 − β2이다. 추정가능함수 l′β의 추정치는

l′β̂ = −0.3258이고 l′β̂의 분산추정치는 식 (4.4)에 의해 σ̂2
l = 0.0023으로 계산된다. l′β의 95% 신뢰

구간은 (l′β̂ − t0.025,5.33
√
σ̂2
l , l′β̂ + t0.025,5.33

√
σ̂2
l )으로구해진다.

6. 결론

본 논문은 혼합모형에서 고정효과의 한 선형함수가 추정가능함수이기 위한 조건으로 고정효과벡터의 선

형결합을 나타내는 계수벡터가 단순히 고정효과벡터의 계수행렬에 의해 생성되는 행공간에 속하면 충

분함을 논의하고 있다. 그 근거로 모수벡터 β와의 선형결합을 나타내는 계수벡터 l′은 분산성분을 나

타내는 확률벡터의 계수행렬과는 아무런 상관이 없음을 구체적으로 증명하고 있다. 이는 고정효과모형

에서 정의된 추정가능함수가 혼합모형에서도 적용될 수 있는 가에 대한 의문을 해소시켜 주는 부분으로

생각된다. 혼합효과모형에서 한 선형함수가 추정가능할 때 그 함수의 추론을 위한 방법을 다루고 있으
며 고정요인과 확률요인의 효과를 추정하기 위해 상수적합법을 적용하고 있다. 상수적합법은 혼합모형

에서 변동요인에 따른 제곱합을 계산하기 위해 이용되고 벡터공간에서의 사영을 이용할 수 있는 이점이

있다. 분산성분과 관련된 각 사영공간으로의 사영행렬이 어떻게 주어지는 가를 모형의 단계별 적합을
이용하여 논의하고 있다. 분산성분을 추정하기 위한 모형의 단계별 적합에서 구해지는 제곱합들은 상
호직교하는 벡터부분공간으로의 사영에 의한 제 1종 제곱합임을 보여주며 제 1종 제곱합의 기댓값으로

Hartley의 합성법을 이용하여 계산하고 있다. 또한, 추론을 위한 자유도의 계산에 Satterthwaite의 근
사과정을논의하고있다.
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혼합모형의 추정가능함수

최재성a,1

a계명대학교 통계학과

(2015년 10월 27일 접수, 2015년 12월 22일 수정, 2016년 1월 19일 채택)

요 약

본 논문은 고정요인과 확률요인의 혼합모형에서 추정가능함수를 논의하고 있다. 고정효과모형에서 정의된 추정가능

함수가 혼합효과모형에서 어떻게 정의되어야 하는 가를 규정하고 추정가능함수의 분산추정치를 구하는 방법을 제시
하고 있다. 또한 혼합모형에서 분산성분의 추정을 위한 제곱합의 계산에 상수적합법을 이용하고 추론을 위한 자유도

의 계산에 Satterthwaite의 근사화를 다루고 있으며 분산성분을 구하기 위한 모형의 적합방식으로 단계별 방법을 적
용하고 있다. 모형의 단계별 적합에서 주어지는 모형행렬의 사영을 이용한 제1종 제곱합의 계산방식이 제공되며 사

영을이용한변동요인별제1종제곱합의기댓값계산에 Hartley의합성법이논의된다.

주요용어: 혼합모형, 추정가능함수, 상수적합법, 제1종제곱합, 합성법
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