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수학적 모델링의 과제공간에서 과제복잡성의 평가척도(rating

scheme)설정 - 예비수학교사를 대상으로

신현성1)․최희선2)

본 연구는 수학적 모델링의 과제공간을 설정하고 이를 기반으로 모델링 과제의 복잡성을

나타내는 평가척도(rating scheme)를 설계하여 예비 수학교사를 대상으로 두 가지의 실험연

구 결과를 얻었다. 첫째는 종전의 문제구조를 표현한 문제공간을 발전시켜 모델링 과제에 맞

는 과제공간을 설정하고, 모델링 과제의 복잡성을 수치로 나타내는 계량적인 평가척도를 설

계하여 의미 있는 타당도를 확인하였다. 둘째는 모델링의 과제 복잡성에 대한 평가척도, 학

생 성취수준, 과제 특수 발견 전략의 개수 사이의 일관된 패턴이 있음을 발견하였다.

주요용어 : 수학적 모델링의 과제공간, 과제복잡성, 과제복잡성의 평가척도, 과제 특수 발견

전략

Ⅰ. 서 론

급변하는 세계 속에서 필요한 인재양성을 위해 수학교육에서는 수학적 모델링을 적극적으

로 반영해야 한다고 주장하는 연구가 계속적으로 진행되어 왔다(Blum, 1993; Kaiser, 2013;

Lesh & Fennewald, 2010). 학생들은 수학적 모델링을 통하여 수학을 실세계에 활용하는 방

법을 배우고 미래의 진로를 위한 지식을 얻으며 그 과정에서 자연스럽게 수학을 이해하는

능력을 기를 수 있기 때문이다(Galbraith, Henn, & Niss, 2007). National Council of

Teachers of Mathematics(NCTM, 2000)과 Common Core State Standards for

Mathematics(CCSSM: National Governors Association (NGA), 2010)에서도 수학적 모델링

을 통하여 수학의 내·외적인 상황에서 문제해결 전략을 적절히 사용할 수 있어야 하고 수학

적 모델을 이용하여 관계를 이해할 수 있어야 한다고 강조하고 있다.

그러나 학교 현장에서는 아직까지 수학적 모델링이 대수, 기하 등과 같이 학교수학의 중

심이 되어야 한다는 생각이 다소 부족한 것이 사실이다. 수학교사들은 모델링 과제의 난이

도와 모델링의 절차가 복잡하기 때문에 교수-학습과정에서 수학적 모델링이 전통적인 내용

만큼 중요하지 않다고 생각했다(Niss, 2001). 그럼에도 많은 교육학자들은 ‘수학적 빅 아이디

어’로써의 모델링 지도를 강조해야 한다고 한다(Blum, 1993; Kaiser, 2013; Lesh &

Fennewald, 2010).
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미국과 한국의 학교에서 사용되는 수학교과서와 수업자료를 비교한 연구에서 미국의 경우

는 수학적 모델링 과제를 실생활 문제의 해결로 도입하고 특히 교재가 탐구활동으로 사용되

는 것을 확인하였다(신현성, 한혜숙, 2009). 또한 미국의 학교 수업자료는 복잡한 모델링 과

제를 단순화하여서 각 학년에 알맞게 수정하여 사용하였으나 한국의 경우는 과제의 열린 정

도를 수정하여 실생활 문제의 해결 수준으로만 수정하여 사용하였다. 이는 한국의 학교에서

수학적 모델링 교육의 중요성을 인정하지만 과제의 복잡성에 어려움을 가지고 있다는 의미

로도 볼 수 있다. 신현성과 이명화(2011)의 예비 수학교사들과 면담한 결과에 따르면 중등학

교의 모델링 과제가 학생들이 수학을 이해하는 능력을 기르기 위해서는 폭넓게 활용되어야

하나 모델링 과제의 복잡성이 문제가 된다고 하였고, 교사의 관점에서는 모델링 과제의 복

잡성과 과제의 다양한 풀이방법이 수학적 모델링 수업과 평가를 어렵게 만든다고 하였다.

따라서 수학적 모델링을 학교수학에서 활용할 수 있도록 모델링의 과제구조를 밝히는 것

이 중요하므로 본 연구에서는 학교에서 활용 가능한 모델링 과제의 구조를 분석할 수 있는

과제공간을 설정하여 다음과 같은 연구문제를 설정하였다.

연구문제 1. 수학적 모델링의 과제공간에서 과제 복잡성의 평가척도(rating scheme)는

어떻게 정의하는가?

연구문제 2. 수학적 모델링의 과제 복잡성, 학생의 성취수준, 과제의 특수 발견 전략의

개수 사이의 관계는 어떠한 특징이 있는가?

Ⅱ. 이론적 배경

1. 문제의 난이도와 구조

1970년대 초부터 문제해결 영역에서 문제의 난이도를 결정하려는 연구가 활발히 시작되었

다. Linville(1969)은 문제 구문의 난이도가 학생들의 문제해결 성취수준을 결정하는 핵심요

소라고 주장하면서 구문의 난이도가 높을수록 문제가 어렵다고 보았다. 그러나 Knifong와

Holtan(1976)은 학생들의 문장제 문제의 해결과정을 분석한 후 문제해결 실패를 문제읽기

수준으로 판단하는 것은 적절하지 않고 계산능력의 부족으로 보아야 한다고 하였다.

Lester(1978)의 MPSP(Mathematics Problem Solving Project)에서는 6∼8학년 학생들이

문제를 어렵게 생각하는 요인을 4가지(문제 상황, 수학적 개념, 문제구조의 복잡성, 문제에

적용 가능한 발견전략)로 나누고 어떤 요인 때문에 문제를 어렵게 느끼는지를 학생들과 면

담형식으로 조사하였다. 예를 들면 8학년 학생들은 문제의 상황이나 문제 속에 있는 수학내

용(개념, 원리, 법칙)등은 쉽다고 하였으나 문제구조의 복잡성 또는 문제에 적용 가능한 발

견전략을 생각할 때는 어려움이 많다고 하였다. 또한 학생들과의 심층면담에서는 계산 또는

읽기 능력은 어려운 문제를 결정하는 요인이 될 수 없고 해결과정의 복잡성이 결정적인 요

인이 될 수 있으며 일반화하는 능력도 하나의 요인이라고 보았다.

학생의 문장제 문제해결에서 오류발생의 예언요소를 발견하기 위해 Jerman(1974)은 회기

분석 연구를 통해 문제의 언어적 구조(문장 길이, 마침표와 쉼표의 개수 등)가 오류발생의

절대적인 예언요소는 아니지만 나이와 학년수준에 따라 변한다는 점을 발견했다. 다시 말해
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서 계산능력은 학년이 높아짐에 따라 문제해결에 큰 영향을 주지 않기 때문에 초등학생들에

게는 좋은 예언요소이지만 대학생들에게는 꼭 그렇지만은 않다는 것이다.

한편 Caldwell과 Goldin(1979)은 문장제 문제의 유형을 추상적, 구체적, 사실적, 가설적인

유형으로 설정한 후 각각 대립적인 관계인 추상적인 문제유형 대 구체적인 문제유형, 사실

적인 문제유형 대 가설적인 문제유형의 상대적인 난이도를 조사하였다. 대부분의 학생들은

구체적인 문제보다 추상적인 문제를 어려워하였고 구체적이면서 사실적인 문제를 가장 쉽게

생각하였다. 그러나 일부 학생들은 사실적인 문제보다 가설적인 문제를 쉽게 생각하는 경향

도 보였다. 또 초등학생과 중학생들은 추상의 수준과 사실적인 정도 사이에 유의미한 상호

효과가 있었으나 고등학생들은 그런 점이 발견되지 않았다.

Goldin과 Luger(1975)는 문제구조가 ‘복잡하다’ 또는 ‘단순하다’를 파악하기 위하여 대수

학의 개념인 동형과 준동형을 도입하여 파악하였다. 그들은 문제구조를 문제공간(state

space)으로 정의하였는데 이 표현은 Newell과 Simon(1972)이 주장하는 정보처리 접근, 컴퓨

터 프로그램을 인간 사고의 모형으로 활용하고자 제안하는 관점에서 나온 개념이다. 이들은

문제 해결에서 목표에 직접적으로 달성할 수 없을 때 하위 목표를 수립한다는 수단-목표

분석(Means-ends analysis)전략을 강조한다. 다시 말해서 유능한 문제 해결자는 자신들의

현재 상태를 고려하여 목표 상태에 이르는 단계를 비교하고 현재 상태와 목표 상태 사이에

존재하는 문제들을 제거하는 방법을 찾는다. 즉, 주어진 상태에서 목표 상태로의 이동하는

경로를 포함하는 문제공간을 개발하는 것이다. 학생들은 문제 진술이 언어적으로 표현된 문

장제 형태이거나 기호, 그림 등으로 표현된 문제 형태이어도 문제를 해결하는 동안 자신의

머릿속에 존재하는 지식 망에 새로운 정보를 연결한다. 대부분의 학생들은 전에 보지 못한

새로운 유형의 문제를 보고 당황하지만 관련성을 구축하여 처음보다 수정된 문제의 모델을

만들어간다. 이러한 개념으로 문제 속에 있는 논리적인 구조를 다이어그램으로 나타내면 문

제해결 행위를 쉽게 파악할 수 있는데, 두 문제가 동형이라고 하는 것은 두 문제에 대한 다

이어그램이 서로 같다는 뜻이다. 반면에 두 문제의 준동형 관계를 정의하는 문제는 명확하

게 정리되지 못했지만 교실에서는 준동형인 두 문제를 유사 문제로 분류하고 있다.

고등학교 학생들을 대상으로 수학 문제 24개를 관련 있는 문제들끼리 분류하도록 한

Silver(1981)에 의하면 우수한 학생들은 수학적 구조의 유사성을 가지고 문제를 분류하였고

그 외의 학생들은 문제를 분류할 때 문제 상황, 문맥의 표면적인 유사성, 질문의 형태에 관

심을 보인 것을 확인하였다. 비슷한 결과로 Stavy와 Tirosh(1993)는 초보자들이 두 문제의

유사한 구조를 찾지 못하고 표면적인 유사성(문제에 주어진 상황, 기호, 단어 등)에만 집중

하는 경향이 발견하였다.

이와 같이 문제변인의 연구에서 많은 연구결과가 문제의 난이도를 결정하는 요인으로 수

학내용, 문제 상황, 구조의 복잡성(예로써 구문의 수준, 계산 구조, 문제정보의 관계망 등),

문제 해결자의 태도, 문제에 담긴 발견전략을 들고 있다.

2. 수학적 모델링 과제의 복잡성

수학적 모델링이란 Blum(1993)은 실세계 상황으로부터 수학적 모델의 구성 과정이라 하

고, Varaki와 Earl(2006)는 시스템의 역동성을 바탕으로 미래 결과를 예측하는 하나의 기술

로 정의한다. 또한 많은 연구자들이 수학적 모델링은 수학의 핵심일 뿐만 아니라 과학적 구
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성을 이해하는 효과적인 도구로 이해하기도 하고 학생들의 삶, 공동체 활동에서 제기되는

중요한 이슈를 분석하는 비판적인 도구로 이해하기도 한다(Greer, Verschaffel, &

Mukhopadhyay, 2007; Romberg, Carpenter, & Kwako, 2005).

이러한 수학적 모델링을 다루는 과제는 Zawojewski와 McCarthy(2007)에 의하면 문제 해

결자가 일상적인 학교 경험을 넘어 수학적인 생각에 집중할 수 있는 것이어야 하며 또 일반

화하려는 결과물은 목표달성에 필요한 개념적 도구 또는 복합적인 가공물을 포함하는 실제

적인 상황이어야 한다고 하였다.

한편 학교수학에서 사용하는 수학적 모델링 과제를 그 구성과정에서 탐구활동을 목표로

하는 탐구적인 접근방법과 문제설정이나 새로운 문제해결 방법의 발견과 같은 창의적인 접

근방법으로 분류하는데, Blum(1993)이 제시한 모델링 과정도 각 단계에서 창의적인 새로운

아이디어를 창출하는 세부 모델링 과정을 구성한다는 의미에서 창의적인 접근방법으로 생각

한다. 일반적으로 창의적인 접근방법보다 전 단계인 탐구적인 접근방법을 강조하는데 이것

은 학생의 창의성을 강조하는 창의적인 작업보다 모델링의 훈련과정으로 탐구적인 작업을

교육과정에 두는 것이 바람직하다는 연구들이 많기 때문이다(Graumann, 2002; Blum &

Leiss, 2005; Ferri, 2006). 예를 들면 NCTM의 모델링 과제 '정원의 잔디 손질하기'에서 목

표는 상황에 알맞은 변수들을 정하고 불연속 함수를 개념화하여 탐구적인 접근방법으로 다

음을 제시하였다.

단계1: 표를 만들어 연간 매출액을 식으로 나타내어라.

단계2: 최대 매출액은 얼마인지 예측하여라.

⦙                             

단계n-1: 두 개의 변수를 정하여 불연속 함수식을 정하여라.

수학적 모델링 과제를 설정하거나 해결방법을 탐구하는 활동을 할 때 탐구적, 창의적인

접근방법은 교사에게 구체적인 교수-학습의 방법을 제시하므로 수학적 모델링 과제의 효과

적인 활용을 위해서는 먼저 모델링 과제의 복잡한 수준을 정하는 기준이 필요하다. 이전에

는 과제의 복잡성을 정하는 방법으로 이분법적인 척도(dichotomous rating)를 사용했지만

열린 대답의 형태인 모델링 과제는 이분법적인 척도가 적합하지 않다. 새로운 척도의 연구

로 Cohors-Fresenborg, Sjuts, 와 Sommer(2004)는 과제의 텍스트를 분석하는 기법을 정의

하였고 실제로 PISA 2000 문항을 조사하여 다양한 과제의 복잡성을 결정하는 척도 모델을

만들었다. 이 척도는 학생들의 풀이과정을 분석한 결과를 바탕으로 모델링 과제에 대한 학

생의 풀이과정에서 수학적 모델을 분석하면서 해(solution)의 길을 발견하는 것만이 아니라

같은 수학적 모델을 사용하였더라도 단계에 따라 생각의 과정이 다른 구조를 가지는 사실까

지 포함하여 설계되었다.

수학 연산활동의 구조를 순서도로 나타내었던 Winter와 Ziegler(1969)처럼 Reit와

Ludwig(2015)도 사고연산을 한 개 또는 여러 개의 아이디어로부터 바로 얻는 활동의 결과

로 정의하고 이들을 순서도 형식으로 나타내어 과제의 해결과정이 얼마나 복잡한지를 판단

하였다. Graumann(2002)에 의하면 과제의 복잡성은 수학적 아이디어를 원으로 표시할 때

그 원의 개수와 이 원들의 연결 패스(nesting)의 개수로 결정된다고 하였다. 학생들은 자신

의 문제 해결에서 다양한 수학적인 아이디어들이 서로 관련되어 있는 상태를 동시에 이해하
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는데 Piaget의 용어인 조작활동을 연산활동 대신 사용하면 평행한 조작활동(연산활동)이 해

결 과정에 있을 때는 문제의 복잡성이 가중된다고 볼 수 있다. 문제의 해결방법이 하나일

때는 다양한 수학적 아이디어들이 서로 관련되어 있어도 2개 이상의 평행한 조작활동이 있

는 문제해결보다 쉽게 해의 길을 찾을 수 있다. 그런데 2개 이상의 평행한 조작활동이 있는

문제의 경우에는 문제의 복잡성이 크게 증가하여 학생들의 해결과정이 복잡하다. 이 점을

계량적으로 나타내기 위하여 Reit 외(2015)는 가중치를 주는 방법을 도입하였는데, 그들의

가중치를 주는 계량적인 방법인 평가척도를 설명하기 위해 다음의 문제(호수주변 산책하기)

를 예비 수학교사들에게 풀어보게 하였다.

A신도시는 주민들의 여가활동을 위해 원형의 호수를 만들었다. 갑, 을 두 사람

은 호숫가의 한 지점 A에서 서로 다른 방향으로 동시에 출발했다. 이때 갑의 속

력은 5m/s이고 을의 속력은 9m/s이다. 두 사람이 출발한 후, A지점에서 다시 만

날 때까지 계속 돌기로 약속했다. A지점에서 출발한 후 다시 A지점에서 만나서

멈추었을 때 만나는 횟수는? (단, A지점에서 만나는 것을 제외한다.)

[그림Ⅱ–1]은 두 모둠에서 제출한 풀이이고, Graumann(2002)이 제안한 순서도에서는 문

제에 있는 수학적 아이디어를 원으로 표현하고 연산활동을 아이디어 간의 연결인 화살표로

나타내면 [그림Ⅱ-2]와 같고 수학적 과제의 복잡성은 원으로 표시된 아이디어의 개수와 이

들의 연결 패스의 개수로 결정된다.

   

[그림 Ⅱ-1] 원형의 호수산책에 대한 예비 수학교사들의 문제풀이 방법
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[그림 Ⅱ-2] Graumann이 제안한 문제구조의 순서도

[그림Ⅱ-2]는 문제 구조의 복잡성을 한 눈에 볼 수 있는 모델이지만 여러 개의 구조모델

을 두고 한 눈에 복잡성을 판단하는 것은 쉬운 일이 아니며, 모델의 타당도나 신뢰도를 산

출하는데 어려움이 많으므로 타당도나 신뢰도를 계산할 수 있는 계량적인 모델이 필요하다.

Reit 외(2015)이 제안한 모델은 세부 수준을 설정하고 각 수준에서 연산활동의 개수를 센

다음에 모든 수준의 개수에 가중치를 두어 모두 합하였다. 그들의 방법을 적용하면 우선 모

델은 [그림Ⅱ-2]와 같이 4개의 수준을 가지고 각 수준의 조작활동은 계량적인 수치 2, 4, 1,

1로 표현이 된다. 가중치를 주어 합을 구하면 2!+4!+1!+1!=28이고 28은 이 문제의 복잡성을

나타내는 값이다.

Ⅲ. 연구설계

수학적 모델링 과목을 수강한 B대학교 수학교육과 학생 38명을 대상으로 실험을 진행하

였다. 먼저 2013년에 수학적 모델링 과목을 수강한 학생들이 발표하고 정리한 과제에서 5개

를 선별한 후, 2014년 3월부터 3개월간 2, 3학년 38명의 학생들이 모델링 과제해결에 참여하

였다. 수학적 모델링 과제의 선별기준은 Zawojewski 외(2007)의 관점인 실세계의 관계와 현

실적인 사실여부이고 진정성을 가진 수학적 모델링 과제의 해법을 발견하는 것이었다. 전형

적인 교과서의 문장제 문제와 같은 모델링 과제는 학생들이 비슷한 풀이 방법을 연습하여

적용하는 상황이었기 때문에 배제하였다.
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기호표시 과제명 과제설정 대상

Ts 티셔츠 가게 주인의 선택 모둠활동

Ds 우편배달의 고민 NCTM

Es 국립공원 호수 생태계 모둠활동

Ab 농사대행 업체의 홍보 모둠활동, NCTM

Pt 시내주차장 설치 모둠활동, NCTM

<표Ⅲ-1> 선별된 수학적 모델링 과제

<표Ⅲ-1>의 과제는 실험에 참여한 학생들이 이전에 경험하지 못한 것으로써 자신의 수

준에 맞게 수학적 모델을 만들고 실생활에서 흔히 접할 수 있는 질문을 수학적인 질문으로

바꾸는 열린 과제였다. 이 과제의 열린 환경은 질문, 과제공간에서 생략된 정보 및 데이터로

구성되고 열린 풀이방법도 하나의 환경으로 포함시켰다. 학생들이 <표Ⅲ-1>의 과제공간을

만든 후에 연구자를 포함한 5명의 전문가들이 각각의 과제공간에 대한 타당도를 분석하였

다. 여기서 과제공간은 Goldin과 Luger(1975)의 연구에서 문제해결의 문제공간과 유사한 개

념으로 모델링 과제의 구조를 정하는 것이다. 이 문제공간은 문제의 구조를 판단하기 위해

활용될 때 문제의 복잡성을 이해하는 첫 단계가 될 수 있다.

학생들이 과제당 평균 20분 안에 해결하고 연구자는 학생들의 과제 풀이과정을 보고 성취

도와 과제 특수 발견 전략을 분석하였다. 과제 해결의 전략도 포함한 성취도는 백분율로 나

타내는 점수로 정의하고 모델링 과제공간의 설정, 과제의 복잡성을 측정하는 평가척도의 설

계, 설계된 평가척도의 타당도를 학생들의 성취도를 통해 조사하였다.

이 연구에서 모델링 과제의 복잡성을 계량화하기 위하여 실험연구를 한 이유는 교육과정

의 설계에서 모델링 과제의 중요성, 과제설정의 어려움, 열린 질문의 생성 등과 같은 교육적

인 가치를 학생들이 체험하여 미래의 수학교사가 준비해야 할 것이 무엇인지를 알게 하는

목적이 있었기 때문이다.

Ⅳ. 연구결과

1. 과제공간에서 과제복잡성의 평가척도(rating scheme)설계

일반적인 문제와는 다른 구조를 가진 모델링 과제는 열린 정도를 나타내는 새로운 평가척

도를 설계해야 한다. Reit 외(2015)의 평가척도 모델을 발전시킨 본 연구의 평가척도 모델을

예비 실험에서 확인한 모델링 과제인 ‘잔디 덮기’에 적용하였다.

어느 날 선생님은 우리 학교의 지도(축척: 5000분의 1)를 가져와서 모둠을 정하고

각 모둠별로 지도를 하나씩 분배하여 다음과 같은 과제를 주셨다.

“오늘 교무회의에서 학교의 건물을 제외한 지역에 잔디를 덮기로 결정하였어요.

여러분이 보고 있는 지도의 하얀 부분이 잔디를 덮어야 할 부분인데 각 모둠은 무

엇을 해야 할 것인지를 정하도록 해요.”
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위 모델링 과제의 구조는 이론적 배경에서 확인한 ‘호수주변 산책하기’의 문제해결과는 다

른 아이디어를 가지며 보통의 문제에서는 볼 수 없는 열린 정도와 언어요소를 포함하고 있

다. 우선 문제 해결자가 구성해야 할 새로운 데이터가 3개 이상이고 가장 중요한 수학적 질

문을 과제의 구조에 알맞게 만들어야 하며, 정보와 데이터 선택에 대한 문장구조의 세분화

작업을 해야 한다. 이러한 과정을 통해 확정된 모델링 과제의 구조, 즉 과제공간은 [그림Ⅳ

-1]과 같다.

[그림 Ⅳ-1] 잔디덮기에 대한 모델링 과제공간

‘잔디 덮기’ 과제에 주어진 5개의 수준에 해당하는 점수는 차례로 2, 4, 3, 1, 1이고, 그 구

조에 대응된 점수는 2!+4!+3!+1!+1!=34이다. 이 점수는 모델링 과제의 구조에 대응되지만 과

제의 복잡성을 대표한다고는 볼 수 없다. 이때 Reit 외(2015)는 모델링 과제가 가지는 독특

한 성격, 즉 모델링 과제의 구조 외에 다른 요인으로 생각할 수 있는 과제의 열린 정도와

언어적 짜임(주가 되는 문장의 수 또는 보조 문장의 수)을 고려해야 한다고 주장하였다. 여

기서 열린 정도는 종전의 문제 정의에서 볼 수 없는 것으로써 수학적인 질문의 여부, 충분

하지 않은 정보 또는 데이터, 차원을 결정하는 그림 등을 말한다. 이처럼 모델링 과제의 복

잡성에 관한 연구는 세 가지 정보인 모델링 과제의 구조, 과제의 열린 정도, 언어적 짜임을

과제의 복잡성을 결정하는 요인으로 생각하였다(Graumann, 2002; Reit & Ludwig, 2015).

그러므로 본 연구에서는 과제의 열린 정도와 언어적 짜임을 과제의 복잡성을 결정하는 요인

으로 생각하여 Reit 외(2015)가 제시한 평가척도의 모델을 수정하여 이들을 계량적인 수치

로 나타내었다.
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0점: 모델링 과제가 모든 관련 데이터나 정보를 포함하고 문제를 표현한 주 문장

은 하나이다.

1점: 모델링 과제에서 빠진 데이터 또는 정보가 2개 이하이고 주 문장이 2개 이

하이며 과제의 정보를 표현한 그림의 차원이 완전하지 못하다.

3점: 모델링 과제에서 빠진 데이터 또는 정보가 3개 이상이고 주 문장의 수도 3

개 이상이다.

모델링 과제의 복잡성을 계량적으로 판단하기 위하여 과제 구조에서의 점수, 열린 정도와

언어적 짜임의 점수를 모두 합하였다. 수치가 높을수록 과제 복잡성은 커진다고 볼 수 있는

데, 모델링 과제 ‘잔디 덮기’에 주어진 5개 수준에 해당하는 점수는 2, 4, 3, 1, 1이며 구조에

대응된 점수는 2!+4!+3!+1!+1!=34, 이 점수에 과제의 열린 정도와 언어적 짜임에 대응하는 3

점을 합치면 ‘잔디 덮기’ 모델링 과제에 대응하는 복잡성의 점수는 37점이다. 이와 같은 방

법으로 선별된 5개의 모델링 과제의 복잡성에 대한 점수를 산출하면 <표Ⅳ-1>과 같다.

모델링 과제

세부점수

총 점수 비고
과제구조

열린 정도와

언어적 짜임

Ts 36 3 39 티셔츠가게 주인 선택

Ds 64 3 67 우편배달의 고민

Es 42 3 45 국립공원 호수 생태계

Ab 52 3 55 농사대행 업체의 홍보

Pt 216 3 219 시내 주차장 설치

<표Ⅳ-1> 선별된 수학적 모델링 과제의 복잡성에 대한 점수

새로운 평가척도 모델의 설계에서 유의해야 할 점은 제안한 모델의 타당성 여부이다. 본

연구에서 설계한 평가척도의 타당도에 대하여 첫 번째는 전통적으로 문제의 복잡성을 정하

는 방식인 문제해결에 사용되는 개념의 난이도와 학생들의 성취도 관계를 비교하는 관점,

두 번째는 이 연구에서 정한 평가척도를 이용한 과제복잡성의 수준과 학생들의 성취도 관계

를 비교하는 관점으로 분석하였다.

먼저 ‘전통적인 평가척도로 산출된 수준-학생 성취도’의 관계를 좌표평면에 표시하기 위

하여 학교에서 사용하는 개념 난이도를 계량적인 수치로 바꾸었다. 위계적인 학문의 성격을

고려하여 수학과 교육과정의 중1, 중2, 중3, 고1, 고2, 고3의 내용을 수치로 1, 2, 3, 4, 5, 6으

로 나타내어 각 학년의 개념에 해당하는 수치에 !(factorial)을 붙여 과제 복잡성의 가중치를

부여하는 평가척도를 설정하였다. 가령 일차부등식의 개념은 중학교 2학년의 내용이므로 이

개념이 들어 있는 과제의 복잡성은 2!=2×1=2이고 삼각함수 개념은 고등학교 2학년의 개념

이므로 과제의 복잡성은 5!=5×4×3×2×1=60이다. 좌표평면의 x축에는 평가척도 방식으로 얻

은 점수를, y축에는 표본으로부터 얻은 학생들의 성취도(평균점수)를 나타내고 순서쌍(x, y)

을 점 대신 <표Ⅳ-2>와 같이 과제별 표기방식을 사용하여 ‘전통적인 평가척도로 산출된 과

제복잡성의 수준-학생 성취도’와 ‘본 연구에서 설계한 평가척도로 산출된 과제복잡성의 수

준-학생 성취도’의 두 관계를 [그림Ⅳ-2]과 같이 좌표평면에 나타내었다.
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평가척도 모델링 과제 Ts Ds Es Ab Pt

전통적인 평가척도 ▼ ■ ● ★ ◆

본 연구에서 설계한 평가척도 ▽ □ ○ ☆ ◇

<표Ⅳ-2> 선별된 수학적 모델링 과제별 표기방식

성

취

도

평

균

점

수

100점

80점 ▼ ▽

60점

● ○

40점

■

☆
□

◆

★

20점

0점 ◇

1 2 3 4 5 6 7 .... 20

과제복잡성의 수준

[그림 Ⅳ-2] 과제복잡성의 수준과 성취도 평균점수의 관계

비교되는 두 관계를 [그림Ⅳ-2]와 같이 한 좌표평면에 나타냈기 때문에 x축의 기준 단위

가 다르다는 것에 주의해야 한다. 즉 ‘본 연구에서 설계한 평가척도로 산출된 과제복잡성의

수준-학생 성취도’ 관계를 나타내는 ▽, □, ○, ☆, ◇ 의 x축 값은 [그림Ⅳ-2]의 좌표평면

x축 기준의 10배로 생각해야 한다. 예를 들면 좌표평면에서 표기 ■, □를 순서쌍으로 나타

내면 ■는 (2, 24), □는 (67, 24)인데 비록 x축 기준 단위가 다르지만 두 관계의 패턴을 비

교하는 데 문제는 없다. [그림Ⅳ-2]를 해석하면 본 연구에서 설계한 평가척도로 산출된 점

수가 클수록 학생의 성취도는 낮은 일관성을 보이는 반면, 전통적인 평가척도로 산출된 과

제복잡성의 수준과 성취도 사이는 그런 관계를 볼 수 없기 때문에 본 연구의 과제 복잡성을

정하는 평가척도의 방식이 타당도가 높다고 볼 수 있다.

2. 과제공간과 과제 특수 발견 전략의 관계

연구문제 2는 모델링의 과제공간 안에서 발생하는 세 가지의 요인인 과제 복잡성, 과제

특수 발견전략 그리고 학생 성취수준 사이의 관계성 여부이었다. 본 연구자는 Silver와

Marshall(1990)이 주장한 올바른 정답을 보장해 주지는 않지만 답으로 이끄는 유용한 방향

을 제시하는 과제 특수 발견 전략에 관심을 가졌다. 이러한 과제 특수 발견 전략은 이미 알
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고 있는 문제와 동일한 목표구조(문제공간)를 가진 새로운 문제에 접했을 때 문제해결의 수

행을 강화한다(Novick & Holyoak, 1991). 모델링 사이클에서 수학적 모델을 결정한 이후로

는 Polya의 문제해결 과정이 적용되기 때문에 문제공간의 연구결과가 모델링의 과제공간에

서도 가능하다고 보았다. 앞에서 제시한 모델링 과제공간에서 학생들이 사용한 과제 특수

발견전략을 표로 정리하면 <표Ⅳ-3>와 같다. 이를 위해 학생들의 과제 해결의 결과 중에서

완벽하게 해결된 것을 선택하여 그들이 선호하는 발견전략만을 조사하였다.

전략

과제

과제 특수 발견 전략

성취수준

평가

척도

점수Si An Ap Vex Ge Go Dt As Sp Sy Co
총

개수

Ts o o 2 1 39

Ds o o o o o o o 7 4 67

Es o o o 3 2 45

Ab o o o o o 5 3 55

Pt o o o o o o o o o 10 5 219

<표Ⅳ-3> 학생들의 모델링 과제 해결에서 사용된 과제 특수 발견 전략의 유형

Si: 실세계 상황에서 수학적 아이디어 끌어내기, An: 유추, Ap: 근사 또는 어림, Vex: 변수식의 설정,

Ge: 일반화 또는 조직, Go: 목표설정, Dt: 그림 또는 표, As: 보조원고 설정, Sp: 문제단순화,

Sy: 대칭관계, Co: 필요한 정보데이터(수치)

<표Ⅳ-3>는 각 과제에 들어있는 발견 전략의 수(총 개수), 학생 성취수준, 과제 복잡성의

평가척도를 나타내고 있는데, 성취수준은 학생들이 과제를 얼마나 어렵게 보고 있는지를 나

타내는 것으로써 수치가 높을수록 학생들이 어렵게 생각한다는 것이다. 이는 학생들의 성취

수준으로 나타내었지만 학생들은 과제 해결의 어려움의 원인을 과제 특수 발견 전략이나 과

제 복잡성으로 말하는 것을 다음 대화에서 알 수 있다.

학생 1: (특정 과제를 지적하며) 보조원소의 설정은 쉽게 떠오르지 않아요.

고등학교에서는 문제에 모든 정보가 충분히 있어서 우리는 배운 지

식을 생각하여 문제를 해결하는 데에는 어려움이 없었어요. 그 시절

에 이런 경험을 자주했으면 훨씬 좋았을 것 같아요. 우리 모둠원들

은 이것이 가장 어렵다고 하네요.

연구자: 다른 모둠의 의견은 어떤가요?

학생 2: 기하문제를 해결하는 것은 아직도 어려워요. 기하문제는 보조원소의

설정이 자주 이용되기 때문에 풀 때는 항상 어려움이 커요. 중, 고등

학교에서 기하문제가 출제되는 중간, 기말고사에서는 풀이를 외워서

시험 준비를 했어요. 기하문제나 확률문제는 모두 어려웠어요.
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이와 같이 학생들의 성취수준이 낮은 모델링 과제는 두 가지의 요인, 즉 과제 복잡성과

과제 특수 발견 전략이 관련되어 있다. 표에서 Ds(우편배달의 고민)과제를 보면 과제 복잡

성(평가척도 점수)과 과제 특수 발견 전략의 개수가 각각 두 번째로 많다. 또 Ab(농사대행

업체의 홍보)도 각각 세 번째로 많고 나머지의 모델링 과제도 같은 경향을 보인다. 모델링

과제 5개를 실험대상으로 한 본 연구에서는 모델링 과제 복잡성의 척도, 학생 성취수준, 과

제 특수 발견 전략의 개수 사이에 일관성이 있는 경향을 보였다.

Ⅴ. 결 론

융합형 인재를 양성하는 수학교육이 부족하다라는 비판을 해결하기 위해 학교수학에서는

수학의 내·외적 통합을 강조하는 모델링 교육을 교육과정으로 도입하자는 주장이 논의되어 왔

다(Pollak, 1979; Blum & Leiss, 2005). 이것이 실현되기 위해서는 모델링 과제의 개발이 가장

중요하며 그 과제의 성격에 대해 Zawojewski 외(2007)는 모델링 과제는 문제 해결자가 일상

적인 학교 경험을 넘어 수학적인 생각에 집중할 수 있어야 하고 일반화하려는 결과물은 목표

달성에 필요한 개념적 도구 또는 복합적인 가공물을 포함하는 실제적인 상황이어야 한다고

주장하였다. 이에 본 연구자도 수학적 모델링 교육을 학교교육의 핵심활동 중 하나로 도입해

야 한다고 보며 모델링 과제의 성격도 Zawojewski 외(2007)의 견해에 동의한다. 이 연구를

위해 38명의 예비 수학교사들이 실험에 참여하였으며 실험결과로 다음과 같은 결론을 얻었다.

첫째는 종전의 문제구조를 표현한 문제공간(state space)을 발전시켜 모델링 과제에 맞는

과제공간의 모델을 완성하였다. 1980년대에 완성한 Kantowski(1972)관점의 문제공간은 문제

구조를 표현하는 방법으로 활용되었으나 문제의 열린 정도를 반영하지 않아서 모델링 과제

에는 적당한 방법이 아니었다. 이후 몇 명의 연구자들이 모델링 과제에 적절한 모델을 만들

었는데(Graumann, 2002; Reit & Ludwig, 2015) 이 연구에서 생성한 모델링의 과제공간은

선행연구의 아이디어를 받아들이면서 과제의 열린 정도를 고려한 발전된 모델이고 모델링의

과제공간에서 과제 복잡성을 수치로 표현한 계량적인 모델의 평가척도를 설계하였다. 이 평

가척도 모델은 Reit 외(2015)와 Graumann(2002)의 사고 구조의 순서도에 대한 가중치를 적

용한 방식을 발전시킨 것이다. 이렇게 설계된 과제 복잡성의 평가척도(rating scheme)에 대

하여 두 가지 관점에서 타당도를 조사하였다. 첫째는 학교에서 교사들이 문제의 복잡성을

측정하는데 자주 사용하는 방식으로, 둘째는 이 연구에서 정한 계량화된 평가척도로 과제의

복잡성과 학생 성취도의 관계를 분석하였는데 두 가지 관점의 비교로 이 연구에서 정한 방

식이 보다 일관성이 있는 것임을 입증하였다.

둘째는 모델링 과제 복잡성의 척도, 학생 성취 수준, 과제 특수 발견 전략의 개수 사이에는

일관된 패턴이 있음을 발견하였다. 선행연구에서는 과제 특수 발견 전략은 올바른 해의 방향

을 제시하는 역할을 한다(Silver & Marshall, 1990)는 것이고 이미 알고 있는 문제와 동일한

목표구조를 가진 새로운 문제에 접했을 때 문제해결의 수행을 강화한다는 것이었다(Novick

& Holyoak, 1991). 이 연구에서는 세 가지 요인, 즉 학생들의 성취수준, 과제 복잡성의 평가

척도, 과제에 들어있는 발견 전략의 개수 사이에는 일정한 경향이 있다는 것을 보였다.

수학적 모델링은 학생이 미래 사회에 적응하는데 중요한 사고활동을 할 수 있는 발판이

되기 때문에 많은 모델링 과제를 활용한 수업이 수학과 교육과정에 자유롭게 도입이 되어야

하고 본 연구결과는 모델링의 활용적인 면에서 매우 긍정적으로 볼 수 있다.
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Space and Rating Scheme in its Complexity
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Abstract

The purpose of this study was to decide the task space and Rating Scheme

of task difficulty in complicated mathematical modelling situations. One of main

objective was also to conform the validation of Rating Scheme to determine the

degree of difficulty by comparing the student performance with the statement of

the theoretical model. In spring 2014, the experimental setting was in Modelling

Course for 38 in-service teachers in mathematics education. In conclusions, we

developed the Model of Task Space based on their solution paths in

mathematical modelling tasks and Rating Scheme for task difficulty. The

Validity of Rating Scheme to determine the degree of task difficulty based on

comparing the student performance gave us the meaningful results. Within a

modelling task the student performance verifies the degree of difficulty in terms

of scoring higher using solution approaches determined as easier and vice versa.

Another finding was some relations among three research topics, that is, degree

of task difficulty on rating scheme, levels of students performance and numbers

of specific heuristic. Those three topics showed the impressive consistence

pattern.

Key Words : Mathematical modelling task space, task difficulty, rating scheme for

task difficulty, specific heuristic
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