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I. 학교수학과 수학적 연결성

수학의 서로 다른 내용 간의 연결은 학교 수

학에서 중요하게 다루어지고 있으며, 특히 학교 

수학에서 가장 큰 부분을 차지하고 있는 대수와 

기하 영역 영역의 연결이 매우 강조되고 있는 

것을 확인할 수 있다(교육부, 2015; Atiyah, 2001;

CCSSI, 2010; GDE, 2014; MDE, 2013; NCTM,

1989, 2000).

교육부(2015)는 수학의 각 영역의 내용을 자연

스럽게 연계하여 수학적 지식을 통합할 수 있는 

방향을 제시하였고, 교수-학습을 하는 과정에서 

이러한 연계성을 고려하여 지도할 것을 강조하

고 있다. 또한 NCTM(1989, 2000)은 학생들이 서

로 다른 영역의 연결성 및 수학적 아이디어 간

의 연결성을 이해할 수 있을 때, 수학을 통합된 

전체로 보게 된다고 하였으며, 학교 수학에서 가

장 중요한 연결은 대수와 기하 영역의 연결이라

고 하였다.

CCSSI(2010)에서도 고등학교의 대수를 함수,

기하와 연결하여 해석할 것을 강조하고 있으며,

고등학교 기하에서는 <connection to equation>항

목을 별도로 제시하여 방정식의 해를 기하학적

으로 해석할 수 있는 기회를 학생들에게 제공하

고 있다. 이와 같은 내용을 반영하여 최근에 미
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본 연구는 대수와 기하의 영역을 연결하여 기존의 틀을 새로운 관점에서 이해하고 선

대의 수학자들이 해결하지 못한 문제를 다룰 수 있었던 Descartes의 관점을 분석하고 적

용 가능한 교수학적 시사점을 찾는 것을 목적으로 하고 있다. 연구의 목적을 달성하기 

위하여 대수와 기하의 수학적 연결성을 기반으로 하고 있는 해석기하학의 기본 원리와 

전개 방식의 특징을 조명하였으며, 국내ㆍ외 교육과정 문서 및 선행 연구를 분석하여 

해석기하학의 관점에서 방정식의 기하학적 해법이 갖는 의미를 고찰하였다. 이를 바탕

으로 좌표평면에 표현된 도형들의 교점으로 방정식의 기하학적 해를 제시하면서 대수와 

기하의 수학적 연결성에 관한 통찰의 기회를 제공할 수 있는 가능성에 대하여 논의하였

으며, 두 원뿔곡선의 교점을 활용한 삼차방정식의 기하학적 해법을 탐색 단계, 해결 단

계, 반성 단계의 일련의 과정으로 해석하고 이를 교수학적으로 활용할 수 있는 방법을 

제시하였다.
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국의 각 주에서 나온 교육과정을 보면 대수와 

기하에 관한 연결을 매우 강조하고 있는 것을 

확인할 수 있다(예, GDE, 2014; MDE, 2013).

한편, Atiyah(2001)는 “when you pass over into

algebraic calculations, essentially you stop thinking;

you stop thinking geometrically, you stop thinking

about the meaning”이라는 표현을 통하여 대수적 

조작과 더불어 기하학적 사고를 강조하였으며,

아인슈타인(Einstein)도 다음과 같은 글을 통하여 

시각적 표현이 언어 및 기호 조작 이상의 역할

을 할 수 있다고 주장하였다(Hadamard, 1945).

The words or the language, as they are written or

spoken, do not seem to play any role in my

mechanism of thought. The psychical entities

which seem to serve as elements in thought are

certain sign and more or less clear image which

can be ‘voluntarily' reproduced and combined.(p.

142)

이와 같은 관점들은 기하학적인 표현이 수식

을 바탕으로 하고 있는 대수적 표현에 수학적인 

의미를 부여할 수 있다는 것을 의미하며, 다양한 

연구의 결과에서 이러한 주장을 뒷받침해주고 

있는 근거를 확인할 수 있다.

Cuoco, Goldenberg & Mark (1996)는 수학자들

이 수학적 지식을 이해하거나, 새로운 개념을 창

조하는데 활용되는 수학적 사고의 방법들을 기

하학적 접근과 대수학적 접근으로 구분하여 정

리한 내용을 바탕으로 학교 수학에서는 대수적 

사고의 방법과 기하학적 접근의 연결 방법을 개

발하고 그것들을 활용할 수 있도록 지원해야 한

다고 주장하였다. 그리고 이러한 수학적 사고의 

방법들을 통하여 수학적 아이디어를 상호 연결

하는 능력을 함양할 수 있도록 지원하는 것이 

무엇보다 필요하다는 차원에서 교육과정의 개정 

방향을 제시하였다.

또한 표, 대수식, 그래프와 같은 다양한 표상의

연결을 통하여 함수 및 방정식의 개념을 학습하

는 과정을 다루었거나, 함수나 방정식과 관련된 

문제의 해결을 위하여 서로 다른 표상들 간의 

연결을 활용한 연구(Knuth, 2000; Moschkovich,

Schoenfeld & Arcavi, 1993; Mousoulides &

Gagatsis, 2004)에서는 다른 형태의 표상들의 연

결을 통하여 함수나 방정식 개념의 심상을 구성

할 수 있으며, 수학적 이해를 확장시킨다는 차원

에서 다양한 표상의 연결의 중요성을 강조하고 

있다.

이와 같이 학교 수학에서 대수와 기하의 연결

은 매우 중요한 교수학적 관점이 될 수 있다는 

전제하에, 본 연구에서는 대수와 기하의 연결 고

리를 마련했다는 점에서 수학사에 큰 공헌을 한 

17세기의 프랑스의 수학자 Descartes의 관점을 

재조명하고, 교수학적 시사점을 찾는 것을 목적

으로 하고 있다. 이를 위하여 해석기하학의 기본 

원리와 전개 방식의 특징을 살펴보았으며, 국내·

외 교육과정 문서 및 해석기하학을 다루고 있는 

선행 연구에 대한 분석을 하였다. 특히, 대수 곡

선들의 교점으로 방정식의 해를 제시하는 해석

기하학의 관점(Allaire & Bradley, 2001)을 바탕으

로, 원뿔곡선을 활용하여 기하학적인 해를 구성

할 수 있는 방법을 소개하고 삼차방정식을 기하

학적으로 해석하여 대수와 기하의 수학적 연결

성에 관한 통찰의 기회를 제공할 수 있는 가능

성을 고찰해보고자 한다.

II. 대수와 기하의 연결:

Descartes의 관점

해석기하학은 대수적 조작을 활용하는 기하학

의 한 방법으로, 좌표의 개념을 도입하여 점을 

실수의 순서쌍   으로 대응시키고 모든 점
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들의 순서쌍으로 이루어진 곡선이 나타내는 방

정식   의 대수적, 해석적 성질을 통하

여 그에 대응된 곡선의 기하학적 성질을 연구하

는 것이다(우정호, 2007; Eves, 1995).

해석기하학의 진정한 본질은 기하학적인 대상

을 그에 대응하는 대수적인 표상으로 바꾸어 해

석하는 데 있다. 이와 같은 해석기하학의 방법론

은 대수적 기호 및 처리 과정이 발전되고 난 이

후에 본격적으로 연구되었으며, 17세기 프랑스의 

두 수학자 데카르트(Rene Descartes, 1596-1650)와 

페르마(Pierre de Fermat, 1601-1665)에 의하여 창

시되었다고 받아들여지고 있다(Eves, 1995).

Descartes와 Fermat는 동시대에 비슷한 생각을 

통하여 대수학과 기하학을 연결하였지만, 해석기

하학이라는 새로운 분야에 접근하는 방법과 이

를 표현하기 위하여 사용한 기호는 서로 달랐다.

Fermat는 대수방정식을 기하학적으로 표현했을 

경우에 어떤 곡선이 되는지에 더 관심을 갖고 

있었으며, 비에트(Viète) 기호를 사용하여 미지수

가 두 개인 방정식에 따른 곡선의 자취를 주로 

연구하였다. 반면, Descartes는 오늘날 우리가 사

용하는 것과 같이 알파벳   를 매개변수나 

상수로 사용하고,   를 이용하여 미지수를 

다루었으며, 곡선을 따라 역학적으로 움직이는 

기하학적인 자취를 활용하여 대수방정식을 연구

하는 방법을 주로 사용하였다(Dennis, 1997,

2000; Eves, 1995; Neovius, 2013).

Descartes와 Fermat는 양수의 값만을 사용한 좌

표를 통하여 곡선을 다루었으나, 이후 뉴턴

(Newton)과 라이프니츠(Leibniz)가 수의 범위를 

실수로 확장하고 음의 축을 사용하여 네 개의 

사분면에 곡선을 표현하게 되면서 해석기하학의 

형태가 완성되었다. 또한 Newton과 Leibniz는 변

수들의 관계를 좌표평면에 표현하여 함수와 곡

선을 시각화할 수 있었으며, Fermat가 방정식을 

곡선으로 표현하면서 연구했던 극대와 극소 이

론을 바탕으로 미적분학의 이론을 최초로 발전

시킬 수 있었다(우정호, 2007; Neovius, 2013).

해석기하학을 비롯한 수학의 다양한 분야에서 

Fermat의 연구 업적은 많았으나, 대부분이 17세기 

후반까지 출판되지 않았던 반면, Descartes는 그의 

철학적 방법의 전반적인 내용을 담은 <방법서설

(Discours de la methode)>을 세 권의 부록과 함께 

1637년에 출간하였는데, 세 권의 부록 중 마지막 

권인 <La Ge֜ometrie, 기하학>의 내용을 통하여 해

석기하학과 관련된 Descartes의 업적을 확인할 수 

있다. Descartes가 남긴 <La Ge֜ometrie, 기하학>에 

수록된 해석기하학의 내용이 후대에 계승되었으

며, 차세대의 수학의 발전에 많은 영향을 미치게 

되었다(Grabiner, 1995; Neovius, 2013).

<La Ge֜ometrie, 기하학>은 대수적인 방법을 통

하여 기하 문제에 접근하는 방법을 세 부분으로 

나누어 제시하고 있다. 처음 두 개의 부분은 ‘산

술 계산을 기하학과 관련짓는 방법’을 다루고 있

으며, 세 번째 부분에서 방정식의 차수를 활용하

여 대수 곡선을 분류하는 중요한 내용을 담고 있

다(Dennis, 1997; Descartes, 1954; Neovius, 2013).

<La Ge֜ometrie, 기하학>에서 Descartes는 고대 

그리스의 수학자 파푸스(Pappus)가 편찬한 

<Mathematical Collection, 수학 집성>2)에 수록되

어 있는 기하 문제를 대수방정식을 통하여 해결

하면서 그의 해석기하학의 이론을 전개하였다

(Descartes, 1954; Grabiner, 1995; Neovius, 2013).

Pappus의 문제는 “평면에 여러 개의 선분과 선

분의 개수만큼의 각이 주어져 있을 때, 평면 위

의 점 C에 대하여 주어진 각을 이루도록 각 선

2) 유클리드(Euclid) 및 아폴로니우스(Apolonius)와 같은 고대 그리스 수학자들의 연구 결과를 집대성하여 
Pappus가 A.D 320년경에 편찬한 책으로 고대 그리스의 기하학에 관하여 매우 중요한 정보를 담고 있는 
역사적 자료이다. 총 여덟 권으로 되어 있으며, Descartes가 그의 해석기하학의 이론을 전개하면서 활용
한 ‘Pappus의 문제’는 제 7권에 수록되어 있다(Eves, 1995).
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분들의 끝점을 잇는 새로운 선분을 작도했을 때,

새롭게 작도한 선분들 사이의 곱의 비율이 일정

하게 되는 점 C의 자취를 찾는 문제”이다

(Descartes, 1954, p. 27).

처음에 주어진 직선의 개수가 세 개 혹은 네 

개일 경우에 점의 자취가 원뿔곡선이 된다는 것

을 Apolonius가 이미 해결하였으며, Pappus는 이 

문제를 수없이 많은 새로운 곡선을 암시하는 문

제로 더욱 일반화시켰다. 그리고 직선이 몇 개가 

있어도 점 C의 자취는 언제나 하나의 특정한 곡

선을 결정할지도 모른다고 생각하였으나, 일반해

를 얻기 위한 시도는 성공하지 못했다. 오랜 세월

이 흐른 후, Descartes는 세 개 및 네 개의 선에 

관한 자취 문제를 대수적인 방법으로 다루면서 

자신의 방법이 가진 힘에 크게 감동 받았으며, 고

대 그리스 수학자들과는 다른 방법으로 일반해에 

접근하였다(Boyer & Merzbach, 1991; Eves, 1995).

[그림 II-1]은 처음에 주어진 선분이 네 개인 

Pappus의 문제(4선 문제)를 해결하면서 Descartes

가 그린 그림이다.

[그림 II-1] Descartes가 Pappus의 문제를 

해결하면서 그린 그림 (Descartes, 1954, p. 27)

Descartes는 이 그림을 통하여 평면에 위치가 

고정된 네 개의 선분(AB AD EF GH)과 네 개

의 각이 주어져 있을 때, 평면 위의 점 C에 

대하여 선분들 CB CD CF CH와 처음에 주어

진 선분들이 이루는 각 CBA CDA CFE CHG

가 처음에 주어졌던 각을 이루면서 

CB∙CF의 값과 CD∙CH의 값의 비율이 일

정하게 되는 점 C의 자취를 찾았다(Descartes,

1954, p. 27, p. 60).

이 문제를 해결하기 위하여 Descartes는 분석

법3)을 사용하였다. 문제가 해결되었다고 가정하

고, 처음 주어진 선분들 중 하나인 선분 AB의 

길이와 주어진 조건을 만족시키도록 작도한 선

분들 중 하나인 선분 BC의 길이를 각각  라 

놓았다4). 그리고 처음에 주어진 각 선분의 연장

선과 선분 AB의 연장선이 만나서 생기는 교점 

E G와 선분 BC의 연장선이 만나 생기는 교점 

R T S에 대하여, 각 점을 잇는 선분의 길이를 

와 에 관한 식으로 나타낼 수 있었다.

[그림 II-1] 에서 ∠CBA는 이미 주어져 있으

므로 ∠ABR을 알 수 있고, 선분 AB와 선분 

AD는 처음부터 위치가 고정되어 있었으므로 

∠RAB를 알 수 있다. 따라서 삼각형 ARB의 

모든 각을 알 수 있으며, 삼각비를 이용하면 삼

각형 ARB의 세 개의 변 사이의 길이의 비를 

알 수 있다. AB  BR    라고 하면, AB

이므로, BR


이다. [그림 II-1]에서 점 B는 

점 C와 점 R사이에 있으므로 CR


이

3) 수학적 발견술(heuristics) 가운데 하나로 가장 오래 전부터 사용되어 온 방법이 분석법이다. 분석법은 
B.C 6세기 경 고대 그리스 피타고라스 학파의 수학자들에 의하여 사용되기 시작한 것으로 받아들여지며,

Platon을 거쳐 A.D 300년경 Pappus에 의하여 체계적으로 정리되었다. 이후 17세기에 Descartes는 고대 그
리스 수학자들이 기하에 국한시킨 분석법을 대수방정식을 이용한 문제해결 방법으로 확장시켰다. 분석법
은 구하고자 하는 것을 이미 구한 것처럼, 증명해야 할 것을 이미 증명되어 참인 것으로 가정하고 선행 
조건을 찾아 초기의 조건에 이르는 방법이다(강문봉, 1992; 김성준, 2007).

4) Descartes는 좌표와 좌표의 선택을 신중하게 했으며, 양수인 좌표만을 사용했다. 또한 해당 문제의 기
하학적 상황에 맞는 (현대적인 의미의) 사교 좌표(oblique coordinates)를 사용하였다(Dennis, 1997).
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다(단, 점 R이 점 C와 점 B사이에 있으면 

CR


이며, 점 C가 점 B와 점 R사이

에 있으면 CR 


이다).

또한, ∠CDA는 이미 주어져 있고, 선분 BC

는 선분 RB의 연장선이므로, 삼각형 DRC의 

모든 각을 알 수 있으며, 위와 마찬가지로 삼각

비를 이용하여 선분 CR의 길이와 선분 CD의 

길이의 비를 알 수 있다. CR  CD    라고 

하면, CR


이므로, CD






임을 

확인할 수 있다.   의 값은 상수이기 때문에 

결국 선분 CD의 길이를 와 에 대한 일차식

으로 표현한 것이며, Descartes는 같은 방식으로 

선분 CFCH의 길이를 와 에 관한 일차식으

로 나타낼 수 있었다. 선분 CB CD CF CH의 

길이는 

CB  

CD 




CF 




CH 


 

이며, CB∙CF와 CD∙CH의 비율이 이 

되도록 식을 세우면, 다음과 같은 방정식 

  

   


⋯

을 얻을 수 있다. 위의 식 에서 나온 상수 

는 그대로 사용하고, 나머지 상수를 대수적으로 

조작하여    를 사용하여 정리하면,

  







 ⋯ 

와 같이 방정식을 간단히 나타낼 수 있다.

Descartes는 식 를 만족시키는 점 C의 자

취5)를 작도하여, 점의 자취가 원뿔곡선이 된다

는 것을 확인할 수 있었다. 특히 의 계수 


가 이 될 경우, 점 C의 자취는 포물선이 되며,




가 양수가 될 경우, 점 C의 자취는 쌍곡선이 

되고, 


가 음수일 경우에는 타원(경우에 따라

서는 원)이 된다는 것을 보였다(Descartes, 1954,

pp. 60-64, p. 67).

Descartes는 네 개의 선분에 관한 Pappus의 자

취 문제의 해법을 다섯 개 이상의 선분에 대한 

문제로 일반화하여 Pappus의 문제를 다음과 같

이 분류하였다(Descartes, 1954, pp. 56-59;

Neovius, 2013). Pappus의 문제에서 선의 개수가 

  개인 경우에는 결과로 생

기는 자취의 방정식이  에 관한 일차나 이차

방정식이 되며, 직선과 원으로 작도가 가능하다.

이러한 문제를 제 종의 방정식 문제로 분류하

였다.

또한       개의 

선이 있는 경우의 자취의 방정식은  에 관한 

삼차방정식 혹은 사차방정식이 되며, 원뿔곡선의 

교점을 이용하여 작도가 가능하다. 이는 제 종

의 방정식 문제에 해당한다. 마지막으로 선의 

개수가     

개인 경우에 자취의 방정식은  에 관한 오차 

혹은 육차의 방정식이 되며, 곡선을 작도하기 

위해서는 기존에 알려진 원뿔곡선 이외의

5) 사교 좌표계에서의 자취이다.
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  ⋯ 6)

와 같은 방정식으로 표현되는 새로운 곡선

(cartesian parabola)이 필요하다. Descartes는 이와 

같은 종류의 문제를 제 종의 방정식 문제로 분

류했다(<표 II-1>).

고대 그리스 시대부터 작도에 이용되었던 도

구는 눈금이 없는 자와 컴퍼스였지만, Descartes

는 “constructible(작도 가능)”의 의미를 두 개 혹

은 세 개의 직선의 교점을 움직이면서 또 다른 

곡선을 그리는 것으로 확장하여 해석하였다. 그

는 원뿔곡선 역시 전통적인 작도법으로는 그릴 

수 없으며, 기구를 사용하여 그릴 수 있다고 하

면서 복잡한 곡선의 작도는 연속적으로 움직이

도록 제작된 기계적 도구를 활용하여 작도할 수 

있다고 생각했다(Dennis, 2000; Descartes, 1954, p.

43; Grabiner, 1995).

제작된 도구를 사용하여 곡선을 그릴 수 있다

는 Descartes의 발상은 고전적인 그리스의 전통

과는 구별되는 것이었으므로 그 당시 학자들에

게 도구를 활용한 수학적 탐구에 대한 관심을 

불러일으키기도 하였다(Dennis, 2000).

[그림 II-2(a)]는 쌍곡선을 작도할 수 있도록 제

작된 Descartes의 기구이다. 이 그림에서 눈금이 

없는 자 GL이 평행하지 않은 하나의 직선(선분 

AB의 연장선)과 점 L에서 만나고 있으며, AB

의 연장선 위에 선분 KL있다. 또한 ∠NKL이 

일정한 선분 KN을 생각하여, 마치 점 L을 하나

의 꼭짓점으로 하는 삼각형 KNL이 AB의 연장

선을 따라 위 아래로 움직인다고 하면, 눈금이 

없는 자 GL이 점 G주위를 회전하면서 KN의 

N방향으로의 연장선과의 교점 C가 생긴다. [그

림 II-2(b)]를 통하여 또 다른 교점 C′이 생기는 

원리를 확인할 수 있다(Grabiner, 1995).

[그림 II-2 (a)]

6) Descartes가 ‘Pappus의 문제’에서 선분이 다섯 개 있을 경우로 확장하여 문제를 해결하면서 유도한 방정
식이다. 이 방정식은 Descartes가 이미 알고 있었던 원뿔곡선의 방정식이 아니었으며, 그가 만든 기구를 
통하여 구현이 가능했던 곡선을 나타내는 방정식이다. Descartes의 이 곡선은 ‘Pappus 문제’의 해결과 더
불어 대수적으로 풀 수 없는 오차 이상의 방정식에 대한 기하학적 해를 제시하는 과정에서 중요한 역할
을 한 곡선이며, 보통 cartesian parabola 혹은 cubical parabola라고 부른다(Grabiner, 1995; Neovius, 2013).

Pappus의 문제에서 선분의 수
자취방정식의 

차수

자취의 작도를 위해 필요한 

곡선들
(방정식의) 분류 

 ≤ 직선과 원 

  ≤ 원뿔곡선의 교점 

  ≤ cartesian parabola와 원의 교점 

<표 II-1> Pappus 문제에 대한 Descartes의 분류(Neovius, 2013)
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[그림 II-2 (b)]

[그림 II-2] Descartes의 쌍곡선 작도 기구 

및 작동 원리(Descartes, 1954, p. 50;

Grabiner, 1995)

Descartes는 이와 같은 기구를 사용하여 작도

한 곡선으로부터 미지수  와 상수   를 

사용하여 다음과 같은 쌍곡선의 대수방정식을 

유도할 수 있었다.

먼저, BA,CB, GA, KL,

NL라고 하면, NL  KLCBBK 이므로,

BK 


이며, BL 


, AL


임

을 알 수 있다.

또한, CB  LBAGLA이므로,

  


    


이다. 이 비례식을 통

하여 나온 식 

  


를 정리

하면, 쌍곡선의 방정식

  




를 얻을 수 있다. Descartes는 이 방정식을 통하

여 기구를 사용하여 작도한 곡선 EC가 쌍곡선

이 된다는 것을 알 수 있었으며, 이 곡선을 제 1

종에 해당하는 곡선으로 분류하였다(Descartes,

1954, pp. 52-55).

한편, Descartes는 제 3종으로 분류되는 방정식

을 기하학적으로 표현하기 위하여 앞에서 제시

한 과 같은 식으로 표현되는, 원뿔곡선 이

외의 새로운 곡선(cartesian parabola)을 작도할 필

요가 있었는데, 그는 [그림 II-2]의 쌍곡선을 작

도하기 위한 기구에서 선분 CNK 대신에 선분 

KB를 축으로 하는 포물선을 사용하여 움직이는 

포물선과 직선의 교점으로 이루어진 곡선을 작

도할 수 있었다([그림 II-3]).

[그림 II-3] cartesian

parabola(Descartes, 1954, p. 86)

곡선에 대한 Descartes의 관심은 더 높은 차수

의 방정식의 근을 작도하기 위하여 [그림 II-3]의 

곡선을 차례로 이용하는 것이었다. Descartes는 

이미 16세기에 이탈리아 수학자들에 의해 밝혀

진, 삼차방정식과 사차방정식의 근의 공식을 알

고 있었지만, 그가 제작한 기구를 통하여 작도할 

수 있는 원뿔곡선과 그들의 교점을 활용한 기하

학적 접근 방식에 관심을 갖고 있었다.

특히 <La Ge֜ometrie, 기하학>의 마지막 부분은 

대수적으로 풀 수 없는 오차 이상의 방정식을 

해결하기 위하여 기하학적으로 접근하는 내용으

로 구성되어 있다. Descartes가 육차 방정식을 해

결하기 위하여 사용한 곡선은 우리가 쉽게 생각
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할 수 있는   과 같은 쉬운 곡선이 아닌, 제

작된 도구를 활용하여 작도한 cartesian parabola

와 원의 교점이었다(Descartes, 1954; Grabiner,

1995; Neovius, 2013).

[그림 II-4]에서   

라는 조건에서의   

육차 방정식

  

의 기하학적 해를 확인할 수 있다(Descartes,

1954, p. 221).

[그림 II-4] 육차 방정식의 기하학적 해 

(Descartes, 1954, p. 222)

Descartes는 cartesian parabola의 일부분인 ACN

과 원 호 CNP의 여섯 개의 교점을 이용하여 

방정식의 해를 표현하였고, 작도된 도형들의 교

점이 여섯 개보다 적을 경우에는 해당 교점이 

실근이 되며, 그 이외의 근은 허근이 된다고 제

시하였다(Descartes, 1954, pp. 225-226).

III. Descartes의 관점과

학교수학의 관련성

이상에서 살펴본 내용들을 종합하면, Descartes

는 Pappus의 문제를 통하여 기하학적 문제를 대

수방정식의 용어로 환원시키고 대수방정식을 만

족시키는 곡선을 작도한 후 최종적인 기하학적

인 해를 제시하였으며, 다른 한편으로는 대수방

정식의 기하학적 해법에도 해석기하학의 방법을 

활용하였다. Descartes는 곡선을 연구하면서 반드시

곡선에 대응하는 방정식을 같이 연구하였고, 문

제 해결을 위하여 기하와 대수의 장점을 종합하

여 해석하였으며(Descartes, 1954, p. 8; Grabiner,

1995), <La Ge֜ometrie, 기하학>의 내용을 통하여 

대수와 기하의 연결을 근간으로 하는 새로운 수

학의 방법론을 창시한 것이다.

이와 같은 해석기하학의 방법론은 대수식에 

대한 기하학적 해석을 강조했던 아랍 수학자들

의 시도7)와 연장선상에 있다고 할 수 있다. 특

히 방정식의 기하학적 해에 관해서는 아랍의 수

학자들과는 달리 좌표의 개념과 현대적인 대수

의 표기법을 활용하여 방정식의 기하학적 해를 

대수적으로 다양하게 변형하여 재해석하고 있다

는 점에서 주목할 만하며, 아랍의 수학자들이 활

동하던 당시에 대수적으로 해결할 수 없었던 삼

차방정식을 해결하기 위하여 기하학적으로 접근

한 것과 마찬가지로 대수적으로 해결할 수 없었

던 오차 이상의 방정식에 대한 해법의 단서를 

기하학에서 찾았다는 데 큰 의의가 있다고 할 

수 있다(Wagner, 2013).

해석기하학은 대수방정식에 의해 좌표평면에 

표현되는 곡선에 대한 연구로 기하학의 연구 방

7) 중세 시대의 아랍의 수학자들은 방정식의 기하학적인 해석에 관심이 많았으며, 특히 오마르 카얌(Omar

Khayyam, 1048-1131)의 경우, 삼차방정식의 기하학적 해법을 체계적으로 연구하였다(Berggren, 1986;

Boyer & Merzbach, 1991; Eves, 1995). Descartes 역시 Omar Kyayyam의 해법을 알고 있었는데(Mardia,

1999), <표 II-1>에서 원뿔곡선의 교점을 이용하여 작도가 가능한 제 2종의 방정식이 여기에 해당한다.
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법을 확장시켰으며, 이에 따라 도형에 관한 다양

한 문제의 대수적 해결을 가능하게 하였다. 또한 

새로운 기하학적 정리를 대수적으로 증명할 수 

있게 하였고, 역으로 방정식을 기하학적으로 나

타내어 해결하거나 대수적인 성질을 밝히는 데 

이용할 수 있게 하였다(우정호, 2007).

최근에 CCSSI(2010)를 바탕으로 미국의 각 주

에서 Framework를 개발하여 ‘Coordinate Algebra’

라는 항목을 다루고 있으며, ‘Coordinate Algebra’

의 한 단원을 ‘Connecting Algebra and Geometry

through Coordinates’라는 주제로 제시하여 좌표를 

통한 대수와 기하의 연결을 강조하고 있는 것을 

확인할 수 있다(예, GDE, 2014; MDE, 2013).

실제로 학교 수학에서 다루는 기하 문제 해결

에 접근하기 위해서는 대수 지식이 필수적으로 

활용되며(Dindyal, 2004, 2007), 점이나 직선, 함

수, 연립방정식의 해와 같은 개념들은 대수와 기

하가 좌표평면에서 연결된 해석기하의 기본 개

념들이라고 할 수 있다(Bayazit & Aksoy, 2010).

특히 고등학교에서 다루는 기하는 주로 대수적

인 방법을 적용하고 있기 때문에(우정호, 2007;

Timmer & Verhoef, 2012), 좌표평면에 표현된 도

형을 대수적 조작과 연결하여 해석하는 것이 무

엇보다 중요하다고 할 수 있다. 다음의 <표 

III-1>에서 수학의 개념들이 좌표평면을 통하여 

연결되어 있는 내용을 확인할 수 있다.

수학적 

개념
기하적 요소 대수적 요소

점 위치가 지정된 점 순서쌍  

선
위치가 지정된 

직선       ∈R
함수 그래프 점들의 집합

연립방

정식의 

해

함수의 그래프의 

교점

각 방정식을 동시에 

만족시키는 순서쌍 

 

<표 III-1> 좌표평면에서의 기하와 대수의 연결

(Dindyal, 2007에서 변형)

Dindyal(2004, 2007)은 기하 문제 해결 과정에

서 변의 길이나 각을 표현하거나, 기하학적 결과

를 일반화하기 위해서 변수, 상수, 매개변수와 

같은 문자를 사용할 수밖에 없는 것에 주목하였

다. 그리고 이미 잘 알려진 van Hiele의 기하적 

사고의 수준에 초점을 맞춘 것이 아니라 기하와 

대수의 연결성 관점에서 기호와 대수 조작, 다양

한 대수 표현 양식, 일반화 과정을 분석하여 학

생들의 대수적 사고의 활용 결과에 따른 기하 

문제 해결 수준의 관계를 보고하였다.

대수적인 방법으로 기하 문제를 해결할 수 있

었던 Descartes의 시도에서 확인할 수 있듯이, 도

형에 대한 대수적 해석은 역사적으로 매우 의미

있는 시도였으므로 학교 수학에서는 도형을 연

구하는 중요한 방법으로 대수적 접근을 보다 분

명히 다룰 수 있는 기회가 제공될 필요가 있을 

것이다.

하지만, 현재까지 국내ㆍ외에서 진행되고 있는 

해석기하와 관련된 선행 연구는 곡선과 대수방

정식의 연결성 관점에서 접근했다기보다는 기하

에 대한 지나친 대수적 접근 경향을 보완할 수 

있는 종합기하학의 방법을 제시하였거나(권영인

ㆍ서보억, 2007; 도정철ㆍ손홍찬, 2015; 이지현ㆍ

홍갑주, 2008; Timmer & Verhoef, 2012), 대수곡

선의 개념지도 및 곡선이 포함되어 있는 문제 

해결 지도를 위한 교수학적 방법에 주로 초점이 

맞춰지고 있는 바(윤인준ㆍ고상숙, 2012; 홍성관

ㆍ박철호, 2007; Donevska-Todorova, 2011; Ertekin,

2014; Ljajko, 2013), 학교 수학에서 대수와 기하

의 수학적 연결성을 근간으로 하고 있는 교수학

적인 현상에 관하여 선행 연구들이 제공하는 정

보가 다소 제한점이 있다는 가정을 할 수 있으

며, 지금까지 살펴본 해석기하학 관점에서의 방

정식에 대한 기하학적 접근 방법을 토대로 대수와

기하의 수학적 연결성에 관한 통찰의 기회를 제

공할 수 있는 이론적인 틀을 고찰해보고자 한다.
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IV. 교수학적 논의

곡선의 본질을 탐구하기 위하여 기하학적 대

상인 곡선의 자취를 그에 대응하는 방정식으로 

나타낸 후 곡선을 대수적인 방법으로 해석한 

Descartes의 방법은 학교 수학에서 방정식의 기

하학적 해법으로 구체적으로 구현할 수 있다.

최근의 수학교육과정에서는 일차방정식 및 이

차방정식의 해결을 위하여 일차함수 및 이차함

수의 그래프를 활용하는 기하학적 해결 방법을 

강조하고 있다(교육과학기술부, 2011; 교육부,

2015). 이는 주어진 방정식의 양변에 있는 식을 

이용하여 각각을 좌표평면에 표현하고 이들의 

교점을 통하여 해를 제시하는 기하학적 해법이

라고 할 수 있으며, 이에 대한 내용을 다룬 다수

의 연구가 진행되어 왔다(예, 박정미ㆍ이중권,

2013; Dikovic, 2009; Knuth, 2000; Tossavainen,

2009; Yerushalmy & Gilead, 1997).

본고에서는, Descartes가 분류한 2종의 방정식

에 해당하는 삼차방정식에 대한 기하학적 해법

을 고찰해보고자 한다. 삼차방정식은 두 개의 원

뿔곡선의 방정식을 연립한 형태로 해석할 수 있

으며, 좌표평면에 표현된 원뿔곡선들의 교점을 

활용하여 삼차방정식의 해를 기하학적으로 제시

할 수 있으므로 삼차방정식의 기하학적 해법을 

다루면서 Descartes가 해석기하학을 발전시키면서

주로 사용했던 원뿔곡선을 통하여 기하학적 해

를 제시할 수 있다는 교수학적인 시사점이 있다.

다음의 <표 IV-1>과 같이   과 

  의 기하학적 해법을 구체적인 한 

예로 제시할 수 있다.

삼차방정식   의 경우는 현행 교

육과정의 고등학교 1학년 과정에서 제시되고 있

는 인수분해로 해결이 가능한 형태의 삼차방정

식이다. 이 방정식을 해결하기 위하여 기하학적

으로 접근하면서   의 그래프와

  축의 교점을 활용할 수 있다. 또한 중

세의 아랍의 수학자들 및 Descartes가 제시한 서

로 다른 두 원뿔곡선의 방정식을 활용하는 방법

이 있다.

삼차방정식
원뿔곡선의 

조합
기하학적 해

   
  


 &

   

   
  


 &

   

<표 IV-1> 삼차방정식의 기하학적 해

삼차방정식   을 기하학적으로 

해결하는 과정에서 주어진 삼차방정식으로부터 

대수적 조작을 통하여 원뿔곡선의 방정식 

  


과  을 찾는 것이 선행되

어야 한다. 이후 두 원뿔곡선의 자취를 표현하여 

교점의 좌표를 제시하면 문제가 해결된다. 그

런데, 이 방법을 활용하여 고등학교의 수준에서 

대수적으로 해결할 수 없는   과 

같은 삼차방정식의 해를 기하학적으로 제시할 

수 있다. 이 방정식의 기하학적 해를 구하기 위

하여 필요한 원뿔곡선의 조합은   


과 

 이다.

<표 IV-1>에 제시된 두 가지 형태의 삼차방정

식을 기하학적으로 해결하면서 대수적 조작을 

통하여 두 개의 도형의 방정식을 찾고, 이들을 

좌표평면에 표현하여 해를 제시하는 순서로 수

학적 사고 과정이 이루어질 수 있으며, 이 과정
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에서 두 원뿔곡선의 방정식을 연립하여 처음에 

주어진 삼차방정식을 구성할 수 없는 경우에는 

일련의 과정을 반복하여 수정된 해를 제시할 수 

있다([그림 IV-1]).

[그림 IV-1] 삼차방정식의 기하학적 

해결을 위한 일련의 접근 방법 

주어진 삼차방정식으로부터 두 개의 원뿔곡선

의 방정식을 찾아 좌표평면에 표현하고, 이들의 

교점을 이용하여 삼차방정식의 해를 기하학적으

로 제시하는 모든 과정을 Polya(2005)의 문제 해

결의 네 단계인 <문제에 대한 이해>, <계획의 

작성>, <계획의 실행>, <반성>의 단계를 기반으

로 하여 <문제에 대한 이해> 및 <계획의 작성>

단계를 탐색(inquiring) 단계로, <계획의 실행> 단

계를 해결(solving) 단계로, <반성 단계>를 반성

(reflecting)단계로 재해석하고 이와 같은 탐색, 해

결, 반성의 단계를 방정식의 기하학적 해결 단계

로 활용할 수 있다.

탐색 단계, 해결 단계, 반성 단계의 일련의 과

정을 통하여 이루어질 수 있는 문제 해결의 단

계 및 교수학적 활용 관점을 <표 IV-2>와 같이 

종합하여 나타낼 수 있다.

삼차방정식을 기하학적으로 해결하면서 두 개

의 원뿔곡선의 교점을 찾는 탐색의 과정에서 원

뿔곡선의 성질, 주어진 삼차방정식의 차수 등을 

고려한 수학적 추론을 통하여 방정식을 조직하

고 주어진 삼차방정식과의 대수식을 비교하여 

최종적으로 기하학적 해를 제시하게 되며, 제시

한 기하학적 해를 반성하는 단계를 통하여 삼차

방정식의 기하학적 해에 대한 의미를 보다 풍부

하게 이해할 수 있다.

한편, 학생들이 방정식을 해결하는 과정에서 

대수적 표상과 그에 대한 기하학적 표상을 내적

으로 연결하는 것이 인지적으로 어렵기 때문에 

수학 교실에서의 구체적인 교수 및 학습의 과정

에서 대수와 기하의 수학적 연결성 구현을 위한 

다양한 교수학적 방법이 필요할 것이며, 공학 도

구의 활용이 이러한 인지적 갈등을 해소하는 데 

도움을 줄 수 있다는 다수의 연구 결과를 참고

할 수 있다(예, Yerushalmy, 1999; Yerushalmy,

2005; Yerushalmy & Gilead, 1997).

Yerushalmy(1999), Yerushalmy(2005), Yerushalmy

& Gilead(1997)와 같은 연구에서는 전통적으로 

방정식의 해결은 해석적이었으며, 비맥락적인 단

순한 대수적 조작으로 학습되었다고 비판하면서,

공학 도구를 활용하여 방정식을 해결하는 과정

Polya(2005)의 
문제 해결 단계

⇔

삼차방정식의 
기하학적 해결 

단계
교수학적 활용 관점

문제에 대한 
이해 ⇔ 탐색(inquiring)

•주어진 삼차방정식으로부터 새로운 원뿔곡선의 방정식을 구
하는 과정에서 원뿔곡선의 성질, 주어진 대수식의 차수 등을 
고려한 수학적 추론계획의 작성

계획의 실행 ⇔ 해결(solving)
•식의 조작 및 주어진 삼차방정식과의 비교를 통한 기하학적 

해의 제시 및 제시한 기하학적 해에 대한 검증 

반성 ⇔ 반성(reflecting)

•다양한 도형을 추가적으로 탐색하여 삼차방정식의 기하학적 
해와의 관련성을 분석

•실근의 개수 판별 및 삼차방정식의 기하학적 해에 대한 구조
를 전체적으로 이해

<표 IV-2> 삼차방정식의 기하학적 해의 제시 단계 및 교수학적 활용 관점



- 726 -

에서 음함수와 양함수를 모두 다룰 수 있으며,

함수에 대한 동적 이미지가 제공될 수 있어 방

정식의 해를 함수들의 그래프의 교점으로 해석

할 수 있다고 하였다. 그리고 이러한 접근은 식

의 조작과 그래프 해석을 통한 해의 관찰이라는 

두 과정을 분리시킬 수 있기 때문에 결과적으로 

방정식의 해결에 도움이 된다고 주장하였다.

학생들이 풍부한 자원을 사용하여 융통성 있

게 문제를 해결할 때, 수학적으로 사고하는 방법

을 이해할 수 있으므로(Schoenfeld, 1985), 방정식

의 기하학적 해결 과정에서 공학 도구의 활용을 

보다 적극적으로 고려할 필요가 있을 것이다.

본 연구에서 다룬 내용을 토대로 수학 교실에

서의 교수-학습 및 후속 연구를 위한 다음과 같

은 제언을 남긴다.

첫째로, 방정식을 다루는 교수-학습 상황에서

는 대수방정식과 함수의 그래프를 연결하여 다

룰 필요가 있으며, 대수와 기하의 수학적 연결성

에 대한 정보를 제공해줄 수 있는 교수학적 접

근이 요구된다고 할 수 있다. 현행 교육과정 문

서에서는 일차방정식과 이차방정식을 함수의 그

래프와 연계하여 지도하도록 명시하고 있지만,

고등학교 교육과정에서는 삼차방정식, 삼차함수,

원뿔곡선의 내용을 다루는 과정이 모두 분리되

어 있어 삼차방정식의 실근을 기하학적으로 해

석할 수 있는 기회가 부족하다고 할 수 있다. 삼

차방정식의 실근에 대한 보다 심도 있는 해석을 

제공하기 위하여 교육과정을 유연하게 재구성하

여 삼차방정식의 실근을 기하학적으로 다루는 

교수학적 접근을 시도해 보는 것도 의미가 있을 

것이다.

둘째로, 본 연구에서는 대수와 기하의 수학적 

연결성을 기본적인 틀로 하고 있는 해석기하학

의 관점에서 방정식의 기하학적 해법이 갖는 의

미를 고찰해보고, 특히 삼차방정식의 기하학적 

해법을 교수학적으로 활용할 수 있는 가능성을 

이론적으로 고찰해보았다. 하지만, 본 연구에서 

하나의 틀로 제시한 대수와 기하의 연결에 관한 

해석기하학 관점의 논의는 수학적 연결성과 관

련된 학교 수학의 다양한 교수학적 현상의 일부

분에 해당하는 것이다. 본 연구를 토대로 학교 

수학의 다양한 영역에서 수학적 연결성의 구체

적인 예가 될 수 있는 과정을 분석하고, 이를 교

수 및 학습에 적용할 수 있는 방법을 제시해줄 

수 있는 후속연구가 이루어져야 할 것이다.

셋째로, 교육부(2015)에서 제시한 수학과 교육

과정의 교수-학습 방향에 따르면 교수 및 학습 

계획을 수립하거나 학습 자료를 개발할 시에 주

제의 특성과 난이도, 학교 여건, 학생의 수준 등

을 고려하여 내용, 순서 등을 재구성할 수 있다.

현행 고등학교 교육과정에서 이차곡선을 다루면

서 고대 그리스 이래로 알려져 온 원뿔곡선을 

문자 와 를 사용하여 대수적으로 표현하고,

이들 원뿔곡선 방정식을 다양한 방법으로 활용

하여 기하 문제를 해결한 Descartes의 업적을 소

개할 수 있을 것이다. 더 나아가 직접 제작한 기

구를 활용하여 구현한 원뿔곡선의 자취를 활용

하여 고차방정식을 기하학적으로 해결할 수 있

었던 Descartes의 관점을 토대로, 이미 학습한 삼

차방정식의 해를 기하학적으로 탐구할 수 있는 

기회를 학생들에게 제공할 수 있을 것이다.

또한 교육부(2015)에서는 교육과정에 제시된 

내용을 지도한 이후, 우수 학생에게는 심화학습

의 기회를 추가로 제공할 수 있다고 하였는데,

실제로 학교 현장에서는 우수 학생을 위한 영재

교육 프로그램도 있으며, 수행평가 및 동아리 활

동도 있어 삼차방정식의 기하학적 해결과 관련

된 학습 자료를 활용할 수 있는 기회는 충분히 

있다고 볼 수 있다. 수학 교실에서 교사의 실천

적인 노력이 수반될 경우에 본 연구에서 다룬 

삼차방정식의 기하학적 해법에 대한 교수학적 

의미가 반영될 수 있을 것으로 기대한다.
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on the Connection of Algebra and Geometry
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The purpose of this study is to analyze

Descartes’s point of view on the mathematical

connection of algebra and geometry which help

comprehend the traditional frame with a new

perspective in order to access to unsolved problems

and provide useful pedagogical implications in

school mathematics. To achieve the goal,

researchers have historically reviewed the

fundamental principle and development method's

feature of analytic geometry, which stands on the

basis of mathematical connection between algebra

and geometry. In addition we have considered the

significance of geometric solving of equations in

terms of analytic geometry by analyzing related

preceding researches and modern trends of

mathematics education curriculum. These efforts

could allow us to have discussed on some

opportunities to get insight about mathematical

connection of algebra and geometry via geometric

approaches for solving equations using the

intersection of curves represented on coordinates

plane. Furthermore, we could finally provide the

method and its pedagogical implications for

interpreting geometric approaches to cubic equations

utilizing intersection of conic sections in the

process of inquiring, solving and reflecting stages.
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