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ABSTRACT

In this study, the exact rigidity and the free vibration of trapezoidal corrugated plate are analyzed 

by being based on the Kirchhoff's plate theory and the Ritz method. The previous rigidity of corru-

gated plate analyzed by considering just a geometric characteristic, a basic assumption and an equiv-

alent idea can cause large errors in practical behaviors. Accordingly, the exact rigidity supplemented 

by correction factors of the theoretical rigidity is needed. Therefore an analysis on the exact rigidity 

and the free vibration using the rigidity for the plate is performed in this paper.

* 

1. 서  론

판(plate)은 보(beam), 셸(shell) 등과 더불어 기계

시스템이나 구조물을 구성하는데 이용되는 매우 중

요한 핵심요소 중 하나이다. 특히 주름판(corrugated 

plate)은 평판을 주름잡아줌으로써 강성(rigidity)을 

증대시킨 판구조물로, 자동차, 항공우주 및 조선 등

의 산업분야에서 널리 사용되고 있는 구조물 구성요

소이다.

이러한 주름판은 등방성(isotropy) 평판이 주름잡

아진 방향에 대하여 그 직각 방향의 강성이 증대된 

것으로 기하학적 특성(geometric characteristic)으로 

인한 직교이방성(orthotropy) 판구조물로서 취급된

다. 따라서 직교이방성판으로서의 주름판에 대한 강

성과 진동 해석은 반드시 필요하다. 그러나 주름판

은 그 기하학적인 형상으로 인해 합리적인 강성의 

결정이나 진동 등과 같은 해석을 하는데 어려움이 

있어, 구조물의 설계 시 활용할 수 있는 설계데이터

가 제대로 마련되어 있지 않은 실정이다.

그 동안 발표된 평판에 관한 연구논문들을 살펴

보면, 네 변이 고정조건인 평판에 대해 유한차분법

을 이용하여 진동해석하거나, Galerkin 방법, 유한대

판법을 이용하여 각종 경계조건을 갖는 평판에 대해 

진동해석하는 등, 주로 유한요소적인 해법을 이용함

으로써 근사해를 구하고 있다. 이들 논문 외에도 보

의 고유함수를 변위함수로 가정하고 Rayleigh 법과 

Rayleigh-Ritz 법을 이용하여 진동해석한 논문 등, 

많은 발표가 있었다. 

특히 주름판에 대한 동적 문제를 취급한 논문의 

경우도, Chen 등(1)이 사다리꼴형 주름판과 평판이 

조립된 완전 자유의 경계조건을 갖는 판넬에 대하여 
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유한요소법에 의한 해석을 하고서 고속푸리에변환

(fast Fourier transform)를 이용하여 진동실험을 한 

논문과 같이, 유한요소적 해석방법과 실험에 의존한 

논문들이 대부분이다. 

주름판의 진동해석은 주름판 구조물을 직교이방

성판으로서 간주할 경우, 강성의 해석이 선행되어야 

한다. 이와 관련한 연구를 살펴보면, Seydel(2)은 파

형 주름판에 대하여 주름진 방향이 일정한 방향을 

갖고 있으면서 주름수가 많고 주름의 길이가 판의 

측면 길이에 비하여 매우 짧다면 직교이방성판으로 

간주할 수 있다는 가정을 전제로 압축실험을 통하여 

강성을 다루었다. Fung(3)은 파형 주름판을 평판에 

부착시킨 구성요소에 대하여 유한차분법을 이용, 직

교이방성판의 방정식과 같은 형의 지배방정식을 유

도하고 기하학적 해석방법을 제시하였다. Kinloch(4)

는 사다리꼴형 주름판과 평판이 조립된 판넬에 대하

여 합리적인 강성계수의 해석을 하고자 노력하였다. 

Perel(5)은 사다리꼴형 주름판에 대하여 하나의 주름

요소에 대한 간단한 기하학적인 관계만을 이용함으

로써 강성을 구하였다.

또한, 주름판은 등가의 개념을 적용시켜 정적 및 

동적 해석(6~8)을 할 수 있지만, 주름진 판 하나의 길

이가 두께에 비하여 상당히 길어서 주름판이라 볼 

수 없는 절판(folded plate)의 경우는 등가의 개념을 

적용시켜서는 안 되며 별도의 해석(9~11)이 필요하다.

그 외에도 저자 등은 연결 판을 보강재로, 연결 

볼트를 집중질량으로 취급하여 주름판에 대한 진동

해석을 한 논문(12), 적층복합 주름판을 균일한 두께

를 지닌 직교이방성판의 균질화 모델로 취급하여 강

성을 해석한 논문(13) 등을 비롯, 주름판의 강성 및 

진동 해석과 관련하여 지속적으로 연구를 진행하고 

있다.

그러나 주름판의 강성은 기하학적 특성과 기본가

정 그리고 등가의 개념만을 고려하여 역학적으로 해

석함으로써 제시되는 것은 엄밀성(exactitude) 차원

에서 문제를 지닐 수 있다. 또한, 근사적 해석 또는 

실험적 방법에 의하여 제시된 주름판의 강성은 특정 

경계조건, 모델에 대해서만 제시된 적용 한계성

(application limit)을 지니고 있다.

이와 같은 강성과 진동의 해석 시 기본적으로 고

려해야 할 판이론은 두 가지가 존재한다. 하나는 박

판의 경우 변형 전 중립축에 수직인 평면은 변형 후

에도 중립축에 수직으로 남는다는 가정에 기반한 

Kirchhoff 판이론이고, 다른 하나는 후판의 경우 변

형 전 중립축에 수직인 평면은 변형 후에는 횡 전단

변형을 고려함으로써 중립축에 수직으로 남지 않는

다는 가정에 기반한 Mindlin 판이론이다.

이 연구에서는 Kirchhoff 판이론을 기반으로 하

여 사다리꼴형 주름판(trapezoidal corrugated plate)

에 대한 강성을 해석하고 보정계수(correction fac-

tor)를 적용한 엄밀강성(exact rigidity)을 제시하며, 

이를 Ritz 법에 의한 진동해석에 적용함으로써 자

유, 단순지지, 고정의 경계조건을 조합하여 주름판

에서 가능한 36개의 경계조건을 만족시키는 해석 

프로그래밍을 한다. 이 결과는 유한요소해석 코드

인 ANSYS의 결과와 비교함으로써 그 타당성을 

검증한다. 

2. 이론해석

2.1 강성해석

이 연구에서의 사다리꼴형 주름판에 대한 강성은 

Euler-Bernoulli 보이론과 Kirchhoff-Love의 가정을 

기반으로 하여 해석한다. 

이 연구에서의 사다리꼴형 주름판 해석모델은 다

음 Fig. 1과 같으며 여기서, 는 주름판의 주름진 

방향 길이, 는 주름판의 방향 길이다.

Fig. 2는 주름판 하나의 주름요소를 나타낸 것으

로 주름각은  , 판의 두께는 , 수평　및 경사 길이 

비는   , 주름높이는 로 나타내었다. ′는 

주름요소의 길이, ′는 주름요소의 전체 길이다. 주

름수를 이라 하면 방향 길이   ′이다.

주름판의 축에 대하여 순수 굽힘모멘트가 작용

하는 경우, 각각 수평길이와 경사길이에 있어서의 

처짐각과 곡률반경은 Fig. 3에 나타낸 바와 같으며, 

각 부재의 처짐각의 관계는 식 (1)과 같다.

     (1)

식 (1)로부터 각각 수평 및 경사 길이에서 발생하

는 곡률반경    와 곡률반경 의 관

계는 다음 식과 같이 나타낼 수 있다.

   cos  (2)
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Fig. 1 Trapezoidal corrugated plate

Fig. 2 Dimension of a corrugation element

Fig. 3 Angles of deflection and curvatures of corru-
gated plate in pure bending moment

수평 및 경사 길이에서의 곡률과 굽힘모멘트 관

계식을 식 (2)에 대입하면, 축에 대한 굽힘모멘트

와 곡률의 관계는 다음과 같이 된다.

 

  cos



    (3)

따라서 주름판의 면에 대한 굽힘강성(flexural 

rigidity) 는 다음 식 (4)와 같이 쓸 수 있다.

 


 cos
(4)

여기서, 는 탄성계수, 는 푸아송비이다.

주름판 하나의 주름요소에 대한 면의 단위길이 

당 면적관성모멘트는, 수평면의 경우 평행축 정리를, 

경사면의 경우는 경사축에 대한 면적관성모멘트를 

각각 중립축에 대하여 적용하면, 다음과 같이 구할 

수 있다.

  cos

 cos  (5)

따라서 주름판의 면에 대한 굽힘강성 는 다음 

식으로 표현할 수 있다.

 
 cos

 cos 
(6)

주름판의 면에 대한 비틀림모멘트는, 경사길이

의 비틀림각을 축에 등가하고 수평길이의 비틀림

각과 합하여 비틀림모멘트로 표현하면, 다음과 같이 

나타낼 수 있다.

  


(7)

여기서, 는 주름판의 처짐이고, 는 면의 비틀

림강성(torsional rigidity)으로 다음과 같다.

 
 cos

 cos
(8)

면에 대한 비틀림모멘트는, 경사면의 경우 중립

축에 등가의 개념을 적용하고 수평면의 경우와 합함

으로써, 다음과 같이 결정된다.

  


(9)

여기서, 는 다음 식 (10)과 같다.

  cos

 
(10)
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2.2 엄밀강성을 위한 보정계수

주름판의 최대변형에너지(max)와 최대운동에너

지(max)는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

max  

 









 



 



 
 

      


 




  

 


(11)

max  













 (12)

여기서,    이고, 는 밀도, 는 각진

동수(angular frequency)이다. 그리고 Betti의 상반작

용의 정리(Betti's reciprocal theorem)에 의하여 

  로 나타낼 수 있다. 여기서의  , 는 

재료성질이 아닌 구조 시스템의 기하학적 환경에 따

라 좌우되는 탄성상수이다.

다음 식(13)은 무차원 강성을 나타낸 것이다.

 


   




  


  

  
(13)

여기서,  




로서, 평판의 굽힘강성이다.

식 (13)을 적용하면 식 (11)은 다음 식과 같다. 

max  

















 




 

        


 






 


(14)

주름판의 처짐함수 는 다음과 같이 가정

할 수 있다.

   ×  (15)

식 (15)에서의 과 는 각각  및  

방향의 직교성(orthogonality)과 경계조건을 만족시

키는 다항식이나 함수를 이용할 수 있는데, 이 연

구에서는 보함수(beam function)를 적용한다.

보함수는 직교성으로부터 다음과 같다.







″ 

  
  





  







″

  
 





  

(16)

Rayleigh 법을 이용하여, 식 (16)을 고려하고 식

(15)를 식 (12)와 식 (14)에 대입하면, 다음 식 (17)과 

같이 나타낼 수 있다. 


 

 

  
 (17)

여기서,

  





″ 

  





″

(18)

  





′ 



  





′ 



또한, ()는 주름판의 형상비(aspect ratio)이고,  

, 은 각각 , 방향의 경계조건에 따른 보함수

의 파수(wave numbers), 은 주름판의 고유진동

수(natural frequencies)이다. 

앞서 언급한 바와 같이, 기하학적 특성과 기본가

정 그리고 등가의 개념만을 고려한 주름판의 강성은 

엄밀성 차원에서 실제거동과 큰 오차를 나타낼 수 

있고, 유한요소 해석에 의한 방법으로도 강성을 직

접 해석할 수 없다. 따라서 이 연구에서는 임의로 

선정한 경계조건에 대하여 진동수를 주름각별로 유

한요소 해석(ANSYS)으로 구한 다음, 이들 진동수

들을 이용하여 강성을 역산정하고, 그 결과를 앞서 

해석한 강성 결정식에 보정계수로서 적용하여 합리

적인 엄밀강성 결정식을 마련하고자 시도한다.

즉, 임의로 선정한 하나의 경계조건을 갖는 주름

판에 대하여 유한요소 해석으로 4개의 고유진동수 

을 구한 후, 이에 대응하는 와 에 

대한 미적분을 행하고 식 (17)에 적용, 4차 연립방정

식을 통해    를 구함으로써, 다음 식 (19)에 

의해 주름판의 엄밀강성을 위한 보정계수는 결정될 

수 있다.
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
  




  














″ 

″
″
″

″ 
″

″
″ 

′ 
′
′ 
′

          
  




  













 

(23)

    

   (19)

  

여기서,  , , 는 각각 , 면에 대한 굽힘강

성과 비틀림강성의 보정계수이다. 는 

해석적으로는  ≠이지만 Betti의 정리를 고려

하여 와 의 평균치를 적용한다.

이 연구에서 적용한 경계조건은 각각   와 

  에서 고정,   와   에서 자유이고, 이에 

대한 사다리꼴형 주름판의 주름각()에 따른 강성 

보정계수식은 커브피팅(curve fitting)을 통하여 다음

과 같이 마련된다.

    

     (20)

    

2.3 진동해석

이 연구에서의 주름판에 대한 진동해석은 Ritz 법

을 이용하여 전개한다.

주름판의 처짐함수는 다음과 같이 가정한다.

  
  




  



 (21)

다음의 최소전에너지원리(minimum total energy 

principle)를 도입한다.







       

(22)

다음 식 (23)은 식 (21)을 식 (12)와 식 (14)에 대입

하고 식 (22)에 적용한 결과이다. 여기서,    

는 보정계수를 적용한 엄밀강성 
 , 

 , 
, 2



를 각각 로 나눈 새로운 무차원 강성이다. 또한, 

  ,   인 경우의 식 (16)과 더불어  ≠, 

≠의 경우, 직교성으로부터 다음과 같다.






 





″ 

″  






 





″
″  

(24)

  ,   인 경우의 식 (18)과 같이  ≠, 

≠의 경우도 다음과 같이 놓는다.

  




 
″   






″ 

  




 
″   






″ (25)

  





′ 

′   





′ 

′

위 식들을 식(23)에 적용하면 다음과 같은 고유치

문제(eigenvalue problem)가 된다.


  




  




     (26)

 (      )

여기서,   

=1 (  와   ), =0 ( ≠ 또는 ≠)

1)   와   인 경우 


  

 
 

      

(27)

2)  ≠ 또는 ≠인 경우


   



 ①   이면, 
    ⇒, ⇒

 ②   이면, 

    ⇒, ⇒ 

(28)
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3. 해석결과 및 고찰

앞서 언급한 바와 같이 주름판은 평판을 주름잡

아줌으로써, 평판과 큰 차이가 없는 나 에 비

하여, 특히 면의 강성 을 상당히 증대시킨 것이

다. 즉, 주름판은 면의 강성 에 따라 정적이나 

동적 거동에 있어 그 영향은 상당히 크기 때문에 이

에 주목할 필요가 있다. 

Fig. 4에 나타낸 바와 같이, 사다리꼴형 주름판의 

이론적 강성 와 의 보정계수 와 는 주름

각()이 증가함에 따라 서서히 작아지면서 ∘에 

이르러서는 거의 50 %까지도 작아지는 것을 알 수 

있다. 반면에 의 보정계수 는 주름각이 증가

함에 따라 커짐을 알 수 있다. 

이러한 결과로 볼 때, 이 연구에서의 이론적 강성 

는 주름각이 커짐에 따라 실제거동보다도 더욱  

큰 값을 나타내는 것으로 예측되며, 따라서 보정계  

Fig. 4 Correction factors according to corrugation an-
gles of corrugated plate

Fig. 5 Theoretical flexural rigidity() vs. exact flexural 

rigidity(
)

수를 통한 실용적 엄밀강성이 요구된다.

Fig. 5는 주름판의 주름각에 따른 면의 이론적 굽

힘강성 와 보정계수를 적용한 면의 엄밀 굽힘강

성 
를 그래프로 나타낸 것이다. 주름각이 커짐에 

따라 둘 차이가 매우 커짐을 알 수 있다. 여기서, a

=1000 mm, t = 2 mm, mc = 1, 주름수 nc = 10개이다.

이 연구에서는 이러한 보정계수에 의한 엄밀강성

을 주름판의 진동해석에 적용하여 그 동적 거동을 

살펴보았다. 이를 위하여 Ritz 법을 도입, 주름판에

서 가능한 36개의 경계조건을 만족시키는 진동해석

을 하고 비주얼베이직 언어를 이용하여 프로그래밍

을 하였다.

이와 같은 주름판의 엄밀강성을 적용한 진동해석

결과는 무작위로 선정한 임의의 경계조건에 대하여 

유한요소해석(ANSYS)한 결과와 비교함으로써 그 

타당성을 검증하였다.

Table 1은 a/b = 1, a = 1000 mm, t = 2 mm이고, 

mc = 1,  = 30˚와 45˚, 주름수 nc = 10개, 재료물성

치  = 7852 kg/m3, E = 200 000 MPa,  = 0.3인 주

름판의 임의 경계조건에 대하여 진동해석한 결과와 

유한요소 해석한 결과로, 4차까지의 고유진동수를 나

타낸 것이다. 여기서, 가령 F-F&C-F는, 자유(free), 단

순지지(simply support), 고정(clamp)의 경계조건을 이

니셜로 표기한 것으로, 각각   와 에서 F와 F, 

  와 에서 C와 F의 경계조건을 나타낸다.

그 결과, 이 연구에서의 결과와 유한요소 해석 결

과와의 오차는 대부분 2 %대 이내로 매우 잘 일치

하고 있음을 알 수 있다.

그 밖의 경계조건 및 주름각에 대해서도, 이 연구

에서의 이론과 유한요소 해석의 결과는 매우 잘 일

치함을 알 수 있었다.

Fig. 6은 재료물성 등 앞서의 조건에 맞추어  

F-F&C-C, C-C&C-C 경계조건의 주름각()에 따른 

기본진동수를 나타낸 것이다.  = 0˚, 즉 평판인    

경우의 기본진동수는 각각 10.829 Hz, 17.5 Hz로 비

교적 큰 차이를 보이고 있지만, 사다리꼴형 주름판

의 경우는  =10˚인 경우의 34.629 Hz, 37.249 Hz를 

시작으로,  = 20˚부터는 거의 차이를 나타내지 않고 

있다. 이것은 주름판의 경우, 주름각이 커짐에 따라 

주름잡은 목적대로 면의 강성만 증대하는 것으로

서, 방향 경계조건(F-F, C-C)의 영향은 거의 받지 

않는 동적 거동을 하고 있음을 알 수 있다.
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Table 1 Results of vibration analysis
Boundary
condition


(°)


Theoretical

frequencies(Hz)
FEM(ANSYS)
frequencies(Hz)

Relative
error(%)

C-F&C-F 30 1
2
3
4

15.896
19.950
34.266
59.738

15.879
20.197
34.774
60.426

0.1
1.2
1.5
1.2

45 1
2
3
4

24.125
26.848
37.662
59.465

24.191
27.375
38.777
60.966

0.3
1.9
2.9
2.5

F-F&C-F 30 1
2
3
4

15.598
16.214
20.718
34.997

15.550
16.255
21.028
35.495

0.3
0.3
1.5
1.4

45 1
2
3
4

23.923
24.379
27.491
38.438

23.937
24.547
28.167
39.627

0.1
0.7
2.5
3.1

F-F&S-S 30 1
2
3
4

0
43.779
44.273
47.074

0
43.468
44.314
48.351

0
0.7
0.1
2.7

45 1
2
3
4

0
67.150
67.509
69.380

0
66.860
67.751
71.633

0
0.4
0.4
3.2

S-F&C-C 30 1
2
3
4

99.324
100.19
103.77
113.65

97.443
98.725
103.73
114.89

1.9
1.5
0.0
1.1

45 1
2
3
4

152.28
152.85
155.09
164.25

148.76
150.89
156.88
168.70

2.3
1.3
1.2
2.7

Fig. 6 Fundamental frequencies according to corruga-
tion angles of corrugated plate

Fig. 7은 FEM(ANSYS)에 의한 결과의 한 예로서, 

 = 45˚일 때의 외팔판, 즉 F-F&C-F에 대한 1차 진

동해석 결과를 나타낸 것이다.

이 연구에서의 주름판에 대한 이론적 강성은 엄

밀성 차원에서 실제 값과 차이가 있는 결과를 가져

Fig. 7 Modal analysis result by FEM(ANSYS)

올 수 있기 때문에, 이를 보완하기 위한 조치가 요

구됨으로써, 이론적 강성의 실용적 엄밀강성을 위한 

보정계수를 도입하고 진동해석을 하였다. 그 결과, 

Table 1에 나타낸 바와 같이 상당히 만족할만한 결

과를 가져옴으로써 그 타당성을 검증하였다.

따라서 이 연구를 통하여, 사다리꼴형 주름판에 

대한 엄밀강성이 제시되고 임의의 경계조건에 대한 

진동해석 프로그램이 완성됨으로써, 주름판의 실용

적이고 효율적인 정적 및 동적 설계데이터 추출이 

용이하게 되었다.

4. 결  론

이 연구에서는 Kirchhoff 판이론과 Ritz 법을 기반

으로 하여 사다리꼴형 주름판의 강성과 자유진동 해

석을 하였다. 그 결과, 다음과 같은 결론을 얻었다.

(1) 기하학적 특성과 기본가정 그리고 등가의 개

념만을 고려한 주름판의 강성은 엄밀성 차원에서 실

제거동과 큰 차이를 나타낼 수 있다.

(2) 이론적 강성을 보완할 수 있는 보정계수를 도

입하여 실용적인 엄밀강성을 제시하였다.

(3) 보정된 엄밀강성을 진동해석에 적용함으로써 

주름판에서 가능한 임의의 경계조건을 만족시키는 

해석 프로그램을 완성하였다.

(4) 이 연구에서의 엄밀강성 및 진동해석프로그램

을 통하여 주름판의 실용적이고 효율적인 정적 및 

동적 설계데이터 추출이 가능해졌다.
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